第 一 章 ”极限 与 连续 


第 一 节 明 数 
8$1.1 实数 和 数 轴 


数学 中 的 一 个 大 的 分 支 叫 做 “分 析 学 ”"， 分析 学 是 从 “ 微 积 分 ” 
开始 的 ， 微 积分 在 古代 就 已 可 见 其 思想 的 萌 蕉 ， 直 至 十 七 世纪 才 
告 产 生 . 其 后 的 一 百 余 年 中 它 完 全 处 十 混 池 膀 陇 的 状态 ， 无 严格 
的 叙述 和 论证 方法 , 因此 众 论 纷 经 , 争论 不 体 ， 直 至 于 九 此 纪 方 始 
玉宇 河清 ， 这 是 法 , 德 数 学 家 的 页 献 。 他 们 提出 了 一 个 明确 的 “ 极 
限 " 概 念 ， 从 而 使 微 积 分 有 了 清楚 的 语言 。 极 限 是 一 种 运算 , 是 四 
则 运算 以 外 的 一 种 运算 ， 可 以 叫做 “分 析 运 算 ”. 分析 学 就 是 以 此 
运算 为 其 基础 的 ， 但 是 , 要 弄 清 想 极限 的 道理 , 归根 到 底 就 是 要 重 
清楚 数 ， 

奢 么 数 是 什么 呢 ? 尼 久 是 如 何 产 生 的 呢 ; 也 许 大 家 会 认为 , 这 
是 不 成 问题 的 问题 ， 共 实 不 然 . 像 今天 这 样 文明 的 世界 上 , 尚 可 找 
到 一 些 仿 亿 的 少数 民族 ， 他 们 几乎 设 有 数 的 概念 ， 只 有 少量 几 个 
数 : 1, 2, 3, 或 多 至 4 5. 白 4,5 以 上 概 朋 为“ 多”. 数 的 体 系 是 人 们 在 
长 期 的 生产 和 科学 实践 中 逐渐 创造 出 来 的 , 但 在 很 长 的 时 期 里 , 人 
们 对 数 的 认识 很 不 完善 , 直下 十 九 世 纪 ， 随 着 数学 各 学 科 的 发 展 ， 
大 们 对 数 才 有 了 比较 完善 的 数 系 理论 . 

我 们 说 , 桶 内 有 5 公升 水 , 这 话说 明 桶 内 水 的 含 最 ， 这 个 量 是 
由 数 “5” 和 单位 "公开 "来 共同 表达 的 .所 以 数 是 反映 量 的 , 是 量 的 
抽象 ， 量 无 非 是 多 闫 ,长 短 积 大 小 ， 龙 比较 出 来 的 .比如 说 , 2 匹 


马 , 5 头 蔷 , 这 是 量 的 多 寡 , 是 可 以 数 的 量 。 似 乎 可 以 说 , 由 这 种 可 
数量 的 多 寒 比 较 , 产生 出 了 自然 数 1, 2, 3, …. 但 自然 数 远 远 不 是 以 
度量 长 短 , 这 是 因为 , 长 短 是 连续 变化 的 ， 这 种 “连续 ”的 量 与 上 述 
“可 数 ? 的 或 “离散 "的 量 有 根本 区 列 ， 人 们 想到 ， 规 定 一 个 标准 长 
也 做 “一 尺 ” 一切 长 短 拿 来 与 这 个 标准 长 比较 , 就 产生 了 有 尽 小 数 
的 概念 , 如 3 尺 2 寸 5 分 ， 即 3.25 尺 ， 大 小 就 是 面积 或 体积 的 比 
较 , 而 面积 是 长 度 的 平方 , 体积 是 长 度 的 立方 , 因此 要 用 数 反 映 量 ， 
归根 到 底 ， 就 是 要 创造 出 足以 反映 一 切 长 短 的 全 部 数 来 ， 也 就 是 
说 ,规定 了 标准 的 单位 长 以 后 , 每 一 个 线段 都 相应 有 一 数 表示 其 长 
握 , 并 且 数 与 数 的 关系 能 反映 线段 的 长 短 关系 . 

那么 有 尽 小 数 是 否 能 度量 一 切线 段 的 长 短 呢 ?还 是 远 远 不 能 ， 
下 面 我 们 就 先 来 讲解 这 个 问题 . 

数 既然 是 反映 量 的 , 为 了 反映 量 与 量 之 间 的 关系 , 就 要 对 数 做 
和 运算， 我们 暂且 不 考虑 加 减法 , 而 先 讨论 除法 的 运算 . 将 3 尺 布 平 
分 给 5 个人, 这 就 要 做 除法 , 算 人 得 气 尺 ， 于 是 就 产生 了“ 分数 "， 
和 此 2 是 两 个 无 公 困 子 的 自然 数 ， 则 二 是 一 个 分 数 . 


从 分 数 ( 除 法 ) 又 产生 有 尽 小 数 或 无 尽 循环 小 数 . 例如 

空 一 3.142859， 
用 7 除 22, 除 不 尽 , 产生 余数 1 再 除 , 产生 余数 3; 如 此 下 去 ， 征 次 
所 余 只 能 是 0, 1，…, 6 这 七 个 数 之 一 因此 最 多 除 七 次 必得 重复 
出 现 的 余数 ， 如 有 果 重 复出 现 的 余数 是 0， 就 得 有 尽 小 数 . 现 茵 是 
得 重复 出 现 的 非 零 余 数 1， 因 此 得 循环 小 数 . 所 以 分 数 都 是 有 尽 
小 数 或 无 信 循 环 小 数 ， 


反之 ,一 个 有 尽 小 数 显然 可 以 化 为 分 数 ， 例 如 
9.25 325_13 
100 4 


而 一 个 无 尽 循环 小 数 也 一 定 可 以 化 为 分 数 . 例如 , 记 
3.t4285? 一 3 十 0.142857 一 3 十 


则 | 
10m = 142857 二 &, 
于 是 
142857 142857_ 1 
105—1 999999 7? 
所 碎 
_a. 1_22 
3.1 42857 = 3+ 


由 以 上 讨论 知道 : 分 数 都 是 有 尽 小 数 或 无 尽 循环 小 数 , 反之 亦 
然 ， 所 以 有 尽 小 数 只 是 分 数 的 一 部 分 .那么 分 数 能 否 度 量 一 切线 
段 的 长 短 呢 ? 仍 是 远 远 不 能 ， 
我 们 世道 , 色 股 均 为 1 的 直角 三 角形 斜 边 之 长 为 V 2 . 这 个 数 
就 不 是 分 数 ， 事 实 上 , 设 ~/ 2 为 分 数 : 
< 2 - 亡 ， 


共 中 p,q 是 无 公 央 子 的 自然 数 。 于 是 

p29°, 
即 疾 是 偶数 , 所 以 ?也 是 偶数 ， 设 ?一 26( 是 一 自然 数 ), 代入 上 
式 则 得 

gq’ = 2%’. 
所 以 ?也 是 偶数 ， 于 总 了 e 有 公 因子 2, 这 与 2 的 假设 矛盾 . 所 
以 \/ 豆 非 分 数 ， 由 此 可 见 分 数 不 是 以 度量 一 切线 段 的 长 短 ， 它 不 
能 点 示 勾 股 均 为 1 的 直角 三 角形 斜 边 之 长 ， 因 此 我 们 还 应 补充 新 
的 数 : | 

如 果 我 们 用 尺 去 量 工 尺 (将 5 尺 4 等 分 ) 得 1 尺 2 寸 5 分 , 即 


得 1.25 尺 ， 如 果 我 们 用 尺 去 量 万 尺 , 得 3 尺 1 寸 4 分 2 厘 8 毫 


i 


5 缘 …， 永远 景 不 尽 , 即 得 3.142857 尺 . 如 果 我 们 用 只 去 量 色 股 均 
为 1 尽 的 直角 三 角形 的 身边 , 则 得 1I 尺 4 寸 1 分 4 厘 2 毫 工 丝 … 
也 永远 量 不 尽 , 并 王 不 会 循环 , 否则 /2 就 是 分 数 了 . 因此 我 们 说 
M2 是 一 个 无 尽 丰 循环 小 数 : 
M2 =1.41421.. 

于 是 我 们 看 到 , 用 标准 长 去 量 一 切线 段 只 能 出 现 上 述 三 种 情况 : 量 
得 尽 , 得 长 为 有 尽 小 数 ; 量 不 尽 , 出 现 循 环 , 得 长 为 无 尽 循环 小 数 ; 
量 不 尽 , 且 不 出 现 循环 , 得 无 尽 不 循环 小 数 ， 对 于 第 三 种 情况 ,我 
们 自然 用 量 得 的 无 尽 不 循环 小 数 表示 该 线段 之 长 ， 也 就 是 说 ， 在 
分 数 ( 有 尽 或 循环 小 数 ) 的 基础 上 再 补充 无 尽 不 循环 小 数 ， 就 可 度 
量 一 切线 段 之 长 了 . 

直 双 七 世纪 才 下 始 出 现 0 这 个 数 , 为 了 反映 量 的 盈亏 , 后 来 才 
又 出 现 负数 ， 出 运算 的 角度 来 看 , 方程 

3z 十 2 一 1 
在 正 数 范 围 内 无 解 ， 而 这 样 的 方程 随处 可 见 ， 所 以 必须 有 0 和 负 
数 . 这 是 容易 理解 的 .我 们 把 
0, 士 1, 土 2,，… 
叫做 “整数 ” 把 0 和正 负 分 数 (整数 也是 分 数 ) 叫 做 “有 理 数 ?， 所 
以 有 理 数 包括 正 、 负 有 尽 和 循环 小 数 ， 把 正 、 负 无 尽 不 循环 小 数 叫 
做 “无 理 数 "， 有 理 数 和 无 理 数 统称 “实数 ”, 或 简称 为 “ 数 ”. 有 尽 小 
数 当 然 也 可 以 看 作 特 殊 的 无 尽 ( 循 环 ) 小 数 , 例如 
1.25 一 1.2500… 一 II.2499… 

这 样 , 实数 就 是 全 体 无 尽 小 数 . 

构造 了 实数 以 后 , 我 们 号 可 以 建立 " 数 轴 ”， 在 直线 开 图 1) 上 
任 取 一 点 如 叫做 原 战 ， 再 取 定 一 个 线段 思 做 单位 长 ， 以 此 单位 长 
从 原点 开始 往 右 量 , 量 得 线段 OP 之 长 为 x, 则 以 x 表示 了 点 ,叫做 
忆 点 的 “坐标 ”. 以 此 单位 长 从 原点 开始 入 左 量 ， 其 得 线段 08 之 
+ 4。 


长 为 z， 则 以 一 2 表示 8 点 , 时 做 怠 点 的 坐标 ， 这 样 , ! 上 每 一 点 
都 对 应 一 个 数 , 即 该 点 的 谷 标 , 7 也 做 “ 数 轴 ”” 有 了 数 轩 就 可 以 建 
立 平 面 和 空间 华 标 系 , 因而 就 可 以 建立 解析 几何 学， 但 要 记 住 , 这 
只 有 在 构造 了 实数 以 后 才能 办 到 . 
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图 1 

译 此 ， 问 题 还 没有 完 ， 数 轴 上 每 一 点 都 对 应 一 个 实数 为 其 从 
标 ， 那 么 , 每 - :实数 是 否 都 是 数 轴 上 某 点 的 坐标 呢 ? 也 就 是 说 , 全 
体 实数 是 否 正 好 销 满 整个 数 思 ?要 回答 这 个 问题 , 我 们 须 得 承认 丰 
线 的 “连续 性 ”， 什 么 叫做 直线 的 连续 性 呢 ? 这 就 是 下 述 的 命题 , 

直线 的 连续 性 ， 设 在 直线 上 有 一 列 带 端 点 的 线段 41，4， 
43,…, 是 线段 4s 套 在 4 之 中 , 4; 套 在 4; 之 中 , 如 此 继续 下 去 , 并 
且 它 们 一 个 比 一 个 无 限制 地 缩短 (图 2), 则 存在 唯一 的 一 点 尸 位 于 
这 列 线段 中 的 每 一 个 线段 上 . 


4, 
个 A ey 
- 
图 2 


承认 了 直线 的 上 述 连 续 性 以 后 ， 便 可 知 每 一 个 实数 都 在 数 轴 
上 有 一 个 位 置 ， 事 实 上 ， 当 & 为 一 有 埋 数 时 显然 是 正确 的 ， 但 还 
要 证 明 当 & 为 一 无 理 数 时 ， 数 铀 上 也 必 有 一 点 已 以 wa 为 其 坐标 . 
不 妨 假定 sc>0， 设 
Cd, ity 
是 一 无 理 数 ， 即 是 一 无 尽 不 循环 小 数 ， 其 中 上 是 整数 , qi, os … 各 
为 0 1 … 9 中 的 一 个 数 ， 并 设 


Ql a. 21 ， P=a.u + 


1 
102? 


aa = 4. dts, Da 一 0.ona ge 十 

出 c, Bas, Bs;… 都 是 有 理 数 ， 即 是 数 轴 上 的 点 ， 设 41 是 以 au 
Bi 为 端点 的 线段 , 4; 是 以 wa, Bs 为 端点 的 线段 , …， 则 4; 套 在 省 
之 中 , 4; 套 在 4; 之 中 , … 并 且 它 们 一 个 比 一 个 无 限制 地 缩短 . 根 
据 直线 的 连续 性 , 存在 唯一 的 一 点 了 位 于 一 切 41, 4 … 上, 易 见 ， 
点 的 坐标 就 是 &- 

通过 .上 述 方法 我 们 构造 了 实数 ， 并 且 指 出 实数 正好 销 满 整 个 
数 轴 ， 我 们 的 月 的 是 要 说 明 两 点 : 

1， 由 实数 可 以 建立 数 轴 ， 从 而 就 可 以 建立 平面 和 空间 坐标 
系 , 就 可 以 用 代数 和 分 析 方 法 研究 几何 问题 (例如 解析 几何 ). 

2. 既然 直线 有 连续 性 , 则 实数 也 应 有 相应 的 连续 性 ， 我们 万 
其 世 说 明 的 ， 是 这 第 二 点 .以 后 我 们 在 第 四 章 中 将 从 无 尽 小 数 本 
身 , 即 不 依赖 于 几何 直线 来 发 现 这 种 六 续 性 ， 我 们 将 逐渐 看 到 , 实 
数 连续 性 对 于 微 积 分 态 至 整个 分 析 学 有 着 无 比 的 重要 性 ， 是 分 析 
学 的 基础 

最 后 我 们 还 要 补充 说 明 ， 上 面 构造 实数 的 工作 是 非常 初步 的 
和 直观 的 , 旦 的 只 臣 为 了 建立 数 负 , 从 而 说 明 实 数 必 然 要 有 某 种 连 
续 性 , 但 并 未 真正 完成 构造 实数 的 工作 .为 什么 呢 ? 因为 我 们 根本 
未 曾 谈 及 无 尽 小 数 如 何 散 四 则 运算 的 问题 ， 也 未 曾 谈 及 运算 时 大 
小 次 序 的 规律 . 如 要 真正 完成 这 件 工作 , 就 要 讲究 数 的 表示 方法 . 
无 尽 小 数 是 实数 的 一 种 表示 方法 ， 这 种 表示 方法 在 实用 中 是 非常 
方便 的 .例如 在 计算 时 都 采用 十 进 制 小 数 ; 根据 所 需要 的 精 价 庶 ， 
计算 到 有 限 位 小 数 . 但 对 于 构造 实数 来 说 ， 无 尽 小 数 就 不 是 一 个 
好 的 表示 方法 .十 九 世 纪 数 学 家 致力 解 炭 的 就 是 这 个 表示 方法 
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问题 . 

以 上 我 们 概述 了 实数 大 意 .在 第 四 章 中 我 们 除了 进一步 严格 
讨论 实数 的 连续 性 以 外 , 还 将 简单 地 介绍 实数 的 公理 化 方法 , 那 时 
大 家 对 实数 就 可 以 有 一 个 比较 完整 的 认识 了 


习 题 
1， 回 答 下 列 右 题 : 
(1) 数 是 用 来 反 肌 什么 的 ? 
(2) 自然 数 , 整数 ,有理数 和 无 理 数 各 是 哪些 数 ? 何谓 实数 ? 
《3) 有 起 数 为 什么 不 够 我 们 应 用 ? 
{4) 实数 和 直线 之 间 有 什么 关系 ? 
《5) 什么 叫做 直线 的 连续 性 ? 
《6) 相应 于 直线 的 连续 性 , 你 认为 实数 应 有 什么 料 的 连续 性 ? 
2， 化 下 列 循 环 小 数 为 分 数 : 
(1) 0.24999.., (2) 0.373, (3) 4.518, (4) 2.136. 
3， 回 管 下 列 问 题 : 
(1) 0.1010010001.… 是 有 埋 数 还 是 无 理 数 ? 
《2) 两 个 无 理 数 之 和 是 否 还 是 无 理 数 ? 
4， 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 一 个 有 了 理 数 与 一 个 无 理 数 之 和 一 定 是 无 理 数 ， 
(2) 两 个 不 相等 的 有 理 数 之 间 有 有 理 数 . 
(3) 两 个 不 相 笑 的 实数 之 间 有 有 理 数 , 也 有 无 理 数 ， 
5 证明 下 列 命题 : 
(1) ^/ 3 是 无 理 数 . 
(2) 其 jp 是 素数 , 则 ^/ 了 是 无 理 数 ， 


8$1.2 函数 
我 们 在 中 学 已 经 有 了 "集合 "和 “了 苹 数 "的 概念 ， 集合 是 一 切 数 
学 的 基础 , 函数 是 微 积 分 学 的 运算 和 研究 对 象 , 它们 是 至 为 重要 的 


两 个 慨 念 . 为 了 与 读者 统 -* 语 言 起 见 ， 我 们 再 明确 一 下 这 两 个 概 
了 . 


念 以 及 它们 的 表示 方法 ， 

若干 事物 视 为 一 组 就 成 为 一 个 “集合 ”, 这 是 集合 的 直观 概念 . 
俩 如, 本 校 数学 系 一 年 级 学 竺 的 全 体 构 成 一 个 集合 ; 本 班 年 龄 小 于 
18 岁 者 构成 一 个 集合 ; 某 机 器 在 一 日 内 生产 出 的 正品 和 次 品 分 别 
构 戌 两 个 集合 ; 所 有 大 于 0 而 小 于 1 的 数 也 构成 一 个 集合 ; 直角 毕 
标 平 面 上 所 有 满足 方程 

十 #8 二 了 

的 点 (x,Y) 也 构成 一 个 集合 , 是 一 条 直线 , 等 签 . 

我 们 通常 以 大 写 拉 工 字 及 4, B,C,… 来 表示 集合 ， 一 个 集合 
4 中 的 成 员 岂 做 4 中 的 元素”, 有 时 也 叫 做 4 中 的 “点 "通常 以 小 
写 拉丁 字母 a,8, c, … 米 表示 它们 .， 若 a 是 集合 4 中 的 元 素 ， 则 说 
a* 属 于 ”4, 记 为 aE4; 车 4 不 是 集合 4 中 的 元 素 ， 则 说 不 属于 
4, 记 为 geE4， 例如, 若 4 是 全 体 正 数 所 成 之 储 合 , 则 154, 一 1 E 
4， 于 是 大 体 上 可 以 说 , 所 谓 集合 , 就 是 用 拓 和 所 来 表达 的 概念 ， 
渭 确 了 和 什么 E4 和 什么 E4 以后, 便 明 确 了 一 个 集合 4. 

若 命 题 甲 成 立 ， 则 命题 乙 成 立 , 这 件 事 我 们 记 为 “ 甲 世 乙 ”, 并 
说 命题 乙 成 立 是 命题 甲 成 立 的 “必要 条 件 ”， 合 题 甲 戌 立 是 命题 乙 
成 立 的 “充分 人 条件 ”， 活 “ 甲 沪 乙 *”, 叉 有 “ 乙 节 甲 ， 如 记 为 “ 甲 <=> 
乙 ”, 并 说 命题 乙 成 立 是 命题 甲 成 立 的 “充分 必要 条 件 ”. 

如 果 “qE4=>aEB”, 就 是 赔 , 若 as4, 则 | aEB, 便 记 为 4CCB, 读 
作 4 包含 于 B” 或 记 为 有 沪 4, 读 作 “B 包含 147”, 

例如 , 车 各 为 本 班 全 体 女 生 , BP 为 本 班 全 体 同 学 , 则 4CB. 

显然 , 对 于 一 切 集 合 4 均 有 AC4. 

如 果 4CB, BC4 都 成 并 ， 也 就 是 这 ,as 4 二 >aEB， 溃 记 为 
A=B. 

例如 ,车 4 为 使 #*<<I 成 立 的 数 x 的 全 体 所 成 之 集 , B 为 介 于 
一 1 和 1 之 问 的 全 体 数 , 则 4:=B. 
a 


如 果 4CB, 则 称 4 是 互 的 子 集 ， 恕 果 4 二 B, 则 称 4 为 巨 的 真 


子 集 . 
例如 , 车 立 为 全 体 自 然 数 1,2,3,…, B 为 全 体 整 数 ， 则 丸 是 B 
的 真子 集 ， 
如 果 一 个 集合 中 没有 任何 元 素 ， 则 说 这 个 集合 是 空 集 ， 空 集 
记 为 艺 ， 例 如 , 大 于 一 切 自然 数 的 数 构 成 空 集 , 
为 了 说 明 或 表示 一 个 集合 , 我 们 遂 常 采用 下 面 的 记号 ; 
{a: a 具有 … 性 质 }. 


例如 
{2: 2Z>0} 
就 是 全 体 正 数 所 成 之 集 ， 再 如 
{z: 0<r<1}, {x: x >1}, 


等 都 是 具体 的 数 集 ， 又 如 
ry) ry 1} 

就 是 直角 坐标 平面 上 以 原点 为 中 心 ， 以 1 为 半径 的 图 内 之 点 的 全 
体 ， 集 合 {1, 2, 3} 表示 三 个 数 1 2 和 3 所 成 之 集 ，{9q} 就 是 一 个 元 
素 & 所 成 之 集 ， 

对 于 集合 也 可 以 定 又 运算 , 但 在 第 -- 册 中 尚 不 追 感 这 个 需要 ， 
因此 我 们 到 第 二 贡 ( 第 正章 $4. 了) 中 再 讲 这 个 问题 ， 

在 微 积 分 学 中 , 数 就 是 指 实数 . 数 的 集合 叫做 数 集 , 也 就 是 数 
轴 上 的 点 集 ， 基 中 最 当 用 的 数 全 是“ 区间”.。 设 ,3 是 两 个 实数 ， 
记 
[e, 的 一 12 or b), 
叫 微 一 个 闭 区 和 间 ; 记 

(DI: rb), 


叫做 一 个 开 区 间 ; 记 


(a, b={r; a 人 by, Ta,b)={r: or<b)}, 
分 别 电 向 “ 堪 开 右 闭 "和 “ 堪 卫 右 开 "的 区 间 . 

又 记 

Fa, 十 ce) 一 {17: ra}, (~o00,0]={x: ra), 
也 叫做 二 区 间 ; 记 

(4, 十 co) 一 位 : >4), 《一 co g) 一 { 人 2: <G}， 

也 也 做 开 区 谭 . 又 称 后 四 个 区 疗 是 “无 界 区 间 " 或 “无 穷 区 间 ”， 而 
称 前 四 个 区 间 是 “有 界 区 向 ”. 这 里 要 特别 指出 ， 一 co 和 一 冲 是 
两 个 符号 ,分别 读 做 “下 无穷 "和 “ 负 无 穷 ”. 在 微 积 分 学 中 不 把 它们 
看 做 “ 数 "， 一 般 不 与 数 作 四 则 运算 . 但 它们 与 数 有 次 序 关 系 : 十 oo 
比 一 切 数 都 “大 ”, 一 吕 比 一 切 数 都 < 小”, 即 一 cc 天 z< 十 co 对 一 切 
实数 z 成 江 , 《一品 ,十 吕 ) 也 就 是 爹 体 实数 所 成 之 集 . 

今后 我 们 把 全 体 实 数 记 成 之 集 ( 一 co, 十 吕 ) 一 律 记 为 五 ,把 自 

然 数 1 ,2, 3,… 的 全 体 记 为 六 ， 例 如 , 方程 
x 二 +1 二 0 
无 实 解 , 所 以 
{xER: TT1=0}= 2. 

下 面 我 们 青 来 讲 “ 函 数 ” 的 概念 ， 先 看 两 个 例子 . 

设 z 为 任意 -个 具体 的 人 ,我们 以 和) 表示 其 身高 ， 人 以 CC7) 
表示 其 肤色 . 则 如 和 CC 都 是 一 种 对 应 关系 : 使 得 每 一 个 人 z 对 应 
着 一 个 数 有 7);C 使 得 每 一 个 人 xz 对 应 着 一 种 颜色 C(x)、 这 种 对 
应 关系 中 和 C 部 叫做 函数 .一 般 来 讲 , 国 数 的 直观 概念 如 下 : 

定义 ” 设 4 和 8B 是 两 个 集合 , 如 果 了 是 一 种 对 应 关系 , 使 得 4 
中 每 一 个 元 素 x*， 在 B 中 有 一 个 (只 有 一 个 ) 元 案 f(z) 与 之 对 应 ， 
则 了 RH 做 一 个 由 和 4 到 5 中 的 函数 (或 映射 , 变换 ), 记 为 

f: A4—=B, 《1) 
所 也 做 了 的 定义 域 .对 于 每 一 个 元 素 zxE4, 其 对 应 的 元 素 f(x)EB 


了 人 +， 


叫做 关于 了 的 僚 或 了 上 在 & 上 的 和信. 

这 是 函数 的 直观 定义 , 在 第 二 册 ( 第 五 章 § 1.2) 中 我 们 还 要 给 
出 它 的 严格 定义 ， 

有 从 函数 的 缮 念 我 们 可 以 看 到 ， 一 个 国 数 了 由 两 个 因素 完全 确 
定 : 

1 ”了 的 定义 域 4; 

2” 了 在 每 一 个 zxE4 上 的 值 f(z). 

例 1 设 4={(e5c) 则 表 

5 4 | 6 
. ] , ; 

就 定义 了 一 个 函数 f, 它 的 定义 域 是 4, 值 分 别 是 f(q) 一 ce, (58)= 
2 fc) 6. 这 是 一 个 出 和 4 到 和 4 中 的 泡 数 ,并 且 函 数值 填 广 整个 4. 
它 代 表 字 母 a5c 的 一 个 重新 排列 caB. 

例 2 .对 于 每 一 个 zE[ 一 1, 1 定义 

f(z)= VI?. 

这 就 定义 了 一 个 函数 了 ,人 它 的 定义 域 是 [一 1, 1]. 给 了 xE[ 一 1, 11, 
由 上 式 就 得 阔 数 值 所 7)， 逢 都 在 五 中 , 是 一 个 由 [一 也 1j 到 慷 中 的 
限 数 .我 们 注意 到 , 它 的 值 填 满 [0. 1], 并 不 填 满 五 . 

例 3 从 甲 地 到 乙 地 ， 行 李 收 费 如 下 ;行李 重 不 超过 50 公斤 
时 , 每 公斤 收费 0.15 元 ; 超过 50 公 斤 时 , 超重 部 份 每 公斤 收费 0.25 
元 ， 设 行李 重 为 z ,以 f(z) 沁 其 运费 , 则 了 是 一 函数 ， 其 具 休 定义 


如 下 : 
0.15x， 0 0, 


jz-1 机 

0.5x30 十 0.25 X (YY 一 50)， 7 > 50. 
上 克 告 诉 我 们 了 的 定义 域 是 人 ZE 妊 : xz 之 0}， 并 告诉 我 们 对 于 定义 
城中 每 -个 zx, 了 在 z 上 的 值 所 zz) 是 什么 , 因此 上 式 就 确定 了 一 个 


» 了 了 +» 


函数 了 . 
设 有 也 数 (1)， 如 果 #C4 是 4 的 子 集 ， 则 召 中 元 素 的 像 的 全 
体 吗 做 吾 的 像 , 记 为 1( 瑟 ), 即 
flE)={f(r): rER). 

显然 ,1(8)CB.。 特别 ,定义 域 4 的 像 f(4) 吊 做 的 值 域 ， 即 函数 
值 的 全 体 . 

例如 , 在 上 年 例 1 中 ， 

fl({a, 0) = {ce.n}, (4)—=4. 
在 例 2 中 ， 
AL0 ID)=FE- 10]) =f(—1,1])=-[0, 1]. 

在 例 3 中 ， 

f([0, 50])= 一 [10 7.5], f(L50, 24-00))=[7.5, 二 co)， 

对 于 一 个 蚁 数 (1), 一 般 地 f(4)CB， 如 果 了 (4)= 8， 则 车 要 
特别 指 由 这 一 点 上 时， 就 称 / 为 -个 由 4 到 BB 土 的 函数 ， 否 则 仍 
称 了 为 由 4 到 中 的 范 数 ， 土 而 例 1 是 一 个 由 4 到 4 上 的 函数 ; 
例 2 是 一 个 由 -一 1, 1 到 [0 1] 上 的 函数 . 

尔 数 和 鼎 射 ， 上 变换 等 这 些 和 名词 是 相互 通用 的 ， 是 代表 间 一 个 
概念 ， 为 方 僵 起 见 , 在 本 书 中 将 它们 区 分 开 米 : 设 有 一 个 函数 或 映 
射 (1) 如果 如 己 R8， 滑 明 数 值 都 是 实数 , 则 称 (1) 为 函数 , 如 上 内 B 不 
是 数 集 , 则 称 (1) 为 映射 或 变换 .以 下 一 般 按 此 区 分 来 称呼 疯 数 和 
上 映射。 上面 例 2 和 例 3 部 是 函数 , 例 工 是 映射 . 

定 交 在 实数 集 上 的 国 数 又 称 为 “一 元 国 数 ?>， 上 面 例 2 和 例 3 
都 是 一 元 国 数 , 定义 在 平面 点 集 上 的 国 数 称 为 “二 属国 数 "， 例 如 ， 
对 于 平面 点 集 ( 圆 古 )1(z, 杀 : 十 扩 攻 说 中 的 每 一 点 (zx,Y) 定 义 

fz,9) ~ Ny 
则 了 是 一 个 一 无 阴 数 ， 出 样 , 定义 在 空间 点 集 革 的 函数 叫做 “三 元 
鹃 数 “， 本 贡 以 一 元 函数 为 对 象 , 所 以 我 们 暂 不 谈 多 元 商 数 ， 
. 12 


在 微 积分 的 演算 和 应 用 中 ， 我 们 要 借用 一 个 无 确 团 定义 ， 但 
用 起 来 非常 便利 的 概念 , 叫做 “变量 "， 例 如 , 一 个 物体 在 时 刻 上 = 一 0 
时 从 高 为 处 自由 落下 , 则 下 落 距 离 s 与 时 间 t 之 间 的 关系 为 


6 一 了 gt (2) 
其 中 9 是 重力 加 速度 ， 在 这 个 问题 中 时 间 t 和 距离 s 都 是 变化 着 
的 量 , 叫做 “变量 ”过 和 9 是 两 个 不 变 的 量 , 叫做 “ 常 最". 再 如 , 半 
径 为 的 负面 积 为 
A=wr’,. (3) 
在 这 个 关系 中 , 半径 7 和 圆 面 积 4 是 随 着 圆 的 不 同 而 变化 的 , 是 变 
量 ; 而 圆周 率 < 一 3.14159… 是 一 个 不 变 的 常量 ， 在 (2) 式 中 , 我 们 
令 f( 引 = 地 94*(tER), 唱 变量 s 和 + 的 关系 就 是 s 一 f(t)(1ER). 


当 0<4<V 人 2 时 这 个 关系 式 有 一 定 的 物理 意义 ， 同样， 在 (3) 式 


中 变量 4 和 7 也 是 一 个 图 教 关系 4 二 gCr)(rER), 妆 ?之 0 时 这 个 
关系 有 -- 定 的 几何 意义 . | 

一 般 地 , 如 果 ]; 1-> 吓 是 一 个 一 元 函数 ,我们 可 以 用 一 个 符号 
7 代表 4 中 的 任 一 数 , 出 于 z 是 任意 的 ;就 可 以 视 为 府 4 中 变化 的 
量 , 因而 函数 值 g= 了 (7Y) 也 是 变化 的 党 , 于 是 2 和 3# 都 是 变量 .但 
的 变化 不 起 任意 的 , 是 依 赖 于 xz 的 ， 我 们 拒 x 器 做 “ 自 变 量 ”, 
册 散 “ 因 变 量 *. 称 白 变 器 Zz 是 * 独 这 "的 , 因 变 曼 # 不 是 独 六 的 ， 变 
量 x 和 # 不 足 相 开 独 六 的 ,YY 和 之 间 有 函数 关系 了 . 当 z 国定 时 ， 
8 是 一 个 固定 秽 国 数值 ; 站 xz 变化 时 ，# 是 一 个 变化 的 函数 值 . 

一 个 变量 也 可 以 依 凡 于 很 多 个 变量 ， 例 如 

2 一 xz.g) VI-r: -yy, 2 十 六 Sl， 

则 变量 z 和 >z，2# 之 间 有 国 数 关 系 了 ,2 依赖 于 x 和， 变量 zz 种 
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re I SP EI A TR 


y 是 自 变量 , 是 独立 的 ; 变量 = 站 因 变 量 , 不 是 独立 的 。 同样 设 
4 一 AL 一 2 一 ，… 一 了 2 十 … 十 zs< 1 

则 因 上 变量 入 依 环 于 %* 个 独立 的 自 变 量 2 …，zn， 当 然 , zb …， 
也 不 是 完全 独立 的 , 它们 还 受到 关系 式 如 十 … 十 如 二 1 的 约束 . 

变量 在 演算 和 应 用 中 是 一 个 经 常 碰 到 的 概念 ， 它 的 缺点 起 无 
严格 定义 ， 但 是 这 不 要 紧 , 因为 我 们 对 函数 是 可 以 严格 定 浆 的 (第 
五 章 ), 这 就 够 了 . 

没有 一 元 状 数 了, 定义 域 为 区 间 疡 , 则 当 z 在 了 上 变化 时 ， 方 


程 
y=f(7) 
在 直角 坐标 平面 0zy 上 所 表示 的 
几何 图 形 叫做 函数 的 “图 和 象 ”. 
这 也 就 是 当 x 在 1 上 变化 时 “ 动 
点 "(x.y) 一 (x, f(z)) 在 平面 上 所 
面 出 的 图 形 (图 3 )， 也 就 是 平面 0 2 
点 集 图 3 
{Cz,9): y=f(7)). 

例如 , 我 们 在 中 学 里 已 经 问 知 , 苦 FKCz) 一 oz 十 52ER, 则 函数 了 
的 图 象 是 一 条 直线 ， 车 f(z)=az’,zER, 则 了 的 图 象 是 一 条 抛物 
线 

例 4 设 f(z) 一. 试 作 出 函数 了 的 图 象 。 


了 .上 2 
解 ” 我 们 对 作风 点 分 析 ; 
1， 了 的 定义 域 是 整个 z 轴 再 . 
2， 国 为 了 CY)=/({ 一 x) 对 一 切 xEBR 成立， 所 以 上 的 图 象 关 
于 轴 对 稳 ;. 
3. f(0)=1, f(D)= 记 ,1(2)-= 二 . 


»* Jj 。 


4. fe0, 
5， 当 2 无 限 增 大 时 fz) 无 限 接近 于 0， 
根据 以 上 五 条 , 我 们 大 致 可 得 了 的 图 象 如 图 4， 


注 “由 函数 几 义 ， 对 于 函数 了 的 定 广 域 中 每 一 个 zx 只 相应 
有 一 个 函数 值 9 f(z), 即 苑 数 有 “ 意 值 性 ”, 所 以 平行 于 y 辅 的 任 
一 直线 与 函数 图 象 最 多 只 能 相交 于 一 点 . 


习 题 
1、 网 竹下 列 问 题 : 
(]) 设 4. 召 是 集合 , 4 二 B 和 4 二 B 各 是 什么 意思 ? 
(2) 二 4, 4-2 久 是 否 对 - 切 集合 部 成 立 ? 
(3) 车 a€4, 则 表达 式 5 一 4, 19}E4 和 4 一 4 是 否 都 正确 ? 
(4)》 阿 区 间 , 开 世 问 , 有 蜡 区 同和 无 界 区 间 各 是 什么 意 引 ? 
2， 淡 4 二 代 ,2,3), 试 列 出 4 的 一 切 邓 集 . 
3、 下 列 各 是 集合 间 有 何 基 系 ? 设 
(1) A-- {zeR: zi— dr 3<0}, B={réR: [2—2|<1}. 
(2) 4 二 {7; x 一 2, 4 为 有 理 数 )}. B 一 儿 . 
(3) 4 一 fzcR: zi—1=0}, B- {rR: (+—1):=0}. 
(4) A={a,at, B= /ar. 
(5) A {a, Wr, B-- fb. 4). 
(6) 4=41,2}, B={{1}, A277, C—A4l}, {1,277, 
D={{1}, 142}, .2}}. 
,15 。 


4， 回 答 下 列 问题 ; 

(1) 国 数 (上 肌 射 ) 的 定义 是 什么 ”什么 是 函数 和 植 ，y 设 至 是 集合 ， 于 ( 吾 ) 是 
什么 滞 恩 ;什么 是 值 城 ? 

(2) 函数 是 由 哪些 因素 确定 的 ? 

(3) 几 数 的 图 象 有 什么 特征 ? 

5. 设 f 罗 一 1 十 xz，8(Zz) 一 1 一 2，3ERR， 求 

fe2) +g(2), fC2)—962), fl2)962), fi2)/9¢2), frg(2)), gtf(2)), 

于 (Ge) -ft om, flig(—t). 

6 设 f) 一 14 一 3| 十 [xz 一 1|，wER。 求 

(1) fe Fe), fC2), f(3), f(—1), f(—2). 

(2) {2ER: fri2) = 了 (0)}. 

(3) fF({0,1,27), f (1,3.), 

7， 投 1 一 二- v5 一 1 求 

GD) Flew, f(rtD, f(s) 了 (的 、 

(2) {xER: 了 (em) —f(r)}. 

(3) fii—1,- 20)), f(L—2,—1)). 

8， 确定 限 数 耶 的 定义 域 , 设 

(1) f(r) = (2) f(x) = 


一 3 十 2 于 二 
(3) fla) -ww 一 三 一 (4) fz) = 1 sr 2, 
(5) fa -VE (6) f (2) -pg 二 
(7) fir}— | i 
Yl 


9， 求 出 二 题 电 图 数 子 的 值 域 . 
10. 设 wo 一 logz, 证 吓 
PI) 本) 一 (CE 十 1))， 


11， 设 f(x) 一 本 (or 十 ,其 中 o>0. 证 明 


fz 二 十 fr 一 一 27(z) 了 (的 ， 
12。 求 负数 十 区 知 
(1) 了 (rz 十 1 一 22 十 25 一 上 (2) f(T )-=st viTa, ;>>0, 


" 6 。 


(3) 


13. 


14. 


f(z+ 二 = + 二 : ZAA0, 

设 映射 下 潢 足 了 fle) ==4. 求 了 (了 (个 
2 次 

求 出 一 个 映射 子 满足 下 列 条 件 : 


1 了 (df(oai 一 zx 对 定义 域 中 的 一 切 z 成 立 
2° f(a) 一 5， 了 (ce) 一 小 


15, 


设 消 数 了 的 定义 域 为 .不 恒 为 0， 县 对 一切 zx, KR 满足 : 


1° ft =—f lr tf: 
2° 了 (za) = (fn, 
证 遇 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
16， 
么 条 休 ? 
1 


18. 


(] ) 

(2) 

C3) 

(4) 

19. 
形 . 

20. 


1(1)=1. 

fz) ==z 对 一 切 有 有 理 数 zx 成 立 

f(o 盖 0 对 一 切 x 半 0 威 江 ， 

若 z>y， 则 了 7) 守卫 人 护 ， 

了 f(z) 二 x 对 一 切 2 成 立 . | 

投了 (0g ( 扩 一 (zB 六 对 一 - 切 5,YER 成 立 ， 问 这 些 函 数 应 满足 什 


设 fa) 一 [zl[z 表示 不 大 十 之 的 最 大 整数 ) 作出 的 数 了 的 图 象 
设 
Uw!1 


1， 1 
fr) 


ww 1 a 


作出 了 的 图 象 ， 

设 Yr) 一 了 (C22). 作 山 9 的 周 象 . 

设 Cz) 二 了 (x 一 2), 作 昌吉 的 图 象 . 

设 Ce) 一 了 C22) 十 Jx 一 2), 作出 的 图 象 ， 

没 了 一 1 一 zj，9(x) -一 1z, 一 1， 试 作出 它们 的 图 象 相 转 成 的 图 


设 4 是 多 个 元 泰 所 成 之 有 限 集 ,映射 上 4A 一 4 满 是 条 件 : 当 X 闻 9 


时 了 C2) 考 了 (四 ， 这 种 映射 叫 耻 4 的 一 个 "排列. 


(1) 
(2) 


OP eer pe br 


证 明 f (4. 
4 有 多 少 个 排列 ? 
本 了 了 和 


(3) 证 明 存 在 一 个 排列 于 使 fw) 关 zx 对 一 切 zs4 成 立 . 

21， 一 半径 为 8 的 圆 , 荡 长 为 4 辕 心 至 荡 的 距离 为 z。 试 以 x 为 自 变 景 
表示 

22. 已 知 圆锥 的 体积 为 了。， 试 以 底 半 径 * 表示 锥 高 

23， 在 边 长 为 12 的 正方 形 纸板 的 下角 各 剪 去 一 个 边 长 为 了 的 正方 形 ， 
再 把 它 折 成 个 无 盖 纸 盒 , 试 以 & 表示 盒 的 容积 上. 

24。 从 半径 为 Y 的 圆 纸 板 上 , 自 中 心 章 去 一 个 项 角 为 日 的 该 形 ， 把 剩 下 
的 部 分 做 成 一 个 圆锥 ， 试 以 9 表示 圆锥 的 体积 Y. 

25， 设 冰 数 子 的 定义 区 局 了 关于 原点 Y=0 对 称 ， 即 了 一 (一 a 9) 或 了 一 
[一 gal， 若 z) 二 (一 2) 对 一 切 z 红 成 立 ， 则 称 了 为 一 偶 函 匆 ， 若 f(z) 
二 一 下 一 对 一 切 x€I 成 立 , 则 称 f 为 一 奇 函数 . 

(1)》 但 函数 和 奇 函 数 的 图 象 有 何 畦 征 ? 

《2) 著 三 是 奇 函 数 , 则 了 (0) 一 ]. 

26， 设 六 数 了 的 定义 区 间 基 于 点 mm 对 称 . 

(1) 了 满足 什么 条 件 时 它 的 图 象 关于 真 线 x= 二 x。 对 称 ? 

(2) 了 于 满足 什么 条 件 时 它 的 图 象 英 于 点 (20, 如) 对称 ? 


oad 


8$i.3 函数 的 代数 运算 

币 积 分 学 是 以 国 数 为 对 象 的 , 主要 是 研究 函数 的 “微分 "和 "“ 积 
分 "运算 ， 在 这 一 过程 中 自然 也 离 不 开 须 数 的 加 \、 减 、 沫 , 除 这 些 初 
等 运算 ， 这 些 初 等 运算 叫做 “代数 运算 ”， 而 微分 和 积分 运算 财 属 
于 “分 析 运 算 ”， 现 在 我 们 就 米 定义 函数 的 代数 运算 . 

定义 1 没有 两 个 映射 + 和 g， 定义 域 分 别 为 4 和 B， 如 果 
4=B, 且 A(Y)=g(?) 对 一 切 xzE4 成 立 , 则 说 了 一 9. 

例如 , 车 1(7)= zx,0 扩 Xz 二 1 而 9(2)=z, 一 1 人 zx 太 1， 函 数 了 
和 9 昌 然 当 zE_0, 1 上 时 fz)= 一 GZ) 但 这 两 个 畏 数 不 相等 : F.<9, 因 
为 它们 的 定义 域 不 同 . 

定义 2 设 了 是 一 个 闲 数 ， 定 义 域 为 4,c 是 一 个 常数 ， 则 定 
浆 cf 也 是 一 个 函数 , 定义 域 也 是 4 当 zE4 时 
重 15 s 


《ef )(2)=cf(2). 

设 g 是 另 一 个 畏 数 , 定义 域 是 B. 记 4 和 BB 的 公 闪 部 分 为 C {图 5)， 
则 定义 f+g 也 是 一 个 藤 数 , 它 的 定义 域 是 C, 当 zEC 时 

(fg)(7)=f(r) Tt g(t), 
同样 可 定义 f9. 

设 

B=1xEB: g(r7)A0), 
记 4 和 B 的 公共 部 分 为 01， 当 
zECi 时 定义 


r 
(ey 
例 1 设 
f(z) = 1 xi, 1z[ 委 1 g(X)= log2, 71>0. 
这 样 定义 的 两 个 酝 数 上 和 9 有 不 同 的 定义 域 ,公共 部 分 是 (0, 1]. 
任 取 常数 o 和 ?2 , 则 ef-Fag 的 定义 域 是 (0, 1]， 例 如 
(27 一 39)(Zz)=2I 一 2 一 3logy， 0<z 二 1 
因为 g(1)=0, 所 以 jf/g 的 定义 域 是 (0,1), 当 xzE(0, 1 时 ， 
了 AT 一 2 
0 


， 10<z<1. 
log% 


晴 数 除了 通常 的 滋 法 运算 以 外 ， 尚 有 另 一 种 极为 重要 和 的“ 羔 
"运算 , 叫做 “复合 "， 它 不 仅 适用 于 函数 , 和 而且 同样 适用 于 映射 . 
设 了 是 一 映射 ,定义 成 为 4, 是 任 一 集 人 台 , 记 
fF)={rEA: HTIEP), 
它 出 做 已 关于 了 的 着 和 像 ， 例 如 , 若 
f(z}=2*, rER, 
则 
f-'(R)=f- (00, +00))=R, 
fi(E- 2,27)=f- [0,2])=[--vV2,vV D2), 
* 19 +» 


fi((—0,0))= 好 ， 
定义 3 设 有 映射 f; BC， 又 瞻 射 9 的 定义 域 为 4。 当 
xzEdi 一 9 《B) 时 定义 
(fog)(CZ)7 一 大 9CZ))， 
则 fog 是 一 个 由 4 到 5C 中 的 映射 (图 6 ) 叫 和 合子 和 ?的 复合 ， 它 
的 定义 域 是 41C 忆 4. 


g(r)=z, rER; fl(u)= logu, “>0. 
求 复 合 函 数 fo9. 
解 ” 当 z 天 0 时 9z)>0, 这 时 89Z) 才 在 了 的 定义 域 B= (0， 
十 9) 内 , 所 以 41=9 "(8)= {xzER: YY 天 0}， 这 是 复合 国 数 f09 的 
定义 域 ， 当 xc4 时 
fg(x) = f(g9(7)) -1og2 =21og|lz|. 1 


例 3 设 
F(z) -一 于 fzi 大]1。 
试 视 玉 为 两 个 了 图 数 的 复合 . 
解 令 
ja) At， 4>0; 
ug(r)=1—7r, 1z| 委 1。 


则 F=feg. 9 
例 4 设 
F(2)-= log (lVI—2)+1, jzj<l1, 
ee 20 *» 


试 视 也 为 二 个 函数 的 复合 . 


解 令 
fu)=1+ logu, u>0: 
u= gv)= IAA v, 2 之 0 
v= htr)}= 1— 2x?, |*[ 筷 1, 


则 F=fogoh. 

定义 4 ” 设 有 映射 六 4->B. 如 果 当 zi 天 zz 有 时 F(zi) 天 六 za)， 
则 称 了 为 一 对 一 的 , f 为 一 单 射 . 

一 对 一 的 意义 在 于 , 了 使 得 集合 4 的 元 素 和 集合 f(4) 的 元 素 
成 一 一 对 应 . 

例如 , 在 § 1.2 例 1 和 例 3 中 的 函数 均 是 一 对 一 的 ， 函 数 ff: 
f(z) 一 2*(zER) 不 是 一 对 一 的 ,因为 (Df 一) 一 1 

定义 5 设 有 映射 f: 4->B， 记 B=f(4) 为 了 的 值 域 ， 如 
果 有 一 个 映射 9: Bl->4 使 得 


gof(7)=% (1) 
对 一 切 zE4 成 立 , 又 使 得 
fog(y) =y | (2) 


对 一 切 gEB, 成 立 , 则 说 9 是 子 的 赣 射 ( 反 函 数 )， 
定理 1 若 f 有 族 射 , 则 三 有 堆 一 的 赣 射 . 
证 明 设 上 映射 f; 4->B 有 两 个 逆 射 了 和 大， 由 (2) 式 ， 
foh(y)=Yy 
对 一 场 y&B1 二 入 4) 成 立 。 所 以 
gofoh(y)—g(y) 
对 一 切 yeB, 成 立 ， 再 由 (1) 式 即 得 
A(y)=g(y) 
对 … 殷 yEBl 成立, 哮 h=g， 品 
由 于 逆 射 有 唯一 性 ， 因 此 ， 若 了 有 逆 射 ， 我 们 就 把 闭 射 记 
» ZI 。 


Tree ra re me vaa me， ne 
Nr me a ， 的 


为 厂 . 

定理 2 ”映射 f 有 道 射 的 充分 必要 条 件 为 了 是 一 单 射 . 

证 明 【充分 性 ) 设 f: 4->8B 是 一 单 射 . 任 给 89EB 王 大 4)， 
则 有 了 唯一 的 xE4 使 f(z) 一 y， 对 此 9 定义 (图 7 )9g(y) 一 x*. 于 是 
得 -~ 映射 9: B, 王 4. 局 然 9g 满足 (1) 式 和 (2) 式 , 所 以 是 了 的 道 射 ， 


(必要 性 ) 设 f: 4 >*B 有 道 射 9 车 f(z1)=f(zxs), 则 
gof(x1)=9°f(2,). 
由 (1) 式 即 得 x 二 zz, 所 以 是 一 对 一 的 . 
例如 , 在 $1.2 例 1 中 , f 是 一 对 一 的 , 它 有 逆 射 广 :， 依 图 ?7 


有 
f° (a)=b, fr(8)=e, f''(e)=a. 


由 定义 5， 如 果 f; 4->B 有 逆 射 7'， 则 f' 的 定义 域 为 
B. 一 1(4).， 由 (1) 式 容易 看 出 六! 的 值 域 是 4, 则 让"(8,)= 4. 由 
(1) 式 和 (2) 式 又 容易 看 出 广 : 有 递 射 声 即 ( 广 2 一 下 

从 定理 2 及 其 证 明 我 们 可 以 看 到 ， 和 欲 知 映射 f; ”4->B 是 否 
有 逆 射 , 只 须 看 对 于 每 一 个 8EB =f4) 方 程 


zy 一 乒 7) 

在 4 中 的 解 症 不 是 唯一 的 . 如 果 是 的 话 , 记 解 为 
r=g(y), 

则 g 便 是 逆 射 矿 )， 否 则 没有 道 射 . 


例 5 设 
f(#)= Va—1+2, 之 1, 
+ 22 » 


证 明了 有 反 国 数 , 并 求 出 其 反 晴 数 三: 
解 f 的 值 域 是 B,=[2, +c)， 对 于 每 一 个 3EB ,方程 
8y 一 xz 一 1 十 2 
有 了 唯一 解 
gy)=y— y+5, 
9 便 是 反 销 数 广 ,定义 域 是 B1==[2, -+ o0). 
映射 的 复合 运算 可 以 与 数 的 哑 法 运算 作 一 比较 ， 设 4 是 任 一 
集合 ， 显然, 由 4 到 4 中 的 一 切 映 射 均 可 相互 复合 , 复合 后 仍 得 由 
半 到 4 中 的 映射 对 一 切 zxE4 定义 
L(t) = 
则 了 4 是 由 4 到 4 上 的 上 映射, 叫做 区 上 的 恒 等 映 射 ， 设 了 是 任 一 由 
4 到 和 万 中 的 上 映射, 则 有 
fols=1aof 一 了 
这 就 好 比 数 的 运算 ， 
G* 一 ,5 一 4， 
14 般 相 当 于 数 1， 阁 是 一 个 由 4 到 4 上 的 单身 ， 则 由 定理 1， 上 
有 道 射 f°' 满足 (1) 式 利 (2) 式 , 即 
fof(ZD) 一 2 feof (£)=7 
对 一 切 *E4 上 成立 , 因此 
f of=fof =1,. 
这 就 好 比 数 的 运算 : 
4 .0 一 BC 一 1 
如 果 f,g, 都 是 由 和 4 到 4 中 的 映射 , 则 显然 有 
fo(goh)= (fog)o8, 
即 映射 复合 与 数 的 乘法 一 样 有 结合 律 。 所 不 同 的 是 ， 映 射 复合 不 
像 数 的 乘法 有 交换 律 ， 同时 , 每 一 个 非 零 的 数 均 有 倒数 , 而 非 每 一 
个 由 4 到 4 上 的 上 映射 均 有 递 射 . 但 是 , 倘若 记 多 为 由 4 到 4 上 的 
»* 23 + 


全 体 单 射 , 则 . 肥 中 的 映射 均 有 闭 射 , 且 PE. 宛 ， 在. 吧 中 复合 运算 
除 交 换 律 外 就 和 数 的 乘法 运算 完全 相似 .由 以 上 的 比较 ， 我 们 自 
然 就 把 婚 射 (函数 ) 的 复合 运算 看 作 一 种 “乘法 "运算 . 

我 们 再 来 看 一 元 质数 . 由 定理 1 知道 ， 一 对 一 的 晴 数 有 友 沙 
数 . 有 一 类 重要 的 一 元 函数 具有 一 对 一 的 性 质 ， 

定义 6 设 f 了 是 一 个 一 元 朋 数 , 定义 域 为 数 集 4CCR， 如 果 当 
ZiT 有 (fz) 之 有 33)), 则 说 f 为 非 碱 
图 数 ( 非 增 函 数 )， 如 果 当 zzieE4 且 mi<2 有 时 天 rz 二 所 2) 
(f(z) 之 f(z)), 则 说 了 为 增 函 数 ( 减 区 数 ) 或 严格 塔 函数 (严格 减 
了 芳 数 )， 两 者 统称 为 单调 区 数 , 后 者 又 称 严 格 单调 函数 ， 

显然 , 增 函 数 和 减 困 数 都 是 一 对 一 的 . 

定理 3 增 ( 减 ) 孙 数 有 反 函 数 , 而 且 反 因数 也 是 增 ( 减 ) 图 数 ， 

证 明 设 4CR, fF 为 定义 在 4 上 的 增 消 数 . 设 B=f(4). 因 
为 了 为 一 对 一 的 ， 由 定理 1， 了 有 反 国 数 广 : B->4.， 只 须 证 
了 也 是 增 歇 数 ，( 友 证 ) 设 广 不 是 增 戎 数 , 则 存在 护 , 加 和 B, 0 和 
ye, 而 

f(y f(y). 
但 了 是 增色 数 , 所 以 
fF OF)) ff (yy2)), 
出 (2) 式 恒 得 ¥ 之 y2， 这 是 矛盾 .所 以 “是 增 函 数 . [ 

例 6 设 c>>0. 令 T)=a*，xSR， 则 了 是 指数 函数 ， 若 
0<a 过 1, 则 于 是 减 症 数 ( 参 见 图 9), 值 域 是 (0, -{ 00); 者 a>1, 则 子 
是 增 困 数 , 值 域 仍 是 (0 十 所 )， 因 此 , 只 要 ga>0，a 天 1， 指 数 国 数 
了 号 有 反 力 数 三， 它 的 定义 域 为 (0, Fecoh) 值 域 为 邵 这 个 反 国 数 
正 是 我 们 在 中 学 里 即 已 熟知 的 对 数 冰 数 logs: 1ogog 一 六 (8) 

(0)， 当 0<a<1 时 它 是 减 冰 数 ， 当 4 之 1 时 它 是 增 函 数 ， 若 
9 二 4) 则 z 王 J]oga; 有 反之 亦 然 ， 
。24。 


基 后 , 我 们 再 研究 一 元 函数 的 反 函 数 图 象 问题 
设 一 元 函数 了 有 反 图 数 , 则 方程 
y= f(x) (3) 
和 
zf (yg) (4) 
自然 是 同一 方程 ， 人 但 是 ， 按 习惯 ， 
7 的 图 象 是 由 方程 
yg- f (x) (5) 
表示 的 点 集 , 即 自 变 昌 是 第 一 个 坐标 , 因 变 量 旦 第 二 个 毕 标 。 这 个 
方程 是 由 方程 (4) 经 > 和 8 互 换 而 米 的 . 若 点 (a, 2 满足 方程 (4)， 
则 点 (5, ac)? 注 是 方程 (5)3 友之 亦 然 . 但 点 Ce, 3) 和 点 (ba) 基 于 直线 
zy-:z 对 称 ( 图 8)， 所 以 方程 (4) 各 (5) 表示 的 点 集 也 关于 直线 y= 二 2 
对 称 。 而 方程 (4) 和 (3) 表示 辐 一 点 集 ， 因 此 鲍 数 了 和 下! 的 图 象 
关于 直线 yz 对 称 ， 也 就 是 说 ， 将 函数 了 的 图 象 绕 直线 y=x 旋 
转 180" 即 得 反 函 数 六 ' 的 图 象 . 


图 8 

例如 , 我 们 可 以 先 画 出 指数 国 数 的 图 象 , 再 应 用 上 述 方 法 画 出 

对 数 函 数 的 图 象 ， 设 e>]. 因为 当 2 无 限 增 大 时 a* 也 无 限 增 大 ; 
当 Y<0 而 无 限 减 小 时 we 无限 接 近 于 0; 又 四 一 1， 所 以 我 们 可 以 
大 致 西 出 指数 力 数 的 图 象 8 二 <( 图 9)， 对 于 0<a<1 的 情形 , 同 
a 2 = 


样 也 可 以 画 出 它 的 图 象 ， 将 此 图 
象 颖 直线 y 一 z 旋转 180” 即 得 对 
数 辐 数 的 图 象 y 二 logoz( 图 10)， 


1。 辣 答 下 列 问题 : 

《1) 两 个 映射 相等 是 什么 意思 ? 

(2) 国 数 的 四 则 运算 是 如 和 何 定义 的 ? 

2， 求 +9,f9 和 fig, 并 指出 定义 域 ， 设 

(1) f(z)=v ws, g(2)=z+l1. 

(2) f(z) =2:, g(x)=2. 

{3) f(z) =zx+log (1+m), 9(2) x —1. 

| 0,，x>0, 
2, WAV, 


3. 设 函 孝子 的 定义 域 为 区 间 工 已 知 了 的 图 介 , 试 作出 码 数 9g 的 图 象 . 


位 十 1， 之 之 0 


(4) Io <0 
» bg 3’ 


gm) 一 | 


(1) g=—f. (2) gir) =—=f(—z), wel. 
(3) 9 二 十 c, ce 是 常数 . 
《4) g(z) 一 f(z 十 Zo)，zE1，zo 是 一 定点 ， 
(5) g=af, a 是 常数 . 
(6) g(7) 一 了 (azr), XEI，a 是 常数 . 
(7) 9 二 |f|， 革 中 fj: [f= fw)|，wéI, 
4. 证 明 : (1) 两 个 俩 冰 数 之 积 为 偶 册 数 . 
® 26 +» 


(2) 两 个 奇 函 数 之 积 为 偶 函 教 . 

(3) -- 个 偶 函 数 和 一 个 奇 函 数 之 积 为 奇 函 数 . 

5。 设 一 角 数 的 定义 区 间 关 于 原点 对 称 ， 证 明 它 可 以 表示 为 一 个 偶 函 数 
与 一 个 阁 函数 之 和 . 

6， 回 答 下 列 问 题 : 

(1) 映射 的 复合 是 如 何 定义 的 ? 

(2) 为 什么 说 复合 是 映射 的 一 种 代数 运算 。 

(3) 复合 有 无 交换 律 ? 

?7， 求 道 掠 ， 

(1) 设 了 为 81.2 例 1 的 函数 、 求 于 )， 六 (fa 全). 

(2) 设 Fle) 一 zz3z0， 求 了 1(0(0,2))，f1C( 一 1,01)， 

(3) 设 ftz) 一 2: 一 3842，。 求 于 1 (0(0， 十 eco))， ff! (( 一 co，0))， 
frtto}). 

(0) 设 fm = xY1 求人 (8，0D，f1(( 一 1，D), 


f (一 1. 
(5) 设 f(z)==10*. 求人 1(( 一 0%,03 1 十 co))， 了 10, 1))， 
8， 求 复合 限 数 了 og, 并 指出 定义 域 ， 设 和 yg 由 下 列 式 于 定义 : 
(1) 了 (ua) =u—2u, g(a) 一 2 十 1 
(2) f(u) = ug(T) 一 了 
(3) Tl) =a WH, g(r) = 一 和 2 。 
(4) Fle) -zr, gw) 一 人 一 1， 
(5) fz} 一、 2 J) — rt, 
(6) f(r =MVzrt rN i, 900) t+. 
{7) fir}=ar, 9() — lor wy， 
(8) f(x) =Iogx, g(r ~ a 
9. 末 fg 和 9:f， 设 


1, wz >0, 


(1) 1- 0，z 一 0， gz) 一 寺 ， 7X0, 


一 1l, pr 
(2) 了 (zx) 二 min (0,z) ( 即 取 0 和 4 中 的 最 小 者 )， 
+ 27 4: 


ee 1 


T， 7Y< 一 0， 
g(r) = 
xX? ， X00. 


10. 设 f(r) = 或 ff fff, fofoef 


11， 设 


1, lzl&1, 2—s*, |zl<2, 
pa- 全 y= 3 
0, {zl>1, 2， 1z|>2. 


作出 下 列 函 数 的 图 形 ， 
(1) pp. (2) oy (3) Pep. (4) wey. 
12， 问 毅 数 下 可 视 为 哪些 国 数 的 复合 ? 设 
(1) ee 


(2) F (zr)- =Vety /x et Vt et/ 


《3) Flr)=27", zs>>0U. 
CO |z| 委 了 
中 EJ 
13。 谈 ff 4 至 ， 回答 下 列 问题 : 
《1) g 为 了 的 逆 射 足 什么 意思 ? 
(2) 车 9 为 f 的 逆 射 ,期 9! 二 ? 
(3) 了 有 着 射 9 的 充分 必要 条 件 为 衙 ? 再 把 这 个 条 件 用 “ 解 方 程 " 的 语言 
表达 出 来 . 
(4) 何 种 单调 罗 数 有 反 陆 数 ? 其 芭 图 数 有 条 性 质 ? 
(5) es 3 其 及 阔 数 皇 训 有 何 关 系 ? 


(1 f(r) 
1i—z 


(4) Fi{z)= 


tb a | 


-a 


(4) 7) 一 7 


2 0, 
(5) f(z) J 

- x, 7<D, 
(6) fo) 一 za 。 


a 寺 


(7) f (n= 


2 
= 


(8) f(z) 一 


5 试 由 上 题 (5) 中 的 了 本 出 其 反 斑 数 的 轿 象 . 

16， 设 了 是 定义 在 吾 上 的 常 值 函数 , 下 土 的 什么 函数 Y 能 使 f.9=9-f 成 
1? 

17. 设 f 4->4， 证 明 f9 二 gof 对 一 切 9: 4 一 4 成 立 的 充分 必要 每 
性 为 f=I. 

18， 设 f: 4->B8， 证 明 . 

(1) 在 在 9: B 一 4 使 9 二 14 的 充分 必要 条 件 为 f 是 单 射 . 

(2) 存在 h: 如 ->4 使 天 5 一 Ia 的 充分 必要 条 件 为 于 是 到 吾 上 的 映射 ， 
有 了 (4) 一 吾 . 

(3) 若 (1) 和 (2) 中 的 9 和 大 都 存在 , 则 9 一 天 

19. 设 aER， 令 folz) = 二 qz,IER， 证 明 对 一 切 a,5ER 有 


于 太一 了 
了 fo 一 六 :了 一 了 
fs'=fo. 
因此 , f4, 了 . … 的 复合 运算 就 相当 于 数 4, 忆  … 的 乘法 运算 . 
20。 设 4 是 nw 个 元 素 所 成 的 有 限 集 ， 


(1) 当 罗 eg 证 明 4 有 非 恒 竺 排列 (§ 1.2 习题 30) ff 使 :f(z) 
二 Xx 对 -- 切 zc4 成 立 , 

(2》 当 叱 六 奇数 时 如何 ? 

(3) 4 -~… 定 有 非 重 等 排列 使 了 ff 了 了 :f(z) 二 z 对 一 切 x€44 成 立 ， 


§ 1.4 初等 函数 
所 谓 “ 初 等 销 数 "就 是 实用 中 常见 的 一 些 陪 数 ， 是 我 们 在 中 学 
里 已 经 熟悉 的 ， 也 是 今后 用 来 练习 微 积 分 演算 的 主要 函数 ， 初 等 
国 数 是 由 下 列 一 些 畏 数 产生 的 : 
1)》 常 值 六 数 ， 设 e 是 一 常数 , 如 果 
2ZD) 一 C (zEBR), 


® 29 *， 


则 了 是 一 “ 常 值 鸭 数 *， 这 样 的 函数 我 们 就 简 记 为 c， 
2) 雪 函 数 ， 设 
f(r)=x* {zx>0), 
其 中 4 是 任 一 实数 ， 则 了 是 一 窜 函 数 ， 它 的 图 人 象 如 图 11 和 图 12 
所 示 . 


图 11 图 12 
3) 指数 函数 ， 设 
f(T)= a (zrER), 

其 中 4 是 一 个 非 负 的 数 ， 则 是 一 指数 函数 ， 它 的 值 域 是 (0， 
十 cp)， 图 象 如 图 9 所 示 . 

4) 对 数 通 数 Iog 。 其 中 a>0，a 关 1， 它 是 3) 中 的 指数 函数 
的 反 国 数 , 定义 域 是 (0, 十 co ), 值 域 是 部 ， 它 的 图 象 如 图 10. 

5) 三 角 阔 数 : 

正 强 函数 sin, 定义 域 为 如 , 值 域 为 [一 1 1]; 

余 嘴 国 数 cos, 定义 域 为 R, 值 域 为 [一 1, 1]; 

正切 函数 tg, 定义 域 为 {zeER: z 天 tr 十 二 ,用 一 0, 十 1,…), 什 
域 为 BE; 

余 切 函数 ctg， 定 义 域 为 {xER: z 关 kxr, 5 二 0， 土 1, :wn}， 值 
域 为 ER. 

在 分 析 学 中 , 三 角 函 数 的 角度 单位 除 特别 声明 外 , 一 律 采 用 约 
度 制 ， 例 如 , sinz 实际 上 是 sin (2 弧度 )， 为 什么 要 采用 弧度 制 ， 


* 30 。 


这 个 道理 将 在 第 二 这 $1 2( 例 4 ) 中 看 到 . 三 角 函 数 的 图 象 已 在 
中 学 里 学 习 过 , 现 再 列 出 如 下 (图 13 一 16). 
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6) 反 三 角 函 数 : 

2” 2 
反 余 荡 隙 数 arc cos, 定义 域 为 [一 1, 1J, 值 域 为 50, x]; 
反正 切 函数 aretg, 定义 域 为 R， 值 域 为 ( 一 各, 如 
反 余 切 函数 arcctg, 定义 域 为 B, 值 域 为 (0, x). 


反正 弦 函 数 arc sin, 定义 域 为 [一 1, 1]， 值 域 为 | 一 子 好 


反正 张 函 数 are sin 是 正弦 函数 sin 的 反 国 数 , 但 后 者 的 定义 
域 限制 为 | 一 于 ,过 |, 这 时 值 城 仍 是 [一 1]， 所 以 are sin 的 定义 


域 是 [一 1, 1], 值 域 是 | 一 子 , 去 | 同 法 得 其 余 三 个 反 三 角 函数 ， 


们 的 图 象 可 由 三 角 函 数 的 图 人 象 
绕 直 线 y=? 旋转 180° 而 得 《图 
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它 


图 20 
去 种 函数 通称 巷 本 初等 函数 、 凡 是 由 若干 基本 初等 函数 
经 有 限 次 四 则 运算 和 有 限 次 复合 而 成 的 函数 都 叫做 初等 函数 . 
例 1 设 


x 十 Z 十 ] 
NO a 


则 了 是 一 初等 函数 ， 这 是 因为 它 是 由 竹 尔 数 和 常 值 匈 数 经 有 限 次 
四 则 运算 而 米 的 。 一 般 地 ,有理 冰 数 RE; 
R(T)=. Gor ”十 GiY” 十， :十 Gn. Ye Fan 


Doz™ Drm It bm tt Dm 
是 初等 国 数 , 其 中 系数 bn， bo, …. gw， pn 是 实数 ,n,m 是 自然 数 ， 
例 2 设 


fz) = sin 二 1 |z| 盖 1， 


则 了 是 初等 国 数 , 这 是 因为 它 是 由 下 列 式 子 定义 的 初等 图 数 : 
9g(w) = sinw, h(u)— Mu (zeZ20)， p(7) = (z 天 1) 
复合 而 成 的 . 
例 3 设 f(7) 一 z* (rz>0) ,证 明了 是 一 初等 国 数 。 
证 明 ” 任 取 a0,& 关 1, 则 
f(T)= 一 Crio5ar， +>0. 
所 以 了 是 由 指数 孙 数 和 初等 隔 数 9: 
g(r)= zlogor (zx>0) 
9? $3 « 


复合 而 成 的 , 故 仍 是 初等 函数 . 0 
但 是 ， 如 符号 函数 sgn; 


sgnz=: 0, z 一 0， (1) 
Ls <0 
就 不 是 初等 消 数 ， 它 是 由 常 值 芳 数 1,0, 一 工分 段 拼 成 的 ， 非 由 这 
些 函 数 经 有 限 次 初等 运算 而 成 的 . 
最 后 , 我 们 注意 到 , 正 纺 和 余 紫 函数 对 一 切 zxER 有 
sin{7x-| 2x)= sinx, cogf(z 十 2 下) 一 coszy, 
这 种 性 质 通 称 为 “周期 性 ”. 
一 般 地 , 如 果 一 元 落 数 了 具有 性 质 ; 有 常数 7 使 得 
. f(z)=f(z+ 7) (2) 
对 一 切 r+ER 成 立 , 则 称 了 为 一 周期 贺 数 ,7 是 它 的 一 个 周期 ， 
由 (2) 式 可 以 进一步 得 到 
f(z)= f(x+tD- f(zt2D)=.… = 了 (z+al) 
对 一 切 ?ER 成 立 . 也 就 是 说 , 若 1 是 淆 数 f 的 一 个 周期 , 则 jl (xn 
为 正 , 负 整数 ) 也 是 它 的 半期。 因此， 对 于 一 个 周期 毅 数 我 们 就 要 
问 , 它 有 没有 一 个 最 小 的 正 周期 ? 例如 , 函数 sin 和 cos 的 最 小 正 
周期 就 足 2r， 再 如 , Dirichlet 随 数 D: 


0， 为 有 理 数 ， 
D(z)=} 1 ， zx 为 无 理 数 (3) 

也 古 周 期 函数 , 一 切 有 理 数 都 是 它 的 周期 ， 它 当然 没有 最 小 的 正 
周期 ， 

对 于 一 个 周期 函数 , 如 果 是 它 的 一 个 最 小 正 周期 , 那么 我 们 
只 要 在 任意 一 个 长 度 为 了 的 区 癌 上 讨论 它 的 性 质 就 可 以 了 ， 例 
如 , 如 果 我 们 画 出 了 它 在 区 间 [L0， 上 的 图 象 ， 则 就 知道 了 它 在 整 
个 数 轴 五 上 的 图 象 (图 21). 
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1。 回答 下 询问 题 : 

(1) 哪些 限 数 是 基本 氏 等 泌 数 ? 并 指出 它们 的 定义 域 . 值 成 和 图 象 . 

(2) 在 分 析 学 中 ， 三 角质 数 通常 采用 针 么 角度 单位 ? sin 30 一 方 ， 
以 45 一 1, 对 否 ? 

(3) 指数 函数 的 底 有 人 条 限制 ? 对 数 函 数 的 底 有 何 限 制 ? 

《4) 何谓 初 千林 数 ? 

(5) 初等 函数 经 有 限 次 四 人 旭 运 算 和 复合 是 否 还 得 初等 尔 数 ? 

2. 由 下 列 式 子 定义 的 消 数 f 是否 为 初等 函数 ? 

(1) f(r) = ens? (37 二 2). 


(2) fir)= ER LT 


一 COSY2 


(3) fiz) = 并 一 -ve 本 
(4) 于 [四 一 (Freeosz)z 

(5) 了 (z) =|z|. 

(6) 了 (z) =- [z]. 


fsin T, LO0, 


人 ， EE 
{0 Fadi 
(8) flz)=sgn|z| 二 8g{7x). 其 中 g (z=) 
i r= 二 0, 
3. 作出 陪 数 了 的 图 形 ， 设 
(1) f(z) = |sinzl. (2) xz) =sin’x. 


4. 何谓 周期 畏 数 ? 局 贿 卫 数 是 否 都 有 其 小 正 周期 ? 

5 设 局 戎 图 数 子 有 最 小 正 周 期 +。 证 明子 的 一 切 周 期 了 一 士 9%5, 其 中 玫 
为 自然 数 . 

6， 求 图 数 了 的 最 小 正 周期 .这 


(1) f=sin, (2) fis)—acasir-t beinlzy. 
(3) flw) ==|sinz|. (4) f(z) = sin?z. 
(5) f(x)=|sinz!l |eoszl. 


7， 设 乒 忆 一 sing2z ,证 明子 非 周 基 因数 ， 

8， 总 因数 了 和 9 分 别 有 周 斯? 和、 T 了 ,1T; 是 有 理 数 ， 证 明 f9 
和 和 了 9 都 是 周 颗 恩 效 . 

9 说 Fr 一人) 一 下 Fo 对 一 著 z6E 才 成 立 , 其 中 活 和 天 是 两 个 正 数 ， 证 明 
f(z) 二 4 了 gp(z) 对 一 切 4 站 成 立 , 其 中 G 为 常数 , 史 是 周期 为 开 的 国 数 . 

10。 设 4<5， 让 切 ; 

(1) 若 了 的 图 和 象 居 寸 直线 x=6 对 称 , 击 关 十 直线 x 二 6 对称， 则 了 是 周 
斯 函数. 

(2) 些 了 的 艾 象 区 于 直线 z 一 a 对 称 , 也 关于 点 (5, go) 对 称 , 则 了 是 向 期 
填 数 . 

《3) 并 了 的 图 象 甘于 点 人 a go) 对 称 , 也 关于 点 人 态 ) 对称, 则 

ff) 一 PDT Cx, ZER, 

共 中 风 是 一 周期 因数 ,C 是 常数 ， 特 别 当 y== 纪 时 C=0. 


第 二 节 数列 极限 

8 2.1 数列 极限 的 禄 念 

微 积 分 学 大 体 上 可 以 说 是 由 两 类 问题 产生 的 ， 求 “ 瞩 时 速度 ” 
和 求 * 曲 边 三 角形 "的 “面积 *?，、 这 两 类 问题 产生 了 微 积分 的 两 种 运 
第: “ 租 分 ?和 运算 和 "积分 运算， 而 这 两 种 运算 又 都 是 用 极限" 运 
算 来 定 交 的 ， 所 以 极限 运算 是 微 积分 学 (以 至 黎 个 分 析 学 ) 的 基本 
适 算 .为 了 使 于 学 习 , 我 们 先 从 “数列 ”极限 下 始 . 

先 看 一 个 具体 例子 : 计算 由 抛物 线 y=x*?，Ox 和 和 直线 z=1 
转 成 的 册 边 三 角形 048( 儿 22) 的 “面积 ”、 在 中 学 里 , 我 们 可 以 由 
. 36 » 


托 形 的 面积 算出 如 三 角形 ， 平 行 
四 边 形 , 梯形 等 直线 形 的 面积 . 但 
人 我 们 不 

能 用 初等 数学 中 的 方法 ， 把 它 划 
分 为 有 限 个 直线 形 来 讨 算 ， 但 我 
们 却 可 运用 “极限 ?方法 把 它 转化 
为 计算 让 线形 的 面积 ， 远 在 纪元 
前 三 世纪 ， 希 腊 人 Archimedes 图 22 
就 已 用 这 样 的 方法 算出 了 它 的 “面积 ”. 

下 面 我 们 的 算 基 与 十 希腊 人 相 但 , 将 08 边 (区 间 [0 1]) 等 分 

成 % 个 小 区 间 : 
Dy We i za 一 1 
,1102) ,1 


它们 的 长 度 都 是 二 . 以 这 些小 区 
间 为 庶 迎 ,分别 以 


a) 


为 高 ， 如 网 23 作成 个 矩形 ， 这 
多 个 矩形 的 面积 之 和 是 23 


NN 
A=0- 寺 +( 去 ) hs +( 二 ) nn 


[1 二 上 (2 一 了 9 


元 Cn Den nD) 1 
ns 二 十 (5 (1) 


由 图 24 可 以 看 到 ，4; 与 ee OAB ee 
过 边 长 为 志和 1 的 焦 形 面积， 即 不 超过 证 . 于 是 ， 分 之 越 细 , 即 


.37 。 


越 大 , 4 与 04B 的 面积 相差 也 就 
越 小 , 4, 越 接近 于 O48B 的 面积 ,而 
由 (1) 式 可 见 , % 栈 大 ,4, 越 接近 


于 可. 因此 所 求 048 的 “面积 ” 


应 是 二 上 
和 
古代 希腊 人 把 这 样 的 方法 是 图 24 
做 “ 穷 间 法 ?， 这 可 以 说 是 徽 积分 思想 的 最 早 萌芽 了 . 
上 上 例 中 的 4 (4 二 1,2,…) 也 就 是 一 个 "数列 "， 所 谓 一 个 数 
列 , 就 是 一 串 按 序 排列 的 数 
G1, G2 Gay '*'» (2) 
其 中 a 叫做 数列 的 第 一 项 .sa 叫做 第 二 项 ,…， 令 
f (1) an: 用 一 了 2, 
刘 耻 是 一 个 定义 在 自然 数 集 六 上 的 函数 ,由 此 可 见 ,一 个 数列 就 相 
当 于 一 个 定义 在 自然 数 集 入 上 的 消 数 ,我 们 也 把 数列 (2) 记 为 aa. 
(n= 1, 2 ps ) 或 (an) Re ? 或 篇 记 为 Can)。 
例如 ; 


a 一 二 《4 一 1,2,…) 是 一 个 数列 , 它 的 其 次 各 项 是 


1 1 
1 -一 一 一 ed 
? 2 9 3 » 
— 1)* 
oo 一 条 (zEN) 也 是 一 个 数列 , 它 的 顺 次 各 项 是 
2 3 .. 
2 47 


gn 一 《一 1)*” (EN) 也 站 一 个 数列 , 它 的 各 项 是 
—1,1,—1,.…, 


4 3 +， 


我 们 看 到 ， 当 % 无 限 增 大 时 (1) 中 的 4。 无 限 接近 于 亏 ， 我们 
说 ,十 是 数列 (4,) 的 “极限 "， 一 般 ， 数 列 极限 的 概念 可 以 措 述 


如 下 : 

设 有 数列 (as)%-，,， 如 果 当 ww 无 限 增 大 时 , a; 无 限 接近 某 个 定 
数 a, 我 们 就 把 数 e 叫做 数列 (Ca) 的 “极限 *， 所 以 ， 数 列 的 极限 表 
贿 了 数列 的 变化 趋向 , 变化 的 归宿 . 


例如 ， 数 列 ( 二) 的 极限 可 以 看 出 是 0; 数 列 (人 二 一) 的 
极限 也 是 0; 而 数列 


% 1 
二 1 一 = 2 wwe 
n% 十 1 名 十 了 和 


的 极限 可 以 看 出 是 1. 

但 是 ,上面 所 讲 数 列 极限 的 概念 , 只 是 描述 性 质 的 ， 它 经 不 起 
推 项 , 不 能 满足 数学 严格 论证 的 需要 ， 因 为 ， 什 么 叫 “ 无 限 增 大 ”? 
什么 叫 “ 无 限 接近 ”? 这 些 话 是 非常 含糊 的 .一 旦 机 用 它们 来 进行 
深刻 的 推理 , 这 些 话 就 成 了 问题 ， 如 果 我 们 停留 在 这 样 的 概念 上 ， 
那 是 不 能 建立 理论 的 ， 所 以 我 们 必须 将 上 面 描述 性 的 极限 概念 进 
一 步 确切 化 ， 用 明白 无 锋 的 数学 语言 ， 给 数列 极限 下 一 个 正式 的 
定义 . 

所 请 数列 es(C2= 1 2, …) 当 名 无 限 增 大 时 无 限 接近 一 孝 a, 区 
进一步 明确 其 意 , 那 就 是 , 以 a 为 中 心 , 以 任意 长 为 半径 , 画 出 一 
个 小 区 间 (a 一 e, a e)( 图 25)， 当 n 大 到 一 定 程度 以 后 ， 也 就 是 
说 ， 当 nn 大 于 某 一 自然 数 以 后 ，as 皆 游 人 小 区 间 肉 ， 车 小 区 间 青 
小 , 只 要 大 到 更 大 的 程度 以 后 , a 又 都 落 入 小 区 间 内 ， 不 管 小 区 
间 多 么 小 , 都 是 如 此 ， 因 此 我 们 给 出 数列 极限 的 确切 定义 如 下， 

定义 1 设 有 数列 (as)Y-，。 如 果 有 一 个 数 a， 对 于 每 一 个 不 


* 39 。， 


管 怎样 小 的 正 数 s 都 相应 地 存在 一 个 自然 数 x.( 它 随 。 而 变动 )， 
只 要 n>n, 人 恒 有 (图 25) 
全 一 P<Gr<CG 十 2 
[人 jp 为) 


ER 
图 25 
也 就 是 说 ,只 要 zn 二 nt, 便 有 
|an—al <e, 
则 说 数 e 为 数列 (ea)3-: 的 极限 ， 记 为 
J 
或 简 记 为 
lim gn= a. 
也 可 以 记 为 
dn—>a (%—> 十 Co), 
或 简 记 为 
六 在， 


最 后 两 种 记 法 可 以 分 别 读 成 为 “ 当 有 趋向 十 co 睹 ax 趋向 于 a” 和 
“an 趋向 于 a”， 

简 言 之 ，!im qa, 一 & 的 意思 是 : 任 给 se 盖 0 存在 2 EEN， 当 2 
本 ji 他 

{a —al <e. 

理解 这 个 定义 ， 重 要 在 “ 仔 给 "和 “存在 "二 词 ， 正 数 。 是 任意 
的 , 相应 于 一定 要 存在 自然 数 x,。 也 就 是 说 ,对 于 每 一 个 正 数 。 
都 要 存 存 一 个 自然 数 4,， 随 着 不 同 的。 可 以 有 不 同 的 4,， 但 一 定 
要 存在 ， 先 着 一 些 例子 ， 

例 1 证 明 lim 训 0 


# DO » 


证 明 ” 任 给 e>>0. 随 意 取 一 个 比 二 大 的 自然 数 #,， 则 当 za> 


,时 


上 滞 - 0 |= 寺 < 二 <e 
7 nn, 


按 定 义 ， oe 0. 0 


如 9 
5 
例 2 证 明 lim 关 Dn = 
证 明 任 给 e 汪 0， 因为 
5n’ | 5 5 5 
iv 一 到 | T2042n) “dn mn 


所 以 只 要 取 一 自然 数 ,> 字 , 则 当 n>>n. 时 


Sn3 
了 十 2n 


5 

LA 

3 Rl 3 

例 3 证 明 EE Es 
证 明 因为 

3 RFl 3| 5 5 


PN 


他 0 
2 1 一 1 21 .4 1 一 2 ee nN 
所 以 , 任 给 e 宝 0， 只 蜂 取 一 自然 数 人 2 网 当 之 %. 时 


例 4 证 明 lim 二 一 0 (a>0). 


证 明 任 给 se 字 0， 要 使 


只 要 m> 工 ， 即 只 要 >( 二 ) 因此 ， 只 要 取 一 自然 数 扩 > 


a A 


(3 则 当 ?二 时 


例 5 证 明 lim9”=0 (lg|<=1). 
证 明 因为 |9| 二 1， 所 以 二 1 令 


19| 
PE 
19| 
则 & 省 0， 于 是 
(11 0)"= 1 nei -De 二 人 二 和 0 
所 坟 
沪 ye ne I -1 
|g 0j: 19| [于 两 ?一 所 


因此 , 任 给 *>>0， 只 要 取 一 自然 数 ">> 去 , 则 当 7>n, 时 


jg"—0|<—L-<e, 0 
QR, 


1 


例 6 证 明 lima"*=1 (Ca 二 1)- 


1 
证 明 因为 a>1, 所 以 a*>>1. 令 
1 
= 


则 gs 守 0。 二 是 
t= (1 Gna)" non 
所 以 


a 
Qn < 一 . 
加 


因此 , 任 给 s>0， 只 要 取 自 然 数 岂 二 二, 则 当 #>z 时 


。 42* 


1 a 
lar ll ~ < <e. 0 


对 于 数 轴 上 任意 一 点 a, 以 & 为 中 心 , 以 任意 长 为 半径 的 天 
区 间 (a 一 e, a 十 e) 都 叫做 点 a 的 一 个 “ 邻 域 "或 “附近 ”. 

定理 1 数列 Ca.) 以 数 a 为 极限 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 a 的 
任意 一 个 邻 域 A, (a,) 中 最 多 只 有 有 限 多 项 位 于 A 的 外 边 . 

证 明 (必要 性 ) ”出 定义 1, 显然 

(充分 性 ) 任 给 >0， 则 得 a 的 一 个 邻 域 A=(a 一 e, a-+e). 
根据 假设 ，(e* ) 中 最 多 只 有 有 限 多 项 位 于 A 的 外 边 ， 设 此 有 限 项 
依次 为 a,，…，an,， 取 入 二 zs， 则 显然 当 42>n. 时 an 车 落 入 A 
之 中 , 即 

[lan —al<e. 
所 以 Cos) 以 6 为 极限 ， 上 [ 

以 上 我 们 建立 了 数列 极限 的 概念 ， 并 通过 若干 例子 证 明了 一 
些 具 体 的 数列 的 极限 是 菜 数 ， 但 是 , 并非 任 一 数列 都 有 极限 , 下面 
是 一 个 典型 例子 . 

例 7 证 明 数 列 (( 一 1)")?-, 无 极限 . 

证 明 我 们 先 证 任何 数 4 疼 二 1 都 不 是 所 给 数列 的 极限 、 事 
实 上 , 既然 4 关 土 1， 可 作 a 的 邻 域 A 使 得 它 不 含 二 1， 于 是 《一 1)" 
《znEN) 全 部 在 入 的 外 边 , 妈 AA 的 外 边 有 数列 的 无 限 多 项 , 由 定理 1， 
a 不 是 它 的 极限 。 再 证 1 也 不 是 它 的 极限 ， 这 是 因为 可 作 1 的 邻 
域 Al 使 得 它 不 含 一 1 于 是 A; 不 含 数 列 的 无 限 多 项 (一 1)** (一 
1, 2 …)， 所 以 1 也 不 是 它 的 极限 ， 同 理 一 1 也 不 是 它 的 极限 .由 
些 可见 它 不 以 任何 数 为 极限 . D 

定义 2 若 数 列 {an ) 以 一 数 a 为 其 极限 ， 则 说 (a;) 是 收敛 的 ， 
或 as ) 收 化 于 @; 反 之 则 说 (a,) 是 发 散 的 . 

以 上 例 1 至 例 6 都 是 收缴 数列 的 例子 ， 例 7 则 是 发 散 数列 的 

* 4i: 


便 子 . 


习 题 


i， 回答 下 列 向 题 : 

(1) 穷竭 法 与 中 学 计算 让 线形 面 积 移 方法 有 何 异 隔 ? 
(2) 何谓 数列 ? 数列 相当 于 什么 样 的 函数 ? 

(3) 数列 极限 的 直 现 描述 为 何 ? 它 的 焉 格 定义 为 何 ? 
(4) 如 何 用 邻 域 的 语言 表达 极限 的 概念 ? 

{5) 数列 是 否 都 有 极限 ? 

(6) 何谓 数列 的 收 敏和 发 散 ? 


2， 由 定义 证 明 : 
. 1 Sinn 
‘ = 一 人。 
(limo (2) limsam 一 0 
2 
{3) Lim 0.9 .9 一 1， 《4) lime — 主 * 
ee 
、 3zz 十 R 3 (1)" 
) 1 EN tim*+ (—1) "0. 
i i 
mY "arctgn_ ， Si 
(7) ] Tr 一 小。 (8) lim 92r =0, 
(9) 0 (10) limaretgn 一 学. 
GD limY =0. (12) lim® =0. 
和 n! 


(13) lm 0. 提示 : 利用 题 (12). 


3， 讨 论 王 列 数列 的 效 散 性 : 
(1) an 一 4， 开 一 1 2 (2) an— eosnx, nEN, 
{3) ag,=a",， neN, qa>1. 
R=1,2,.", 1000, 
{4) dr 一 1 
1000，8=1001 1002, » 
(5) ms 一 (一 D" + neN. 


。 和 了 ， 


4 ， 设 limew, 一 4%， 证明 : 
1》 im an+m—o. 并 与 (as) 比较 ， (Gurm) Ne 是 一 个 怎样 的 数列 ? 


(2) 著 B= 二 a (n>2%), 出 limb =4. 

5， 震 limes 一 a 则 lim|6,| 一 8， 反之 对 否 ? 

6， 落 anEb0, 11,%EN, 且 liman=:6, 别 secL0,1]。 能 否 把 闭 区 间 10, 1] 挨 
成 开 区 间 (0, 1)? 

7， 设 ]ima, 二 4,4 汪 5。 证 明 当 充分 大 时 au 四 

8， 设 |5, [过 2,nEN，1ima, 一 0， 证 明 limasb,=0. 

9， 设 (a,) 是 收 襄 的 整数 数列 , 问 (ea) 有 何 畦 点? 

10， 设 f(s) = lim lim (eosnl mz), ?ER， 问 f 是 一 个 怎样 的 函数 ? 
(分 曾 考 不 x 为 月 理 数 和 无 理 数 的 情形 ,) 

11.， 证 骨 : limes=:a 的 充分 必要 条 件 为 lim as = lim qs-1 =a. 

12. 设 数列 (a,) 收 化 , 证 明 (a) 或 者 有 We 项 , 或 者 有 最 小 的 一 项 . 
是 否 必 定 二 者 都 有 ? 

13， 回答 下 列 问 题 : 

(1) lima, =0<—>1lim lg,| =0, 对 否 ? 

(2) limagn =G<>1lim|a,—al=0, 对 否 ? 

(3) 对 于 每 一 个 自然 数 办 存在 自然 数 me， 当 n>ns 时 |an 一 a| < 二 ， 是 


否 有 1limea, 一 Gy 

(4) 对 十 无 穷 多 个 < 存在 自然 数 %6， 当 f>s, 时 |4, 一 | 二， 是 否 有 
lima, =a?r 

(5) 对 于 每 一 个 e 六 0， (gw) 中 都 有 无 穷 多 项 在 (a 一 e,， a 十 8) 之 中 ， 是 竺 
有 lima, 二 a? 


(6) 对 于 每 一 个 自然 数 妃 (qa) 中 只 有 有 限 多 项 在 (一 字 ， s+ 二 ) 之 外 ， 


是 否 有 liman — £9 

1， 试 表达 “(6%) 不 以 @ 为 极限 ” 

15， 试 用 穷竭 法 计算 由 曲线 y= 二 7#'，, 直线 z=1 和 w 轩 转 成 的 曲 边 三 角形 
面积 , 


# AT 。 


52.2 数列 极限 的 基本 性 质 

明确 了 极限 拔 仿 以后， 我 们 需要 进一步 养 清 楚 极限 的 基本 性 
质 、 下 面 所 讲 的 性 质 , 虽然 在 直观 上 都 是 比较 清楚 的 . 但 若 要 断言 
这 些 性 质 确实 成 立 , 符合 极限 定义 , 还 需要 从 极限 的 定义 出 发 进行 
严格 论证 . 

定理 1 车 一 数列 有 极限 ， 则 只 有 一 个 极限 ， 即 极限 是 唯一 
的 ， 

证 明 《 反 证 ) 设 数列 (as) 有 两 个 极限 ec 和 46,a 关 b, 取 = 盖 0 足 
够 小 , 例如 取 e= je 一 由 /72， 使 得 和 5 的 两 个 邻 域 Al= (a 一 e, a 
十 e) 和 As: 一 (2 一 8 8 二 2) 不 相交 , 即 无 公共 点 (图 26). 因 a 是 (en) 
的 极限 , 由 § 2.1 定理 I，Ai 的 外 边 最 多 只 有 (en) 的 有 限 多 项 ， 特 
别 , A; 的 内 边 最 多 只 有 (ao 的 有 限 多 项 , 这 与 假设 5 是 (a,) 的 极限 
牙 盾 . 日 


A A, 
刘 26 
定义 1 若 有 一 数 2, 使 得 |as| 去 对 一 切 4==1,2,… 成 立 ， 
则 说 数列 (ou) 有 界 . 若 有 一 数 4, 使 得 oo<4 (n=1,2,…), 则 说 4 
是 (ao) 的 一 个 上 界 ， 同 样 可 定义 (au) 的 下 界 . 
显然, 数列 有 界 的 充分 必要 条 件 是 媳 有 上 界 又 有 下 界 ， 
例如 ,数列 (( 一 1)") 和 (二 ) 都 是 有 界 的 ， 数 列 (z) 有 下 界 而 天 
上 办 
定理 2 收 笋 数列 有 界 ， 
证 明 ” 设 数列 (o,) 收 敛 , 极限 为 5. 取 e 一 1 则 有 自然 数 ma 当 
下 过 和 时 
1o| 一 Iai<le 一 al1<1， 
6 * 


因此 当 ?> 时 
las| <lal+1. 
取 肌 为 |ai|,…, |an,|, 1al 十 1 中 之 最 大 者 : 
M=max(|ad, ,Jos,|, |a| +1). 
则 易 知 las| 志 对 对 一 切 nEN 成 立 , 即 (as) 有 界 .。 了 
定理 3 (极限 的 四 则 运算 ) 设 数列 (es) 和 (加 ) 都 收 化 , 则 数 
列 (@s 士 564), (anbs) 也 都 收 合 ;如 果 又 有 limbn 天 0， 则 数列 (anyps) 
也 收敛 . 且 
1” lim(Cax+ bas) = lima,t limbn; 
2° lima,bs = lima,* limb,, 
特别 
limea;, = climan, 


其 中 。 为 常数 ( 即 与 # 无关 的 数 ); 


3。 lm 一 | Clima 天 0)， 


证 明 ” 设 lima,=9, limz 一 六 

1” 我 们 有 

|(an 士 po) (atb)| 

=|(a,—a)+t(b—6)|S<|lan malt+12,—6|, 
任 给 e 福 0, 由 所 设 有 自然 数 &。 当 ?#>>?ze 时 
1a —a| <e/2; 
又 有 自然 数 双 " , 当 ?>>2。 时 
[一 二 | <e72。 


于 是 , 尖 ? 二 4 =:max{x, 2) 二 
本 Ee 
| Can 上 box) 一 《4 一 站 < 十 方 一 8。 


所 以 
lim(a, 6, )- 忌 士 迟 。 
i 


即 证 明了 1 . 

2” 因为 

| 

= [gab —ab,-- aba—ab|l lb ia 一 G 十 |c 5， 
而 由 定理 2, (5,) 有 界 , 设 158.| 志 避 (aE&N), 再 取 A4=max(NM, 19|h) 
则 
lasbn—ab lACTan—al + 158.—5|). 

由 假设 , 任 给 e>0, 有 自然 数 7.， 当 2 二 n, 时 


€ 


la 一 4| < 


又 有 自然 数 4 , 当 zn 时 


和 


6. —b| < 本 本 


于 是 当 n>n, 一 max(n’, n' )B+ 


| op — ab | <A(T+)=e 
所 以 
limap, = ab. 
即 证 明了 2 ， 
3” 由 2", 只 须 证 明 当 550 时 有 
1.1 
D。 五 


由 假设 , 有 自然 数 六 ， 当 ?>? 时 
[2| 


15| -16 | 10-b, | < 了， 


lim 


因此 当天 时 | 有 | 任 给 se 之 0 又 应 有 自然 数 惰 , 妾 am 


时 
* 43 二 


pb” : 和 
|b,—2| ~<ae: 


于 是 当 ?2 一 max(2 ,2 时 


Bb, 了 | bab| <e. 站 
例 1] 
解 ”由 定理 3， 
Sn 5 5 
nl 5 一 一 = 于. 浊 
1+2 1 +2 2 
名 
ds 
4 1 1 
十 一 
， 4 一 2 十 1 nn ne 0 
解 lim3ws 于 283 一 1 一 a 
有 


一 般 地 , 当 ,7 为 非 负 图 数 时 有 


don TG GRR Op 
a nt 1 十 五 ;入 一 六 


lim 一 


Qo 二 
-| 若 大 一 本 
0， 若 < 
证 明 留 作 习 题 ， 
2 
例 3 求 报 限 lim ( 支 十 让 十 … 十 草 ) 
解 lim( 芝 二 等 二 … 二 入) 一 lim 一 3 于 0 
例 4 证 明 当 lg| 二 1 时 有 
lim (1 -gq 十 9g*) = 二 


。 4 。 


证 明 由 82.1 例 5,， 


__ rza+l 
ln(I+9 十 十 9 一 lim- 2 一 这 


定理 4 设 lima, = 一 6G:limp 一 D， 全 
Cn<Dn， 二 1,2, Sg 


则 ob. 
证 明 《 反 证 ) 设 o>5. 由 极限 的 定义 ,有 自然 数 ww, 当 n>>2 
时 (图 27》 b : 二 
2 
图 27 
br < on. 


这 与 定理 的 假设 矛盾 ,0 
注 车 在 定理 4 的 假设 中 为 严格 不 等 式 
an bn 二 1， 2， 星人 


0< 一 工 n=1， 2 vee, 
LA 


但 
0 0 
73% 
定理 5 设 lima,= 二 limc, 二 a, 且 
Gn brn, n=1,2,.., 
则 Himba =@. 


证 明 任 给 e 盖 0, 册 假设 , 有 自然 数 1., 当 2>2 时 
站 一 上 E<Cn<G 十 2 
2 一 < <ate. 
因此 , 根据 假设 , 当 >n, 时 
。 50 。 


2 一 e<en<p<<c<< ae， 
所 以 
limb,—=a. 站 
例 5 求 极限 lim(~/2 十 3 一 /一 T)。 
解 ” 因 为 对 一 切 aEN 有 


4 


/一 一 RAR 4 4 
< 上 马 一 -一 和 = 一 一 一 -一 一 一 一 一 SEE 
人 re 
而 
] = ze -和 
nO 0 
所 以 由 定理 5 即 得 


lim(Vn+3—vVR—1)=0. 
例 6 证 明 limsw n=1. 
证 明 令 
0 = Rl, 


则 xc 之 0,z = 1 2,…。 于 是 


ma (十 qz 一 1 十 mop 十 到 区 二 1)a8 十 


十 3 关于 as. 


所 以 , 当 % 汪 2 叶 有 


因此 


iiman = 0, 


limw/ n=1. 0 


求 极限 lim/ 2+ 
例 7 求 极限 limy 2 十 元 ， 
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ER NE A eve 


解 ”因为 
ee 
时 了 <V LSEYE, =1,2,°, 
名 


由 定理 5 和 $2.1 例 6 便 知 所 求 极限 为 1 


定理 5 是 求 极限 的 基本 方法 , 应 注意 逐步 掌握 . 


本 题 
1， 回 答 于 列 问题 : 
(1)》 数列 极限 的 叭 一 性 是 什么 意思 ? 
(2) 数列 有 界 和 有 上 ,于 办 的 关系 如 何 ? 
(3) 无 界 数列 龙 否 收 误 ?有 界 数 列 是 否 一 定 收 丝 ? 
(4》 数列 极 跟 四 则 运算 成 立 的 条 件 是 什么 ? 
{5) 设 lime 一 6，1mb, 一 已. 
]” 基 64 过 bn (WEN), 则 4a<p， 这 是 否 正 确 ? 
2” 者 csauCEN),， 则 ss 这 是 否 正确 ， 
3” 基 ah, 出 (qw7 和 (05,) 有 何 关 系 ? 
(6) 用 人 不等式 求 极限 的 方法 是 怎 冬 的 7 
(7) 设 二 和 刀 和 Cn 对 一 切 3EN 成 记 ， 又 lim(0s 一 05) 二 0， (8 是否 收 


(8) 设 asy 委 cuCaEN), LU limtc 一 sa 一 0, 则 结论 如 何 ? 

2 问答 下 列 问题 : 

(1) 车 (gw) 和 (B86) 者 发散, 则 (ee 十) 和 (qs,) 的 敛 散 性 如 何 ? 
(2) 若 (gr) 收 敦 ， (65) 发 散 , 则 (6s 651 的 钱 散 性 如 创 ? 

(3) 若 limas 一 9 沽 0. (8,) 发 散 , 则 (aa5,) 的 全 获 性 如 何 ? 

(4) 游 1limas 二 0, (5,) 发 散 、 则 tei5,) 的 绕 散 性 如 何 ? 

3， 证明: 

(1) 区 timesB6 二 0 日 .Cr) 收 伊 , 则 1imas 一 0 或 limb, 一 0， 
问 : 若 limanb, 一 4, 能 否 断 定 上 述 结论 成 立 ? 

《2) 藻 lm 二 Hany 收 营 , 则 人 收藏， 时 Limb, 一 1imaen。 


问 ， 车 ime 一 上 ， 能 哲 断 定 上 上述 结论 成 立 ? 


本 2 人 


(3) 营 1ine, 一 4 天 0. 出 Tim 全 车 一 1， 


问 : 若 lima, 一 0, 能 否 断 定 上 还 


4， 求 下 列 极限 : 


结论 成 立 ? 


a ;72 十 nn 十 2 
(1) Lim {2) lm tT 
{3) lim 委 汪汪 一 5 十 9 (4) limgs 十 1 
n+l 993 一 入 
(5) i (6) Him sinn—5n~l, 
驶 十 1 一 3 
nnrctgn—1 《一 2)n 十 3 
en Am an 《一 2)a 十 Sn+l” 
1 十 8 十 吧 上 上 … 十 加 
(9) limo ot 
1° lal<1, {61<1: 2° 181>1, 18|>1ol, 
1 十 2 十 :一 也 


(10) limf 


一 全) 
天 十 2 2 


并 | 
lim 一 一 
名 


(13) lim*/2sin?nt casin, 


(11) (12) limx/n? —n+2, 


(14) limVarctgn. 


n 
ee 1 I 

> mT (16) lmwo 十 0” (be0). 
(17) lim 2/aTi a di 这 0 一 1] ~…, 吉 . 

长 路 -名 
(18) lirmmfwa+T 一 /入 (19) im (wa +n-—n). 
(20} mn (A/n LT -S/n ). 
(21) lim(8/n: 十 1 一 4 十 1)。 
(22) timsZ R (VR — a Rn). 
(23} jim (nt 1*— nl, OF1. 

1 1 I 
G0 il 让 


全 


$3 。 


(27) lim(1-Hxz) (1 十 22) (tx), |z|<l. 


(28) lim( 工 + 是 十 … 十 到 让 


1 7 i 一 tt-1 此 
(29) lim | +(—1) 


.13 2n—l 
30) lim li.3..... 
人 2 


(2n—l) (2n+1) 要 
和 


5 证明 (1) 式 . - 
5。 设 1ima, 二 5, 证明 tim Lee) = 


7 设 a>1， >0, 证 明 lim 竺 一 0. 

提示 : 先 考 虚 h 一 1, 再 考 旧 为 正 整 数 的 情形 . 

8， 设 p () 是 能 整除 自然 数 % 的 素数 个 数 ， 证 明 im 卫 《9 一 0. 
提示 : ?的 每 一 个 素数 因子 均 之 2. 


9。 设 1imao, 二 a, 证明 


lme te a 


10， 提 lima, =a，as >>0 {1 二 1,2,…)， 证 明 


limX/ar an 一刀。 


并 由 此 证 明 : 


tn+1 
Qn 


(1) 车 lim 一 (qs>0,n=1,2,…), Mlima/as =0. 


(2) lima" =:1, a>>0. 

(3) limz/n =1. 

(4) lm = 0- 

11。 证 明 : 

《1) 兰 limsylav ij=r<1， 则 ma 一 0. 


(2) 若 lim | 2 一 r<1， 则 liman 二 0。 
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了 二 


12， 设 1ima -oiliml 一 了 ,证明 


CoBa 十 人 ii 玉 -1 十 十 G -18 十 Cnzn ~—ab. 
3 


lim 


13， 设 lima, 一 a, 证 明 


a bn 
lim. 2 2 
nm 。 
14， 设 iimas 一 4， 叉 当 mh REN 时 tns 庆 0 这) tno=1， lim tn 一 0- 
名 雪村 
n=1 


证 明 
1jm (tniai 十 tazGz 十 … 十 naGn) 一 他 


§2.3 极限 co: 子 列 
在 分 析 学 中 ,除了 通常 的 实数 以 外 , 我 们 不 能 不 考虑 “co”， 所 
谓 eo( 读 做 无穷 ") 有 一 ce 和 一 ceo, 而 o 足 十 ce 和 一 上 的 通称 ， 我 
们 在 $1.2 中 已 经 指出 , 所 谓 上 二 ce， 意思 是 它 比 一 切 数 上 部 “大 ;所 
请 一 co, 意思 是 它 比 一 切 数 都 “小 "， 也 就 是 说 , 对 于 一 切 数 a 有 
一 <g 民 十 ce， 
我 们 重申 : 在 微 积 分 学 里 ,“ 数 ”就 是 指 通常 的 实数 , 不 把 oo 看 作 数 . 
ce 在 数 轴 上 也 没有 位 置 . 除 个 别 情况 (第 四 章 ) 外 ， 不 对 co 进行 代 
数 运算 ， 但 为 了 避免 混 请, 我 们 有 时 也 把 通常 的 数 叫 做 “有 限 数 ， 
以 别 于 cc， co 在 微 积分 学 里 的 出 现 往往 都 是 和 极限 相 详 系 的 . 
定义 1 设 有 数列 (a,)， 如 果 对 于 每 一 个 任意 给 定 的 ( 正 ) 数 
4, 都 相应 也 存在 一 个 自然 数 4, 当 ?之 na 时 


n> 44， 
则 说 数列 (a*) 的 极限 为 十 cp2， 记 为 
lim a;,= | oo 
或 
G 一 > 十 oo 《2 一 > 十 cc)。 


, 55 s 


同样 , 如 果 任 给 ( 负 ) 数 4, 有 自然 数 , 当 w>>n 时 
Grn, 
则 说 Cea; ) 的 极限 为 一 CO， 如 果 任 给 ( 正 ) 数 4, 有 有 自然数, 当 % 汪 
24 时 
la |>4, 
则 说 (az ) 的 极限 为 co， 
我 们 看 到 , lima = so 助 lim | a | = 十 cc. 
例 1 证 明 当 ao 工时 1imas= 十 co， 
证 明 记 a= 工 Tc,w>>0. 则 
a"=(1+o) "> Ina. 
显然 , 任 给 ( 正 ) 数 4, 只 须 取 一 白 然 数 


二 
RA y 
作 

则 当 wn 之 ra 时 e" 盖 4， 改 得 证 . 昌 

显然 ， lim = 二 oc, lim 一 多 一 —00. 

下 一 定理 中 给 出 的 一 些 事实 都 是 显然 的 ， 列 举 出 来 只 是 引起 
大 家 注意 , 但 不 要 死记 ， 

定理 1 


IT” 车 mrZ2 加 (一 1 2 而 Imt 王 十 co 则 limaa 二 
-1 co. 

2” 昔 limae'= 十 ce,limp 一 -co 则 1mfa 十 3) 一 十 co。 

3” 车 lima=a, limp,= 士 co, 则 1imf(Ca-| Bo) 一 士 co。 

4” 若 limas=0>0,1imbs 二 十 cc, 则 limensp-= 十 cc， 

5” 若 Ilimas= 二 co, 则 lim( 一 oo) 一 一 coj 反之 亦 然 . 


6” 若 Him6; 一 00, 则 lm 0; 反之 亦 然 . 
n 


证 明 ”我们 只 证 明 4° 中 的 其 中 一 个 , 余下 的 都 作为 练习 ， 设 
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Unmna 一 ca>0, limgb 一 二 ce， 在 给 正 数 4. 取 一 数 7 满足 0<r<<a。 
则 由 假设 有 自然 数 zs, 当 # 盖 2 由 


TS jo> 生 ， 
因此 
anbn>A. 
所 以 
limap, 一 十 co， 昌 
例 2 证 明 lim22 一 2 十 1_ 十 oo， 
2 和 -一 了 
证 明 由 定理 1 的 4"， 
1 1 
2 十 二 十 二 
2 1 时 
ie rE 
28 一 2 2 了 2 
n 
A arnta ] 
lim bon Fbin = 了 “Fon!t RD ce ( ) 
{参见 $ 2.2(1))， 


注 有 了 极限 oo 以 后 ， 我 们 应 特别 注意 区 分 “收敛 ”和 “有 极 
限 ”， 数列 (an ) 收 化 是 说 有 一 数 为 其 极限 , 也 就 是 说 它 有 有 限 的 极 
限 . 而 数列 (ov ) 有 极限 则 可 以 是 以 < 为 极限 . 落 (ar ) 以 co 为 极限 ， 
则 (Ca,) 显 然 无 界 ， 因此 出 $2.2 定理 2 知 , (a ) 发 散 ， 记 以 有 极限 
不 就 是 收 人 证, 有 有 限 的 极限 才 是 收敛 . 

从 一 个 数列 (av ) 中 我 们 可 以 顺 次 选 出 一 部 分 项 来 ， 得 一 新 的 
数列 , 叫做 (ax ) 的 一 个 "“ 子 列 "， 例 如 , 选 出 全 部 奇数 项 可 得 一 数列 

ls 作客 5 
就 是 (en ) 的 一 个 子 列 ， 这 信子 列 显然 可 以 表示 为 421-: (%== 1,2， 
)， 同 样 ，qa (二 12,…) 也 是 (gs) 的 一 个 子 列 , 它 是 由 (a ) 的 
。 57 。 


偶数 项 组 成 的 .再 如 
G1 G6 Ggs 从 13 
也 是 (a;) 的 一 个 子 列 , 它 可 表 为 gar41 (8 一 0 1 …)， 
下 面 我 们 给 出 了 予 列 的 定义 ， 
定义 2 设 有 数列 (an)， 叉 rr 《5 一 4 2,…) 是 一 自然 数 数列 ， 
且 
RR Ns, (2) 
则 数列 cr， 人 二 1 2 和) 上 电 征 es) 的 一 个 子 列 . 
例如 ,车 人 =24 一 1 (= 二 2，…)， 则 得 子 列 (a， 2- 。 沙 
mr 一 佑 (EN), 则 得 子 列 (qos)， 但 若 2 二 2 十 (一 1)* CEEN)， 则 
《mni) 虽 是 一 数列 , 不 是 (qn ) 的 子 列 . 
我 们 注意 到 , 对 于 自然 数 数列 (2) 必 然 有 
了 2 大 二 1, 2, 1. (3) 
定理 2 若 lim as=a( 吕 ， 士 0)， 则 对 一 切 子 列 (aw,) 均 有 


lim Ga»,=a(o00, 士 co)， 
天 中 十 om 


证 明 没 lima, 一 a， 任 给 e 守 0, 则 有 自然 数 , 当 7 汪 > 上 ,时 
[la —al|<e,. 
设 (as,) 是 其 任 一 子 列 , 则 由 (3)， 当 下 全 下 时 aa 有 2 下 人 > 起， 因此 当 居 
之 ,上 时 
[a —u| <e. 

即 limaa, = 二 =a， 同样 可 以 证 明 极 限 为 oc, 士 ce 的 情形 (习题 )，[ 

例 3 证 明 数 列 (( 一 1) 无 极限 

证 明 因为 

(1 =1—=>1, (1)*- l=——1—>—1, 

由 定理 2, 蔡 (( 一 1)") 有 极限 , 则 子 列 (C 一 1)*) 和 (( 一 1)*-) 应 有 
同一 极限 , 故 (( 一 1)") 光 极限， 趾 
。58 ， 


例 4 证 明 数 列 (sinz) 无 极限 . 
证 明 设 轧 为 任 一 自然 数 . 因为 区 间 ( 28z 十 对, 28z 十 村 = ) 的 


长 度 为 于 > 所 以 其 中 必 有 一 自然 数 同样, 在 区 间 ((24 一 Da， 


2kx) 中 必 有 一 自然 数 发 ， 显 然 (axz) 和 (22) 是 两 个 满足 (2) 的 数 
列 ， 又 


sinn)> 3 sinnt <0, E=1,2,.. 
这 两 个 子 列 不 可 能 有 同一 极限 , 故 (sin7) 无 极限 ， 


习 题 
1]， 回 答 下 列 问 题 : 
(1) 极限 十 se 一 co 和 co 各 足 什 么 意思 ? 
(2) 极限 (包括 有 限 的 极限 和 和 无穷 极限 ?是否 有 唯一 性 ? 
{3) 设 1imas= 十 cc,ljmpb 一 一 co, 则 是 否定 有 lim(ea- 一 07 
(4) 击 lima=0,limz2= 十 oo, 则 是 否 一 定 有 limanp 一 0? 是 否 一 定 有 


limab, 一 2o。 
(5) 设 lima, :=1limb 一 co， 则 是 否 一 定 有 1im 和 一 1 
(6) 电梯 表达 an 十 扣 ( 如 人) 不 以 十 ce 为 极 限 ?? 


[7) 有 极限 的 数列 是 否 都 收 伊 ? 发 散 数 舌 是 否 都 以 2 为 报 限 ? 
2 用 定义 证 明 : 


Cy pe 
(1) limv nw n 一 十 cc. (2) J a Rg 
5 如 一 2 
一 一 os | 
(3) tim oe. a Dg 


3， 证 时 定理 1 的 未 证 部 分 . 
4 证 明 517 式 . 
5， 证 明 : 
(1) 车 limsyja,[ =r>>1. 则 jima。=eco- 
。 59 ， 


re rs rr 


(2) 老 lim | > 则 limam = 20. 


6， 设 lima, 一 十 oo, 证 明 Him 和 十 一 二 和 一 十 oo， 


7。 设 1ime, 二 十 00, gn 六 0tR 二 1,2,) ,证 明 limxYar wa 一 十 co- 

8 回答 下 列 问 题 : 

(1) 何谓 子 列 ? 

(2) 设 g 一 (一 7 十 2, KEN, 则 {ass) 是 不 是 Lan) 的 于 数列 ? 

《3) 设 (ss) 是 任 一 自然 数 数列 , 若 limas 一 a,， 则 是 否 一 定 有 limasns 二 a? 

(4) 设 (%4) 是 定义 2 中 的 自然 数 数列 则 limns 二 ? 

9. 设 liman 二 a, (ty ) 是 一 自然 数 数列 , 且 limns 一 十 co, 则 limare 一 a 

10， 设 mg; 二 十 50, 则 一 切 子 列 en 十 cc， 

11， 设 数列 (ao ?无 上 上 界 , 则 有 子 列 got 十 oo. 

12. 证 明 limas 一 ce 的 充分 必要 条 件 为 一 切 子 列 都 无 挫 . 

13， 设 (a,) 厅 两 个 子 列 〈a nm 和 (anri, 并 起 来 就 是 整个 数列 (an)， 又 
1mes 一 imaenx 一 人 证 明 ]imon 一 4 


14， 证 明 , 对 于 一 切 a6L0, 1], 数列 


11 1 2 123 1 2 3 4 工 .. 
六 3 | 4” 4 本” 5! 5 ” 号 ， 5 ” 6B 
均 有 收效 王 & 的 子 列 ， 


15， 证 明 以 下 数列 无 极限 : 
(1) (—1) "+ n€N,. 


{2) Dl), n€N. 
=1 


《3) 题 14 中 的 数列 ， 
(一 2)* 吓 1 


rN 


(4) 


$2.4 单调 数列 


在 §1.1 中 我 们 已 经 荐 重 指出 , 直线 有 连续 性 , 因而 实数 也 应 
有 相应 的 “连续 性 ". 这 对 于 分 析 学 是 至 关 重 要 的 和 问题。 在 第 四 章 


* 6&0 。 


中 我 们 要 从 实数 自身 (不 依赖 于 几何 直线 ) 来 发 现 这 种 “连续 性 ”. 
我 们 将 会 发 现 ， 它 包含 了 一 连 串 相互 等 价 的 命题 。 人 们 把 这 些 命 
是 部 称 之 为 实数 的 “连续 性 ”， 这 些 命题 是 整个 分 析 学 赖 以 建立 的 
基础 .现在 我 们 先 叙 述 实数 连续 性 命 顾 中 的 一 个 命题 ， 到 第 四 章 
3 1.2 中 再 作证 明 . 这 一 个 命题 是 用 “单调 数列 "来 表达 的 ， 它 在 
形式 上 乍 看 起 来 与 直线 的 连续 性 ( $ 1 了 ) 似 不 一 样 ,读者 可 以 暂 勿 
深究 , 到 第 四 章 中 由 会 明白 . 

设 有 数列 (ae*).， 如 果 它 相应 于 一 个 非 减 ( 非 增 ) 的 函数 ， 也 就 
是 说 , 当 mm, REN 且 wR 时 am 入 artam 之 ax), 则 说 (Can) 是 非 减 ( 非 
增 ) 和 数列， 同样 理解 数列 的 严格 增 (严格 减 )， 非 减 ( 非 增 ) 和 严格 
增 (严格 减 ) 数 列 统 称 单调 数列 ， 下 面 就 是 一 个 用 单调 数列 表达 的 
实数 连续 性 命题 . 

定理 1 非 碱 ( 非 增 ) 有 .上 上 (下) 和田 的 数列 收 合 . 

在 下 面 $ 2.6 中 我 们 将 会 看 到 单调 有 界 的 有 理 数 数列 收敛 于 
无 理 数 的 一 个 重要 例子 . 事实 上 ， 任 一 无 埋 数 a 都 是 一 个 单调 有 
理 数 数列 (a, ) 的 极限 : 不 妨 设 

G 一 G.GIQ2 0. 
令 

Qn C—O REN. 
则 Ca ) 是 非 减 的 有 理 数 数列 , 且 


1 
—4, -0.0.0%, ,1 
4 一 4 .0.0…0c。， DT 


所 以 

CQ， YQ. 
因此 , 若 东 扩充 有 理 数 , 也 就 是 说 , 如 果 我 们 只 局 限于 有 理 数 , 不 去 
创造 无 理 数 , 则 单调 有 界 数列 就 可 能 没有 极限 , 不 收 僵 ， 凤 有 埋 数 
盛 连 续 性 ， 实 数 连续 性 是 实数 最 深刻 的 性 质 ， 是 实数 的 代数 性 质 
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《四 则 运算 ) 以 外 的 性 质 , 是 实数 的 “分 析 性 质 ”. 
我 们 来 看 一 些 例子 ， 
例 1 求 极限 limg* (|g| 二 1). 
解 ” 考 虑 数列 (191")， 因 1g| 过 1, 故 (gj1") 是 非 增 数列 ， 并 以 
0 为 下 界 .。 由 定理 1, 它 是 收敛 的 ， 设 极限 为 a。 叉 因 
lal"= {gligl™, 
令 #% 一 十 co 即 得 


a= |4gla. 
由 了 的 假设 即 得 a=0, 因 此 
limg"=0. [|] 
例 2 设 «a 宇 2, 
i 1 下 十 间 十 … 二 识 ， R= 1,2, 


证 明 (a; ) 收 绽 ， 
证 明 ”显然 (au ) 非 减 : 
Bt 天 一 2 3，…。 
nn 
所 以 由 定理 1 只 须 证 明 它 在 土 界 . 事实 上 ， 
i ee et 


证 明 lima; 二 2 . 
证 明 这 个 数列 是 由 “ 递 推 关 系 ” 
Gn NL nl sR 2, 3 
G1 一 AA 2 
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定义 的 .显然 <as*， 由 归纳 法 易 知 
Qi<<Go< Cs 一 …， 
下 (a) 严格 增色 my 过 2， 同 样 出 归纳 法 易 知 
fn“<2, R=1,2,.. 
即 (@,) 有 上 界 。 所 以 (Caw) 收 人 敏 ， 设 Lai) 收 伍 于 4， 因为 
和 2 一 2-| Gn.1， 切 二 2,3,……， 
令 za> -Heco 即 得 
az —2++a. 
所 以 得 a 一 2{ 男 一 个 解 a== 一 1 不合 题 意 , 食 去 ). 日 
定理 2 车 数列 (a;) 韭 减 无 上 界 , 则 liman= 十 co; 车 数列 (ax) 
非 增 无 下 界 , 则 limav = 一 cc. 
证 明 设 (a;) 韭 碱 无 上 界 ， 任 给 下 数 4, 则 4 不 是 它 的 上 界 ， 
因此 Cai) 中 必 有 一 项 ar ,全 4 而 (2%) 韭 碱 , 所 以 当 ?二 4 时 
Qn dn >>. 
所 以 
lima, = 十 cc. 
回 惠 可 证 定理 的 另 一 部 分 . 1 
例 4 设 


ea 一 1 十 1 4 ee pe n=1,2,*, 
2 hn 


证 明 1ime， -= 十 co， 
证 明 显然 (aa) 韭 减 , 所 以 只 须 证 明 它 到 上 上 界 ， 事 实 上 ， 


| er es EN 
Re Ge De Tm we 
所 以 


i 
62 一 人 2 
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ee 1 
U2 Co 一 了 
fy -一 如 1 -1 
2 
相 加 得 
tt 天 一 如 > 到 
2 Le” 2 ? 
有 一 
ql 1 


由 此 可 多 ,Caa) 无 上 界 , 所 以 an 一 十 co. 品 


习 题 
1， 回 葵 下 列 问 题 : 
(1) 闻 调 有 界 数列 收 北 是 实数 的 什么 性 质 ? 
(2) 单调 数列 是 否 都 有 极限 ? 试 指出 它 的 各 种 情况 . 
2， 设 (es) 是 -单调 数列 . 共有 一 子 列 es:->a, 则 av->d， 
3， 证 明 下 列 数 列 收敛: 


(GD (1 一 译 并 一 吉 (1 一 站) ren. 


(2) {1—z) (oa) (or 0x, <1. rEN. 


(3) dt neEN. 


心 


上 
应 用 定理 1 证明 lim 5 一 0 (a>1, KEN), 


Ls 
5、 设 0 二 a 所 1 证 明 im 二 co， 
k=1 


pe 
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。 求 极 


低 1imz， 
7 设 a>0, mm 盖 0， zn 一 让 + 各) n=0, 1,2,**°, 求 极限 limz;- 
BR 


提示 : 先 证 明 zx, 守 V 9, R=]】, 2, 


Xa 


rs 二 1 十 2 ，。 求 limzys， 


8， 设 xu 一 1， TL 二 1 十 二 Te 


二 Ty 


9. 设 0<a,<1， 是 ntl1 a) EN. 求 lima,， 


i c CN 
10, 设 c>0, G1 2? nt 可 十 台 ; 2 王 1 2 aa 证 助 


1—~1—e, 0<0S1; 


lin:a, =! 
十 名 9， Cc>1, 


11. 设 2 一 0 Y=b. I 一 十 fn- 3, Sn 求 1imzn， 


一 一 一 1 
12, 设 wi = 0>0, 9,=p 0, Zn Hi Tn Yan, yn-1I 一 人 《Zn + Yn ), Le 
2,…， 证 明 (x;,) 和 (yy;) 收 仑 于 4 与 之 站 的 同一 数 . 


13， 设 w= 二 c>0, rnt: -c+ 二 ， NEN, 


(1) 求 limzx;. 


《2》 证 虹 
2 CT 1 
V 1 二 VIA 十 一 1 一 2 二 
Ts 
1 十 … 


§ 2.5 圆周 率 

在 我 国 十 代 ， 很 早 就 有 了 极限 的 思想 。 魏 未 晋 初 数学 家 刘 徽 
曾 用 *“ 制 圆 术 ?计算 过 圆 的 而 积 , 设 圆 的 内 接 正 ” 边 形 的 面积 是 4 
则 lim 4; 应 就 是 圆 的 面 科 ， 因 此 数列 

2 A A 

的 极限 也 就 是 圆 的 面积 (图 28)， 用 刘 微 的话 来 说 ， 就 是 “ 割 之 丈 
细 , 所 炎 弥 少 , 割 之 又 割 ， 以 至 于 不 可 人 割 , 则 与 圆 册 合体 , 而 无 所 失 
锋 ?， 刘 徽 按照 这 个 想 益 , 从 半径 为 1 的 圆 内 接 正 六 地形 的 面积 算 
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到 加 内 接 正 一 百 九 十 -> 边 形 的 面积 ， 得 出 加 周 率 zx 的 近似 植 为 
3.14, 大 约 两 个 世纪 以 后 , 到 了 南北 朝 了 时代 ， 科 学 家 祁 冲 之 (公元 
429 一 500) 又 算出 并 介 于 3.1415926 和 3.1415927 之 间 , 这 是 我 国 
古代 的 光辉 成 就 之 一 . 

圆周 率 在 数学 里 是 一 个 很 有 影响 的 重要 常数 .什么 是 圆周 
素 昵 ? 


图 28 
设 有 一 半径 为 及 , 周 长 为 工 的 0， 我 们 来 证 明 , 比 贸 是 一 个 


三 贺 的 大 小 无 关 , 即 与 灶 径 中 和 周 长 卫 都 无 英 的 常数 .为 此 , 再 作 
一 个 半 答 为 凡 ， 周 长 为 五 的 同心 圆 ( 几 29)， 我 们 采 用 刘 微 的 割 
网 术 , 对 二 酌 分 唱 作 过 长 为 ay 和 an 的 内 接 正 2 边 形 ， 于 是 它们 
的 周 长 分 别 为 2%a, 利 2"6v， 当 于 无限 增加 时 , 内 接 正 多 过 形 局 长 
的 极限 应 就 是 贺 轧 长 , 印 
lim 2"a, = lim 2” "二 DL'. 

显然 ， 数列 (2"a,) 和 (2"g') 是 严格 增 的 ， 可 以 证明 它们 都 是 有 界 的 
(习题 3 ), 青 由 $2.4 定 理 1 便 知 它们 的 确 是 收敛 的 。 从 图 29 看 
到 , 三 负 形 入 A0B 和 人 40B' 相似 , 所 以 
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故 


卫 _lim2 lim? 一 也 
Rf R R' BR" 


即 回 的 周 长 与 半径 之 比 铸 是 个 常数 , 这 个 常数 我 们 记 为 27: 
也 
有 (1) 


7 就 叫做 “圆周 率 ”"， 在 微 积分 学 中 有 很 多 方法 可 以 计算 x: 
T==3.14159265358975..…. 
它 是 一 全 不 循环 的 无 尽 小 数 ， 旭 是 一 个 无 理 数 ， 并 且 不 是 有 理 数 
的 根 式 这 一 类 无 理 数 、 人们 专用 一 个 字母 二 来 记 息 . 
间 样 道理 , 如 图 30 所 示 ， 一 个 定 角 和 4 所 对 的 圆 骂 长 2 与 半径 
五 之 比 


真一? (2) 
也 是 一 个 与 半径 如 无 关 ， 只 与 角 44 去 
的 大 小 有 关 的 和 常数， 因此 我 们 可 以 图 30 


用 这 个 比值 z 玉 度量 角 4 的 大 小 : 称 利 4 的 大 小 为 个 “ 驱 度 ”. 
特别 ,车 z=1, 则 角 和 4 的 大 小 为 1 个 弧度， 就 是 说 ， 与 六 和 会 相等 的 
癌 弧 所 对 之 角 为 1 个 骂 度 . 弛 论 是 度量 角 的 另 一 种 单位 ， 以 后 我 
们 会 看 到 , 在 微 积分 学 中 它 比 “上 庶 \ 分 、 秒 ” 制 更 为 方便 . 

最 后 ， 我 们 再 来 计算 网 面积 
和 遍 形 面 税 . 设 贺 的 内 接 正 2” 边 
撒 的 面积 为 4 则 由 (1) 和 图 31 
可 知 , 半径 为 召 的 圆 面积 应 为 


了 
4 一 Tim 4。 - lim 2 所 Tad 】 
区 时 十 25 \ 


sn 7 。 


=3LB8= xR. 


同样 地 , 由 (27 可 得 半径 为 辟 的 扇形 面积 为 


= 也 更 一 了 xz 有 (3) 
其 中 zx 为 扇形 顶 角 的 弧度 煞 ， 
习 题 


1， 癌 竹下 列 癌 题 : 

{1) 什么 叫做 圆周 率 ? 

(2) 弧度 是 入 人 么 意思 ? 什么 样 的 角 为 一 个 弛 度 ? 整个 回 周 角 为 多 少 张 
度 ? 

(3) 弧度 和 庶 的 关系 为 何 ? 

(4) 回 弧 长 与 风 忧 角 和 半径 有 何 关 系 ? 

(5》 扇形 面积 与 项 前 和 半 和 从 有 何其 系 ? 


2. 证 明 当 0< zf< 呈 时 jsinz|<<1zi， 
3， 证 朋 贺 内 接 正 2* 边 形 的 周 长 是 有 界 的 ， 
提示 用 解析 几何 方法 , 只 须 就 于 回 周 来 证 明 。 


$2.6 数 e 和 指数 函数 


(一 ) 数 e 
现在 我 们 丕 来 介绍 分 析 学 中 另 一 个 重要 的 沼 数 ， 考 虑 有 理 数 
数列 


先 证 (ex) 非 减 : 
en=(1+ 于) =1: > 
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I SRC2 一 1) nk) 1 
2 > ki nr 
Kl 
ee . 二 和 1 2 i E—1 
| Sot =X1 二 | (1 nn ) 
cl 1 2 /, k—l 
2 2 十 了 (1- 寺 i) | 1) 
| 1 AN/ 2 k—1 
re 
二 人 na+l， 
再 证 (en) 有 上 界 : 


如 ] / 1 2 a 

Se 二 1 一 训 )…(1 - ) 

之 |- 了 二- wT - _ 1 
| > “1+1. 人 


de 


因此 ,由 $2.4 定 理 1 ,有理数 数列 (e,) 收 敛 。 以 后 我 们 可 以 证 明 ， 
它 的 极限 是 一 个 无 理 数 ， 事 实 上 , 它 是 和 同一 类 型 的 无 理 数 ,我 
们 也 专用 一 个 字母 e 来 记 它 : 


elim(1 一 名 ) 


这 就 是 数 。 的 定义 ， 汶 后 我 们 还 将 得 到 ; 
e 一 2.7182818…. 

为 什么 我 们 要 提出 这 个 数 e 呢 ? 在 高 等 数学 中 , 对 数 大 都 以 e 
为 底 , 叫做 “自然 对 数 ". 数 z 的 自然 对 数 记 为 Inz=1ogez(z0)， 
指数 都 采用 e”(2x<ESR)， 其 原委 在 第 二 章 中 便 可 清楚 . 

(二 ) 指数 函数 


4 G9 。 


pb 
在 初等 数学 里 ， 我 们 只 知道 有 理 指 数 a 的 含义 ， 对 于 无 理 指 
数 ， 诸 如 2Y5，3= 等 , 实际 上 不 明 其 意义 . 现在 我 们 要 对 每 一 个 无 
理 数 X 来 定义 a”(g>>0)}。， 为 此 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 1 设 (zx,) 和 (zs ) 是 两 个 非 碱 、 有 上 办 的 非 负 有 理 数 数 
列 ， 且 
limz。 =: limz', 
则 对 一 切 a>0 有 
0<lima® = lima’® < 00. 
证 明 ” 先 设 a 半 1， 显然 (a*) 和 (a™*》〉 都 是 非 碱 有 上 界 的 数 
列 , 因此 都 收 伐 ， 显 然 收 敛 于 非 零 的 数 ， 和 任 取 上 师 个 自然 数 和 和 和 ， 
因为 
tlimz, = limz', 
所 以 当天 充分 大 时 应 有 
区 mr er 
7 
故 
0 az 
令 & 一 十 ce 便 得 
ar- -< lima™. 
由 于 %* 和 加 是 任意 两 个 自然 数 , 所 以 上 式 对 一 切 2 mEN 成 立 , 令 
2 一- co 又 得 
4 - 寺 ,jimazn < Hmazs ， 
再 令 m 习 十 So， 由 $2.1 例 6 助 得 
imarn<limeza 
但 (zu) 和 (zu 在 引 惠 中 是 同等 地 位 的 数列 , 故 同 样 应 有 
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Jimarr < limain, 
因此 引 理 当 o>1 时 得 证 . 
车 a 一 1, 则 引 理 显然 成 立 .车 0<a<1l 令 5 一 二 ， 则 5>1. 
因此 由 已 证 的 又 得 


lima™* = 1im 


Jim 加 一 limars, 
所 以 引 理 对 一 切 ae>0 成 立 , 
由 此 引 理 和 $ 2.4 定理 1, 我们 便 可 以 对 无 理 数 z 来 定义 a. 
定义 1 设 z>0 是 一 无 理 数 , se>0， 任 选 一 非 碱 有 理 数 数列 
zu->Y， 讶 多 
a = lima™n, 


又 定义 


s i 
TE 
a a 


在 定 义 中 ， 如 果 又 有 非 碱 有 理 数 数列 忒 一 xz， 则 由 引 理 工 ， 
《ar ) 和 (a™*) 有 相同 的 极限 ， 因 此 ,我 们 的 定义 是 合理 的 ，“ 不 售 
混 的 ， 

定义 了 无 理 指数 以 后 , 我 们 还 应 证 明 指 数 定律 仍然 成 立 , 

定理 1 党 0<a<b,zx 半 0, 则 


qz < (1) 
车 a 计 1, 0 二 zx 之 y， 则 
a” <<ay, | (2) 
车 q 汪 0，25 守 0, 则 
rr 一 gray (3) 
(ab) .ab”, (4) 
Ca =a”. (5) 


证 明 ”在 中 学 里 已 经 知道 ， 这 些 指数 定律 对 于 有 理 指数 是 成 
立 的 ， 在 这 个 基础 上 我 们 来 证 明 它 们 对 二 任意 指数 都 成 立 ， 
设 0 二 a<b,z>>0， 取 非 厂 的 正 有 理 数 数列 7,->z, 财 


Dn =(2)" > 
% 如 


全 
但 (过 ) ) 徘 减 ， 令 zw 十 co 即 和 
二 > 
8 
这 就 证 明了 (1). 


再 证 (2). 设 c>1.0<z<y%y。 取 非 减 的 正 有 理 数 数列 x，->2， 
yn 一 yy。 再 取 满 足 x 之 7<y 的 有 理 数 r， 于 是 当 %w 充 分 大 时 有 
Zr 人 FLTLYr; 所 以 
dn a < 
令 xz 一 十 ce 即 得 
a a a, 
因 指 数 定律 对 有 理 指数 成 立 ，(3) 和 (4) 是 显然 的 .为 证 (5)， 
不 妨 设 e 盖 1 z,g>0， 了 到 非 减 的 正 有 理 数 数列 zx,-~>z， 扣 一 gg。 再 
取 非 增 有 理 数 数列 za 一 z, 一 ?3。 由 (1) 和 (2) 有 
a (gm) na ) mea) a) (an) m= gm,. 
(6) 
因为 (za 一 ?ago) 是 趋向 于 0 的 非 负 有 理 数 数列 , 由 52.1 例 6 易 
知 § 
lima*n $n 一 1, 
但 (x,9;) 是 韭 减 有 理 数 数列 , zsgn->z8, 故 由 沁 义 ， 
lima se. oa 
所 以 
» F2 4 


上 上 
lima*r Sn = GY, 


在 (6) 式 中 令 #> 十 oo 即 得 (5). 


习 题 
1， 回 答 下 列 问题 ; 
(1) 数 e 是 如 何 定义 的 ， 
(2) 数 。 的 前 从 位 数 是 什么 ? 
2， 求 下 列 极限 : 


(1) im(1 一 二) 《2) tm(1+ 二 3) 


(3) lim(1— a) (4) lim( 六 站) 


(5) lim( 1 + 到 六 


3， 回 符 下 列 问 题 : 
{1) 3 是 什么 意思 ? 
(2) 3| 理 1 有 和 什么 作用 ? 
4 证明 对 数 函数 ln 严格 增 ， 由 此 用 极限 的 定义 证 明 ， 
(CT) limext=1 (ga>1). 
(2》1mg 一? tai<<1)， 
(3) limln*—=0. 
咏 
5 证 助 ;: 
(1) 设 5， -+ ,REN， 出 (5,) 严 烙 减 , 时 


limDb, = e. 


提示 ; 考 感 各 ,应 用 不 等 式 (1 二 2) "1 十 ns (x>—1). 
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Eg 
《3) ln 人 1 一 从 雪 1 十 序 十 十 二 ,REN， 
(4) 设 zs-1 十 言 十 … 十 广 一 In zt。， 则 人 zy) 收 敏 ， 
EN 1 TAN _- 
《5) limi 二 (1 十 去 十 …… 十 于 ) 一 上 


6， 设 加 一 1 十 站 十 … 十 地, mEN， 证 明 : 


(1) #n < TEA 
(2) limys 一 e. 


PntE 


7、 设 0, b, = nEN, 


!” 再 ! 
(1) 考 民 于 J 和 如 由 此 得 到 关于 mi: 的 估计 : 
尹 十 1 多 十 TVatt 
(CE) <ni<e(c 


2 
和 


由 


加 
% 


(2) 证 明 lim 
(3) 试用 $ 3.2 习题 10 证 明 上 述 极 限 . 


第 三 节 了 滞 数 极限 
8 3.1 函数 极限 的 概念 


现在 我 们 要 在 数列 极限 的 基础 上 进 -- 步 建立 函数 极限 的 概 
念 . 设 函数 了 在 点 xz6o 的 一 个 邻 域内 有 定义 , 所谓 函数 在 点 Xo 的 
“极限 ”， 乃 是 说 当 z 无限 接近 zo 时, 函数 值 f(x) 的 变化 趋势 , 因此 
f 在 点 Yo 有 没有 定 交 是 无 关 紧 要 的 ， 关 键 是 了 在 zu 的 近 变 有 定 
义 ; 同时 , 当 z 向 x0 靠近 时 , 应 排除 它 与 ze 重合 . 

定义 1 设 硝 数 了 在 点 Xo 附 近 有 定义 (在 ze 可 以 无 定义 ). 如 
果 有 一 - 数 4, 使 得 对 任 给 z>0, 存在 6.>0(6, 与 有 关 )， 当 0< 
1z 一 zo| <6C. 于 

[|f(2)—A|<e 

人 


O 省 一 此 To 人 fo 十 在 也 
图 32 
《图 32), 则 说 函数 了 在 点 ze 有 极限 4 记 为 
lim f(z)=4; 
或 
f(T)—>A (x->%0). 
后 者 恋 作 “ 当 z 趋向 加 时 , (7) 趋 加 于 47. 

注 在 此 定义 中 ， 函 数 了 在 点 ze 有 无 定义 均 可 ， 如 果 f 在 
zo 有 定义 , f(zo) 可 与 4 不 相等 ,这 是 因为 定义 中 的 不 等 式 “0< 之 |2 
一 Zl 过 6 已 将 z6 排 除 在 外 ， 向 时 注意 ， 要 知道 消 数 了 在 一 点 za 
的 极限 ， 只 须知 道 了 在 邻近 zo 的 地 方 的 变化 趋势 ， 不 必 知 道 在 
离 zo 较 远 处 的 情况 . 


例 1 证 明 a 
TD wv 
证 明 我们 注意 到 , 所 给 男 数 在 *=0 无 定义 .因为 当 z 天 0 寺 


|z[, 


zsin 二 一 0| = [ain 
任 给 s>0 只 须 取 5,=e， 则 当 0 过 [zx 一 0|=|zj<6, 时 
| 
jzsin 二 一 直入 lz1<6,= < 


* 75 。 


所 以 


看 来 所 求 极限 应 为 2， 按 定义 我 们 估计 
一 ?| _ | 一 z 
2XE =| Zz 


由 于 要 求 的 是 函数 在 z = 1 的 极限 , 故 无 妨 假定 1 一 1 过 去 , 于 是 


之 序 . 这 时 


mn 
EE le 
[x —? | 


任 给 之 0， 如 果 叉 有 0<1s 一 1| < 区 , 则 就 有 


a 
因此 取 3. 一 min( 计 ,号 关 即 于 和 号 中 之 小 者 ) 则 当 0<1z 一 1| < 
6. 时 (图 33) 上 式 成 立 。 故 所 求 极限 为 2， 


od, 
人 一、 
一 一 一 一 人 一 
v i x 
2 
图 33 


我 们 知道 ， 数 列 是 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 ， 变 量 4a, 中 的 自 
变量 世上 只 有 一 个 方向 可 以 无 止境 地 跑 去 ， 即 跑 向 十 cc， 但 对 于 一 


“ F766 * 


般 定义 在 数 轴 请 上 的 函数 了 ,变量 f(z) 中 的 自 变量 是 可 连续 变化 
的 量 ， 它 既 可 以 向 一 个 有 限 的 点 ze 无 限 靠近 ， 也 可 以 向 ce 或 士 co 
无 限 远离 ， 图 数值 (x) 则 和 a 一样， 既 可 以 向 有 限 数 接近 , 也 可 
以 趋向 于 co 或 土 %， 这 就 使 得 函数 极限 的 情况 繁多 。 但 只 要 我 们 
掌握 了 极限 的 思想 和 语言 , 是 毋须 就 其 各 种 情况 去 全 部 定义 的 , 
定义 2 设 函 数 了 在 区 间 (o, + co) 上 上 有 定义 ， 如 果 有 一 数 4 
使 得 : 任 给 *>0, 存在 数 A., 当 z>A, 时 
If(z)— A|<e 


图 34 

(图 34), 则 说 在 上 co 的 极限 为 4 记 为 

f+%)= lim f(z)= 4, 
y+ 

f(z)->4 《z 一 一 So)， 

同样 可 定义 极限 : 
f= limf(z), fo)=limf(r)= linf(7) 

(图 35, 36). 


y 


例 3 证 明 Jim a”—0 《0<<ae< IT). 


证 明 由 2 例 5 知 ， 数列 极限 lima" 一 0 是 成 立 的 ， 因 此 ， 


任 给 e>>0， 存 在 &.EN， 当 白 然 数 >2. 时 a"<e. 
则 as, 过 e， 于 是 当 X 放 A, 时 ( 3 2.6 定理 1) 
i 一 0| 一 时 < <e, 
这 人 恒 是 要 证 的 ，1| 
例 4 证 明 


i 
lim uretlgr lim arc tgX——- 
2 i 2 


内 须 ( 因 tgz 严格 增 ) 


i 


腾 A, 一 Rw. 十 i, 


(1) 


因此 取 A. 一 t8( 子 一 2), 则 当 z>A. 时 (1) 式 成 立 ， 这 就 证 明了 第 


一 个 极限 ， 同 样 可 证 第 二 个 极限 . U 
例 5 求 lim 2 


文 哆 于 co 守 这 


解 ” 无 妨 假定 x 之 2, 则 
2Z 十 工 27 4 


WL x , Xi 


» FT8 。 


因此 ， 伍 给 e>0, 取 A. =max(2, $) 则 当 x>>A, 时 


0 一 了 < 


2 A<e-. 


所 以 


lim 0. 0 


二 


[ee » /2 十 工 
例 6 证 明 limy 好 一 二 | 


证 明 因为 
2 I | 2 
人 研一] AAAzz 一 AAA 和 一 1T(V 呈 十 1 十 wz 一 条 


无 妨 假 定 |z|>>w 2 , 则 易 见 


1 到- 
| 三 2-|< 主 
[Nx rt lz| 


、 2 
VSi-!|<x<* 0 


定义 3 设 函 数 了 在 一 点 ze 的 “ 布 旁 "(zozo+7) 有 定义 如 
果 有 一 数 4 使 得 对 任 给 之 0, 存在 6.>0, 当 ro<z<zo 十 上 计 
if(z)—A|<e, 
则 说 了 在 点 im 的 右 极 根 为 4， 记 为 
flxo 0 = lim {(2)=4, 


或 

f(z) -> 二 (zx—>20 十 0)。 
同样 可 定义 了 在 点 zo 的 左 极 限 : 

了 2 -0)= lim f(7), 
特别 ， 了 在 zo =0 的 左 、 布 极限 分 别 记 为 


任 给 


取 


f(0°)= lim f(7), £0°)= lim 1(7), 
例 7 求 1(0 ) 和 fC0")， 设 
[i z>0 
A a 


1(0)= lim fr) lim 1=1; 


f60*+)= lim FT) 一 lim er 0 
工地 9+ 了 多 
例 8 求 


1im We -十 1 一 人 这 | 


互 一 1 一 0 


解 ” 当 0 二 x 二 1 时 有 


1 a 2 ee 
i | Vi x Ls VY TIT—z 
上 2 _ 
N12 2— 7x -Vw) 


a Nr t. 


>0， 解 不 等 式 2~v 人 和 一 + 之 得 
2 


1 


2 
5. = 拖 ， 则 当 I 一 6.<x<1 时 


i 7 


故 所 求 极限 为 0，0 


取 


例 9 证 贡 lm 一 ] (o>1). 


证 明 由 3$2.1 例 6, 任 给 e>0, 存 在 2EN 使 4 之 1+e, 
1 
nn 十 1” 


6, = 则 当 0<z<G, 时 


s BO * 


ij<e a ll+e 
(3 2.6 定理 1)， 这 便 是 所 要 证 的 . 曲 
定理 1 
Jim f(2)= 4S>f(t 0)=1(t+D=4. 


证 明 (充分 性 ) 设 
flxo—0)=f(zo +0)= 4. 
任 给 e>0， 则 有 6: >>0， 当 ro 一 人 < 二 x 过 zo 时 
1f(7)—A|<e. 
同时 又 有 人 六 >>0， 当 和 <z<zo 二 6 时 上 式 成 立 . 因此 当 0< 1z 
一 X01<6, 二 mint6 ,6!) 时 上 式 成 立 ， 即 
lim f(z)=4. 
(必要 性 ) 歇 然 ,， 
例 10 证 明 符号 函数 sgnt8 1.4(1) 式 ) 在 z=0 没 有 极限 . 
证 明 因为 sgn0* 一 1 sgn0 一 一 1 sgn0+ 关 sgn0 ,由 定理 1， 
sgn 在 + 一 0 没有 极限 ， 
定义 4 设 函 数 /在 点 xo 附近 有 定义 (在 xo 可 以 无 定义 ). 如 
果 任 给 数 4, 存在 94>0， 当 0 一 |z 一 zo1<6. 时 
f(x)> 4 
则 说 函数 在 点 zo 的 极限 为 +ce， 记 为 
lim f(7) +0%, 
f(x)>i+oo (2>20), 
同样 可 定义 lim AZ)= 一 co.， 其 lim |j(7)|= 二 十 so， 则 记 
him f(z)=00, ns 
同样 还 可 定义 


lim AP(z7 一 二 co，oo; 
Fs od 


4 81* 


lim 帮 zz) 一 士 co， oo; 


flzo 土 0)= 十 20, cc， 
1 。 sl_ oo 
例 11 证 明 Rs 。 
证 明 因为 
Tl 71 ~ 1 
Tl (rrt+1) Cr-1)(z-1) 
无 妨 假 定 1<xz<2， 于 是 
tl 1 
2 一 1 一 sy 
任 给 4>0， 解 不 等 式 


1 


人 
得 r<1tad. 因此 取 5.-:min( 5 1) 则 当 1<z 过 1+64 时 
22 十 1. 
> 4. 


按 定义 ， 这 就 是 所 要 证 的 . 站 
注 定理 1 对 于 泡 穷 极限 也 是 成 立 的 (习题 ). 


习 题 
1， 回 答 下 列 刁 题 : 
a ita 


(a) lm f(z) = (b) dm (一 oo 

《cy) 人 0 (d) TR fn +0. 

{é) 人 (f) f(x0 —0) -一 co. 

(2) lim x=? lim 2=? lima=。 {4 与 x 无关)， 


(3) 攻 数 在 一 点 的 极限 和 在 污点 的 专 . 右 极限 有 何 关 系 ? 
(4) 极限 二 mf (2) 和 lrcz，]imfrz) 有 何 关系 ? 
2， 册 定义 证 明 ，。 ”人 

全 82 a 


才 

(1) imxarctegx =—0. {2) limz Re 本 

十 -sf s+»41 T°”—1 

| a 

C3) Hime E27, (4) limv3z+1=1, 

A+O 和 0 
oy 一 zt 一 1 一 工 
(Cn 人 2° 
~”) 1 Tl 2 
Ca he 人 

iv3z 十 1 3 ;+l 1 
人 OO mp gl 3 

Sz? 1 zx 一 | 

11) lim > 一 -一 一 、 (1 im 一 一 一 一 0， 
人 人 


(13) lim (z 一 ALz2 一 -ay =0. (14) lim {x+ er? 一 人 ) 一 一 99， 
{15) Jim (xl) r=0, <a<l, 
(16)》 jiim ez 一 十 oo (tu). (17) lima’=0 (o>1)., 


Tmt+m 


(18) lim tezr 一 十 ce 
了 4 了 -0 
(19) lim(s th) = 2e, >0, 0<a<l, 
中 小 
3. 设 
3， Y 之 2， 
fo = 
一 07，Y<<2， 


(1) 求 fj(2 十 07， 了 (2 一 0)， 

《2) 当 a 为 何 值 时 limf (z) 存 在 ? 

4， 证明 : 

(]) 共 .im fo) 一 GD 则 当 王 这 分 舌 近 ro 三 < 天 re 时 了 (人 六 

(2) 荐 fxs 一 0) <fz -0)， 则 存在 5>0, 当 zo 一 65<z<20<2y<xzo 十 G 


时 f(x) f(g). 


5, 求 极限 lim f(z) (0<xo 所 1). 设 
(1) A, 忆 L50,1] 是 有 限 集 (% 二 1，2,…)， 且 当 R 关 力 时 4 和 4 无 公共 


点 ; 又 


1 
1/9 当 xéd,, 
{2) (Riemann 月 数 ) 


ss 3 » 


ep ee we RG rr la nr 


二 ， 当 AR 为 无 公 因 子 的 正 整 散 ,&< 宁 
一 1， 3 xz=0, 1 
0， 当 zxE(0, 1) 为 无 理 数 . 
6， 回 答 下 殉 问 题 ， 
(1) 设 Lim fjO 一 4 又 mn 天 zo(aEN)， 且 limzn 一 0o， 则 是 否 有 lim f(x") 
=Ar | 
(2) 设 有 一 数列 (zw), zs。 闫 To (REN) ,1imzs 二 20, 使 limf (zn) 二 4 则 是 否 
有 jim r(o) 一 4 
7 设 有 一 数列 (zx), 26 之 xo (REN) ,limzs 一 zo 使 limf(xs) 二 4， 且 了 是 
单调 的 ,证明 f(xo 一 0) = 4, 
8. 如 何 表 达 “ 当 xz->x6 时 (we)-d?9 


§ 3.2 函数 极限 的 性 质 


函数 极限 具有 与 数列 极限 相似 的 性 质 . 

定义 1 设 范 数 了 在 集合 了 上 有 定义 .如果 有 一 数 矿 使 得 
1f(z); 志 必 对 一 切 xE1 成 立 , 则 说 地 在 了 上 有 界 ， 如 果 有 一 数 4 
使 得 fT)<< 4 对 一 切 zEI 成 立 ， 则 说 了 在 了 上 有 上 界 4. 同样 
定义 了 在 了 上 上 有 下 界 . 

最 然 ， 函 数 丰 界 的 充分 必要 条 件 是 既 有 上 界 又 有 下 界 . 

例如 , 国 数 sin 在 严 上 有 界 ，1]1 是 其 一 个 上 界 ， 一 1 是 其 一 个 
下 界 。 二 在 区 间 ( 一 村, 至 ) 上 聊 无 上 界 亦 无 下 界 ， 车 f(z) 一 o” 
《41) 则 了 在 (0, Foo) 上 右 下 界 1 而 无 上 界 ， 

下 面 每 一 定理 都 包含 多 种 情况 , 但 各 种 情况 的 证 明 都 类 似 , 因 
此 我 们 均 只 证 其 一 . 

定理 1 车 函数 f 在 ru (zu 士 0, 上 co, co) 有 有 限 的 极限 ， 则 
f 在 zo 的 近 弯 有 界 . 

证 明 设 f(- o0)=A4(§3.1 定 义 2), 则 由 定义 ( 取 。=1) 存 
在 数 A,， 当 x>Al 上 时 
» 84.。 


A—1<f(z)<A; 1, 
所 以 了 在 区 间 (Ai, 二 co) 上 有 界 , 即 在 十 co 的 “ 近 旁 "有 界 . 
定理 2 (极限 的 唯一 性 车 函数 了 在 zo(zo 土 0, 十 co，co) 有 
极限 ， 则 只 有 一 个 极限 . 
证 明 〈 反 证 ) 设 地 在 ze 有 不 同 的 极限 4 和 有 互 . 设 4<<B， 任 
取 7E(4, B)， 因 为 f 在 zo 有 极限 4， 由 $3.1 定 义 1, 存 在 >> 
0， 当 0<jz 一 z 1 <6' 时 
f(r)<r. 
又 因 了 在 zxo 有 极限 吾 , 同样 又 应 存在 6" 沁 >0， 当 0<|z 一 zo 1<6” 
时 
f(z)>r7. 
因此 当 0<|z 一 zo | 过 min(6',6") 了 时 
r<f(r)<r. 
这 是 矛盾 的 ，1 
定理 3 ”如 果 函 数 了 和 9 在 ro(zo 士 0 = co, co) 都 有 有 限 的 
极限 ， 则 函数 f 土 9 和 19 在 re 也 有 有 限 的 极限 ; 如 果 又 有 
jim g(z) 才 0， 则 函数 ff9 在 wo 也 有 有 限 的 极限 .县 
" lin (f+9)7) = lim f(7)+ lm 9(7); 
lim (fg Nz) lim flz) lim 9); 
当 lim g(7)#0 


ji Les) LC?) 
Tr — +710 
i gi gy 


T+Ao 


证 明 我 们 仅 对 fg 征明 , 其 余 类 似 .， 设 
lim f(z)= A, lim gr)=B, 
因为 人 
|(fo)(r)— ABI=|f(r) g(r)— ABI 
=|f(r)g9(7)— Ag(7)+ Ag(7)— ABI 


SI9r)| | 天 2 一 4 十 [498Cz7 一 召 | 
由 假设 和 定理 1 , 存在 用,66。 >0， 当 0 和 1z 一 z| 过 5o 时 19Cz)| 委 


型 ， 记 工 王 max( 邓 , |4j), 于 是 当 0<|z 一 ze 1<0o 时 
[Cfg)(z)— AB|ISEL(IC)--AI + ig(z)—B|) 


任 给 * 之 0， 由 假设 , 存在 6 >0 和 5”>0, 当 0<|s 一 wo1<6 
Fr) 一 41< 7 


lg (7)— BI < 7- 


当 0<1z 一 20|< 反 6” 时 
. 口 


[|(f9)(7)— ABI<e 


1 


因此 当 0<1z 一 x201<<56== min(6o,56’ 9) 时 
2z? 1 
+ 和-1 


i Cfo) (7r) =AB— Jim 0 [im g(r) 


2 
1 


所 以 
有 录 下 2 
lims; 


例 1 
limara rs ? 

3 

el 

vw T_ 0 


I 


由 定理 3， 
lim 一 


EF hm dd 3 十 - 


解 
Tl _ 
2 
1 
2 二 i 


] im 二 
< 


立信 
es 十 . ye 天 十 去 


Si 3z: -| x 十 1 


PS 
二 


请 Gor" 十 Gil 
RE 
-Dx Et 


TF Dox™— 


do 


2r’ 11 

和 数列 一 样 (§ 2.2 和 82.3 的 (1)), 一 般 地 有 (习题 》 
0， 

po nn， 


nt, 


定理 4 如果 函数 和 g 在 zo(zo 士 0， 土 0, co) 都 有 极限 
(有 限 或 土 co), 且 在 zo 的 近 旁 ( 除 zo 外 ) 有 
f(z)<q(z), 
则 
Him Hrs lim g(2). 
证 明 说 f 和 9g 大 ww。 的 极限 分 别 为 4 和 8.( 反 证 ) 设 4>B. 
任 取 一 数 rE(B, 4), 则 由 极限 的 定义 可 知 存在 5>0， 当 0 二 |z 一 
wo | < 和 Bf 
f(z)>r>g(7). 
这 与 定理 的 假设 矛盾， 所 以 4 所 8B. 
定理 5 ”如 果 函 数 上 和 7 在 zo(zo 土 0, 土 co， eco) 有 相同 的 极 
限 4( 有 限 或 土 co), 且 在 zo 的 近 旁 ( 除 re 外) 有 
f(x)EA(T) g(r), 
则 lim h(x)= 有 4， 
证 明 该 定理 的 证 明 与 & 2.2 定理 5 的 证 明 方法 完全 相同 
留 作 习 题 . C 
K 面 我 们 证 明 一 个 重要 的 极 有 
限 ， 
例 2 证 明 lim 一 1 
证 明 如 图 37， 作 半径 为 1 0 1 4 
的 圆 ， 由 图 可 见 图 37 
和信 408 面积 二 扇形 408B 面积 二 人 400 面积 . 


角 以 弧度 为 单位 , 设 一 400=z 弧度 ， 则 0<z< 也 由 § 2.5(3)， 
上 面 的 不 等 式 就 是 


上 1 1 元 
A 0<2<7. 


即 


sinyZ<Z<tgz， 0<z<< 艺 . 
所 以 
lsin(C-—-2)1<|—z|<lig(—2)|, 0<r<3. 
(1) 和 (2) 相 结合 得 
sinz|<|z|<|tgz|, 0<1z|<3. 
所 以 
| ecosz | 过 | <1. 0<1z|< 子 ， 


但 当 0<1zi < 对 时 cosz>0， sinx、0， 央 上 叱 最 后 得 


EF 
dL LL PO 
ea 2 
由 (3) 式 又 得 
lim sin% := 0. 
>0 
所 以 


limeosz :lim( 1—2sin’ 4)=1, 
+ T+ A 


在 (4) 式 中 令 xz>0, 由 定 埋 5 即 得 所 证 .0 
函数 极限 和 数列 极限 有 一 个 重要 关系 : 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


(6) 


定理 6 当 x 下 zu(xo 土 0, 土 %， co) 堵 f(z)=>A(+%, 0%0) 
的 充分 必要 条 件 是 对 一 切 数列 no (Xn ro, n=1， 2, 人 有 


lim f(xn)= 4A, 
当 0<|r--zo |<6, 时 

if(z)— A|<e, 
。88 ， 


“证 明 (必要 性 ) 设 lim Kz)=- 4， 任 给 0 则 有 5.>0， 


若 和 >zo(zn 天 2o5EN)， 则 有 自然 数 za 当 ?2>>2 时 0<12 一 如 | 
<06.， 因 此 当 n>n, 时 
|f(zn)— A|<e, 

即 lim f(z,)=4. 

“充分 性 )( 反 证 ) 假 设 对 于 一 切 x%.>xo (zs 了 关 Xo，NnEN) 均 有 
lim (zs) = 水 而 当 z->zo 时 Cr)+>4. 按 $ 3. 1 定义 1, 这 就 是 说 
必定 存在 一 个 :之 0, 对 于 不 管 怎 样 的 6>0, 都 相应 地 存在 加 ，0<< 
{9 一 Zo! <<6, 而 

\f(y:) 一 4| 闫 2. 


特别 令 Tn yi» 刚 0 一 | za 一 20 |< 一， 和 而 


(f(za)—Ale, n=1,2,... 
因此 x.)->d， 然 而 7 一 wo, 有 wy 关 Wo(REN), 这 与 假设 蔬 盾 ,中 


例 3 ”证 明 极 服 limsin 去 不 存在 (图 38). 


证 明 先 取 数列 om 一 一 一， 其 一 1, 2， 人 则 | 0<<zn—>0, 
(2n+ 二 ) 


过 . ， 
sin 二 一 sin( 29 1 吾 )" =1—>1., 


* FO » 


租 取 数列 “六 一 天 一， 2 下 2…。 则 0<zi->0, 而 
(2n 一 去 x 


a sin(2n— 训 )7 一 一 ] 一 一 上 
po 2 


如 果 sin 二 当 z->0 时 有 极限 , 则 就 与 定理 6 矛盾 . 
定 还 7 (复合 函数 求 极限 ) 假设 当 zzo(zo 士 0， 士 co, co) 
时 fz) 有 极限 ， 令 + 一 p(t) 得 
f(7)=9(t). 
又 设 当 ->to(to 士 0, 士 00, co) 时 Y=9o 人 rt) 一 7zo， 百 当 上 天 to 上 时 7 一 
w( 划 和 关 za. 则 当 >ta 蛙 9C1) 也 有 极限 ， 且 
lim (1) lim f(7). 


证 明 设 
lim f(x)= 4A. 
于是， 任 给 se>0， 存 在 6>0, 当 0 二 |z 一 x01<8 时 
|f(7)—A|<e. 


“下 由 关于 gp 的 假设 ， 又 存在 >0, 当 0 一 并 一 如 | < 时 
0<1p(t) — zo | <6. 
因此 当 0<|t 一 | 过 & 时 
lg(t)—Al= |fop(t)—A| <e. 
所 以 
lim g(t)= A. 

即 为 所 证 ,0 

例 4 证 明 lima’= 1 (a>0). | 

证 明 先 证 lim 和 一 1， 若 4>1 这 便 是 33.1 例 9 车 0< 


4 二 1， 则 二 > 和 所 以 


* 900 * 


近 


1 
lim a’= limo—— ==1. 


TO! (二 
a 


再 证 mo 一 1 事实 上 , 令 z=g( 引 一 一 t， 则 当 #20* 时 z- 
0-, 由 定理 7 便 得 


: 1 
lim cz 一 1Iim 4™ ”= 1im 一 ;一 1。 口 
工作 由- tO 了 由 


例 5 证 明 lin( 1+ 二) 一 e. 
证 明 先 证 im ( 14 过) =e， 


设 [zj 是 不 大 于 x 的 最 大 整数 , 岂 
[zj] rs<[z] 1, 
显然 当 >z 一 十 co 时 [xz] 一 上 oo 因此 由 定理 7， 在 数 e 的 定义 中 令 


?一 [xz] 得 
Mn) -Ga 
同样， 
lim(l+irha) 一 
又 


1 1+[*] 
4 工 十 i) 


未 一 下 = TIF Ft) <(a+ <(1+ 2 
1]- [xz] 


=(1 1 而 1+) 
由 定理 5 即 得 lim (1+ 廊 ) 一 。， 
再 证 im (1 二 之) =。 事实 上 , 令 8=z(z)= 一 (z 十 了 ， 册 


ss 9 ， 


YT ee pp hd 3 


定理 ? 即 得 


1 如 1 十 
| 十 二 1 = lim11 上 一 
Jim (1 2:) Lm 让) 


= 和 + 
根据 $ 3. 1 定理 1(§ 3. 1 习题 1(4)), 即 得 所 证 ,日 

定理 8。 如果 函数 了 在 点 ze 的 左 索 (zu 一 "，zo) 非 减 ( 非 增 )， 
则 极限 f(z 一 0) 存在 ， 如 果 了 在 此 左 迹 又 有 上 和 界 (下 界 )， 则 
f(zo 一 0) 为 有 限 ;否则 f(xo 一 0)= 十 co( 一 00). 

证 明 设 了 在 (ze 一 rzo) 上 非 减 有 上 界 ， 在 (ze 一 "r，zo) 中 到 
一 非 减 数列 ,>zo 则 数列 (f(z)) 非 碱 有 上 界 , 因此 (f(zw)) 收 北 
(8 2.4 定 理 D)， 设 

lim fz») =A, 
任 给 e>0, 可取 一 项 zw 使 得 
4 一 上 <f(rn)< 安 4。 
因此 , 再 由 f 非 减 易 见 , 当 rw,<z<z 时 
A—e<f (rn,)EfHL) SEA. 
所 以 
me 

设 f 在 (x 一 7,zo) 上 韭 碱 无 上 界 ， 任 给 4>0， 则 4 不 是 了 的 
上 界 , 因此 存在 rsE(zo 一 r，zo)，(z 人 > 4， 于 是 由 了 非 减 知 道 ， 
当 za4a<z<zo | 时 

f(z)>f(z0)>4. 
所 以 lim f(z)=+c0. 0 

注 定理 中 的 “ 左 旁 当然 可 以 改 成 “这 "，7o 也 可 以 改 为 
士 ce . 

推论 ”如 果 函 数 了 在 区 间 (a, 5) 上 单调 , 则 对 于 每 一 点 zE(， 
es。 92 ， 


5), f(z 一 0) 和 各 了 (zx 10) 均 存在 ,有限 . 


习 题 


1， 回 答 予 列 朵 题 ; 

(1) 冰 数 极限 四 则 运算 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

(2) 在 定理 4 中 车 了 (x) <g(z), 是否 有 lim f(z) < lim g(a)? 

(3) 在 定理 6 中 ,为何 要 有 条 件 “z 关 zo(nEN)”"? 特别 ， 这 个 条 件 对 定 
理 的 充分 性 方面 有 何 影 响 ? 

(4) 在 定理 7 中 ,为何 要 有 条 件 “ 当 t 关 名 时 02) 光 xo”? 你 能 否 用 例子 
来 说 明 ? 

(5) 井 靖 数 了 在 区 间 (a, 六 上 单调 , 则 于 Ca 十 0), (5 一 0) 如 何 ? 

2， 求 下 列 极限 : 


1 一刀 一 4X3 .1+¢—z3 
ny Fer Ta Wo 4 
一 2z 十 1 4 —6x—8 
(3) lim™ tl (4) li Cr- 
ZTE 
TI+0 
.2 
66) im TT . 
{7) Yim na (8) lim® ee mh, nEN, 
Fl 裤 一 外 1 光 一 1 
i en (2z 一 3)zo(3z 十 27a0 
(9) Jim (VsTLI Vs 一 (10) lim Cz Tim 
下 i m n—m 
Ee Es A 
有 | 
02) linz| | <=] G3) lim VIA 
Fea 区 1 一 站 
C14) ,lim (2 st Ld - 纱 
Z 一 人 
3. 证 明定 理 5 . 
4。 定 出 a 和 5 使 下 列 等 式 成 立 ; 
(1) lm 全 


二 人 
rol | 


93 了 3， 


(2) lim (wy/ 和 一 2 十 1 一 az 一 访 ) 一 
下 十 辐 


~L 
《3) lim (7 大 二 4 十 1 一 2 一 吉 ) 一 0. 
5. 证 明 : 0 


{1) lim (sinwAz 十 1 一 sinwW »)=0. 

(2) lm DassinV zth™0, 共 中 之 ax 一 0. 
k=1 k=1 

6。， 求 下 列 极限 ; 


(1) i (2) lim 一 “一 一 
av0Sin By ol 一 GOS 艺 


2 


人 和 
Ca) Hm ez, (4) lim.e<. 
天 人 0 ] 2 230 六 


(5) limsin (x 二 hh). 
有 也 0 


(6) 1imsi + sinz 
用 


x 公 
了 i 一 cos 一 …008 一 
(7) 2 2 C087 二 


， 三 
(8)》 lim so 2 (9) lim (1 To) 


然 省 十 吕 


了 十 区 
CIO a oe 
?7.， 证 明 : 
(1) lim sinz 不 存 大 ， 
(2) Dirichlet 顺 数 (81. 4{3)) 处 处 无 极限 . 
7 个 
A 
8. 求 极限 lim sin sin…sinw. 
9。， 求 下 列 极限 : 


(1) lim (za 一 3x 一 5)。 2) lim fzs 一 3z 一 5)。 
节 -m 中 -0 
zZ5 一 6Z2+ 十 7 .Sin% 
(8) Jim orga5 7 De 
10， 证 明 : 


* 9 学 。 


也 
《1) lim TD, tu>1,k>0. 
Eh ed 


(2) lim $s—0, 0>1. 


(3) tim =0,k>0. 


实 才 二 天 


11、 设 广 和 9g 为 两 个 司 喜 孙 数 , 且 
jim [f(z)—9(¢)]=0, 


征明 f=yg. 


$3.3 数量 级 
先 看 几 个 例 : 
2 
1) A 2) im 号 -= co， 3) lim = 100. 
这 站 0 电 


0 
以 上 三 例 , 有 一 个 共同 总 : 当 x 一 0 时 分 子 和 分 母 同 趋 向 于 0, 但 三 
个 分 式 的 极限 明 寞 ， 我 们 不 难 作 出 想像 : 了 为 0 和 2) 为 2%， 说明 
当 z>0 肝 2 一 0 比 z 一 0“ 快 "2;3) 是 -个 非 0 的 数 , 则 说 明 当 xz-~>0 
时 100z->0 与 x 一 0 同等 快慢 如果 * 一 ceo， 则 1 和 2) 的 结果 倒 
了 过 来 , 3) 不 变 ， 即 当 一 cc 时 ?天 一 co5 比 zx 一 co 刁 ”JI00zr 一 ce 和 
2 >co 同 等 快 提 ， 为 了 反 喘 这 种 * 快 " 利 “ 慢 "的 区 别 ， 就 产生 了 “ 数 


晶 级 "的 要 念 . 
定义 1 如 有 果 当 xz->zp YZ)->0， 则 说 当 2z->zo 有 时 f(z) 夺 
无 穷 小 量 或 无 穷 小 . 
下 面 都 是 无 穷 小 量 的 例 了 : 
《Y 一 20)”(2 一 0)， 和 《1g<1) 《> 十 coh)， 
二 (n> 十 co)， a” (0<a<]) (zx->+ 00), 


siny (xX—>0) (§3.2(5) 式 ),， 
J—cosr 【xz 一 0) (§3,2(6) 式 ). 


i Ve 


定义 2 设 当 xz->zy 时 fz) 和 9z) 都 是 无 穷 小 量 ， 且 当 z 志 
2z0 时 94CY7 天 0. 
1 着 1im 了 ( 革 一 0， 则 说 当 x->zs 时 f(z)->0 的 阶 ( 或 数量 
级 ) 比 g(z)->0 高 ， 或 者 说 当 z->zo 时 f(z) 是 9(7) 的 “高 阶 无 穷 
小 "， 记 为 
f(7)=0o(g(7)) (z 一 >20 )。 


2。 若 lim 基 全 一 4 六 0， 则 说 当 ->zo 时 f(z) >0 的 阶 (或 数 


量 级 ) 和 967) 一 0 相同 ， 或 者 说 当 2->0 时 大 2 和 和 86z7) 是 “ 同 阶 无 
穷 小 ”. 
3° 若 lim3 全 -1 则 说 当 z->zs 时 了 Cz) 和 g(z) 是 “等 价 无 
穷 小 ”， 记 为 
1(zZ) 一 9CZ) (Zz 一 zo0)， 


到 一 4 天 0 则 说 当 z->zo 时 7(z) 


是 “wa 阶 无 穷 小 ”， 或 者 说 , (2)- >0 的 阶 ( 数 量 级 ) 是 w%， 
El 
infCr ) AC mye) Ca) = limgC Mz), 

因此 ,在 计算 极限 时 , 我 们 常常 可 以 用 等 价 无 穷 小 量 去 替换 无 穷 小 


因子 . 
例 1 sinz~2 (z=>0)(§83,2 例 2). 


4” 设 w>>0. 车 i 


例 2 当 7%—>0 [， 1— cos%=o(7r), 1— coss~32. 


.个 ， 2 、 必 
1— COSTX— 23in pp 2 全) 一 
而 « 


一 一 一 -一 -下 ee 


即 题 中 第 二 个 式 子 成 立 ， 以 等 价 无 穷 小 替换 ， 得 第 一 个 式 子 也 成 
立 ; 


ee Him 0 r 
例 3 计算 Jim 了 2 
解 ” 由 例 1 和 例 2, bd 
a 


sl cosz 0 TY 
2 


例 4 证 明 当 |gj<1 时 村 = oa- 十 cc)。 
证 明 由 4$2.1 习 是 2(12)， 


(去 ) 

nl og/ 
/>0 

q” nt 昌 


定义 3 和 Um (0 二 06 则 说 当 ->>ze 时 大 z) 赴 无 穷 大 于. 
显然 ， 无 穷 大 量 的 倒数 是 光 穷 小 最 ， 无 穷 小 量 的 倒数 是 盛 穷 大 


定义 4 设 当 z>z 时 fz) 和 9(z) 都 是 无 穷 大 量 

1° 着 Him 和 3 二 0， 则 说 当 w->wo 时 9(z)->co 的 阶 (数量 级 ) 
比 有 z) -ce 沿 

De 若 lm 内 于 一 4 产 0， 则 说 当 z->zo 时 大 zz) 一 co 的 阶 (数量 


级 ) 和 &Z)->ce 相 同 ， 
3” 若 lm le ol 巡天 0(a 盖 0)， 则 说 当 zz 一 >zo 时 (x) 
一 co 的 阶 (数量 级 ) 为 &, 
由 3 3.2 习题 10 我 们 看 到 , 当 z~> 十 ce 时 ,= 一 十 cc 的 数量 级 
+ 97 。 


A i pe 


[eCa 半 了 高, a*(q 放 了 又 比 2 人 0 商 , 330) 又 此 inz 高 .由 
§ 2. 1 习题 2 (11) 和 (12) 我 们 还 看 到 ， 当 自然 数 变 量 #* 一 十 cc 时 
zz?-> .上 oo 的 数量 级 比 2: 高 ,zl 又 比 mr(e> 世 高 .因此 ,按照 它们 
的 数量 级 由 低 到 高 的 次 序 排列 起 米 就 是 : 
nx, zt(h>0), gaa>1), (a!), wr”. (1) 

数量 级 的 概念 是 很 重要 的 , 在 一 些 数 学 领域 内 , 数量 级 常常 成 
为 专门 研究 的 问题 ， 大 家 对 (1) 中 的 次 内 必须 熟知 , 这 对 于 分 析 问 
题 是 很 有 帮助 的 .以 后 在 第 - 章 $ 2.6 中 ， 我 们 还 会 以 简便 的 方 
法 获得 这 一 次 序 . 

例 5 求 下 列 无 穷 大 量 的 数量 级 : 


2 | = SR 
i (z->D， wwV35TT (re>0%). 


解 ”因为 


7? 二 4 -上 2 
{x1 C1 (Xi 1 > 


显然 当 z->1 时 蕉 数 量 级 征 2. 2 


所 专 


改 V 247 一 1 当 z->oo 时 数 昌 级 足 1. 


习 题 
1， 问答 下 询问 题 ; 
(1》 何 说 无 穷 小 (大 ) 量 ? 
(2) 如 位 比较 元 穷 小 ( 大 } 才 的 阶 ( 数 明 级 }? 
(3) 何 滑 外 阶 死 穷 小 (大 ) 的? 


(4) ol|z—als), 0( 直 ) 是 什么 意思 ? 
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2， 求 下 列 无 穷 小 量 或 无 穷 大 量 的 阶 ; 
(1) 2 一 378 十 z20 (z->0). 
(2) zz 一 5r3 十 zx20 (go20). 


(3) oz QI 十 十 全 -2 十 ny oo 天 0，(Z-> 十 co)。 


(4) i (r->cao)、 (5) za 一 3z 十 2 《z->1T)。 
(6) -2 (w>+00) (7) 于 (s»1). 
Y3 一 3z 十 ] Sinnz 


(8) /zsinz (z=>0+), (9) ~V zt+a/ ss (>0+), 
(10) ~ ra {x-> -上 co)， 


(11) WII 二 xz 一 -TY (Z->0)。 


(12) fsinT (z+ 00). 

{13) (1 十 (二 z2) (1 十 2%?) (zw 二 十 00)。 

(14) AT 十 1 一 TsSinz (x—>0). 

(15) VITA I (zx-> 十 cc)， 

(16) sin (VITVITVY iV) (z->0+)。 

3， 设 afzZ) 一 0 (rz->zo ,证明 当天 >zo 时 

(1) ofta 人 2)) 十 ofato]) 一 2(0a(z))， 

(2) ofcztz)) 一 oatr)), 共 中 中 是 常数 . 

{3) R(x) oiatr)) =ota(r) (7)), 共 中 B(x) 有 界 . 
(4) Lola(tw)) i =o(Ta(r) 1*). 


5 EE es 
(5) TT ay 1l—a(lr) to(a lr)), 
4。 用 等 价 无 穷 小 其 镍 换 的 办 站 求 下 列 极限 : 
Sin HX vig 
(1) limsi Sin nx. 人) Lamaims (1 一 COS 人 六 
(3) im +e Ll Ci ln tl 
z-u0 feosy r-0 ]— chs? 
站 和 
《人 (6) lm 1 el, 人 
ra oD 小 Ee sin 2 


5 设 范 数 f(r 一 1, 2,…) 的 定义 域 为 (0, 十 00), 是 当 x> 十 oo 有 f(x) 
5 99 。 


都 是 无 穷 大 显 ， 试 在 (0, 十 co) 上 构 进 一 个 函数 二 当 z> 十 ce 时 了 (一 co 的 
阶 比 任 何 f(x) 都 高 ， 


第 四 节 连续 蚊 数 
$ 4.1 函数 的 连续 性 
实用 中 最 常见 的 一 些 变量 关系 往往 都 有 一 个 特点 ; 当 自 变量 
的 变化 很 小 时 , 因 谈 最 的 变化 也 很 小 ， 例 如 , 气温 随时 间 变 化 ， 只 
要 时 间 的 变化 很 小 , 气温 的 变化 就 会 很 小 ， 再 如 , 自由 落体 的 位 移 
随时 间 变 化 , 只 要 时 间 充 分 地 短 , 位 移 的 变化 也 会 很 小 ， 对 于 这 种 
现象 , 我 们 说 , 因 变量 关于 自 变量 是 “连续 ”变化 的 ， 在 建立 了 极限 
概念 以 后 ， 我 们 就 可 以 用 极限 和 “e-5” 语 言 来 确切 表述 这 种 连续 
定义 1 设 函 数 了 在 一 点 x 的 附近 有 定义 , 如果 
lim {(7) = f(z0), 
则 说 了 在 点 zo 是 连续 的 , zo 是 了 的 连续 点 ， 用 “e-6? 的 语言 来 说 ， 
这 就 是 , 任 给 e>0, 存在 6.>>0, 当 |z 一 zol<8. 时 
LAz) 一 Flzo)| <e. 
注 ” 存 此 连续 的 定义 中 ， 不 须 像 极限 的 定义 那样 把 x。 除外 . 
我 们 青 一 些 例子 ， 由 极限 的 四 则 运算 容易 明白 , 有 埋 范 数 民 


ot ni 二 Gn 
R(z)= borT+ brm ld bt bn 


在 其 定义 域 中 的 每 一 点 上 都 是 连续 的 ， 在 上 一 节 中 我 们 看 到 ， 函 
数 sin,eos(83.2(5)，(6)) 和 指数 函数 (83.2 例 4) 在 点 z=0 都 
是 连续 的 . 

例 1 设 f7Y)=~MVx(x>>0)， 征 明了 在 每 一 点 xo>0 都 是 连 
续 的 . 

证 明 ”因为 
TOD ， 


人 [|x —zo | 


[I were! Mx! rc 六 1w 一 rol. 0 
例 2 证 有 明 下 到 函数 在 点 zo 二 0 不 连续 : 


1 

zZ2， 20， (zsin — +¥0 

1° f(z)= SE We 

z+ 1, 2>0. U 二 

2 ‘2 ze0, i +0, 
Oe 4 F(z)=】 "了 

0 X—0, 0, =D 


证 明 1” 因 为 1(07) 一 1, 了 (0 )=0, 所 以 了 在 x=0 无 极限 ， 
当然 在 该 点 不 连续 (图 39)， 


EF 
0 了 
39 40 


2” 央 为 
limf(z)—= 0x1= 了 (0), 

即 了 在 z=0 虽 有 极限 但 不 等 十 (0)， 所 以 在 读 点 也 不 连 线 ( 图 
40). 

3° 因为 limf(2)= Teco, 所 以 了 在 +=0 不 连续 (图 41)， 

4” 内 为 了 在 z=0 无 极限 ($3.2 例 3)， 所 以 了 在 谈 点 不 连 
续 ( 图 42). 昌 

各 图 数 了 在 一 点 zw 不 连续 , 则 zw 叫做 了 的 间断 点 , 了 在 点 
有 间断 .车 f(xo-0) 和 f(zo 一 0) 痢 存在 ,有限 ,但 

" 10I* 


em ER Eh Se PL i rE 


flxo—0) fro tO) 


或 
f(xo—0)-= f(rot+0)Af(ro) 

《如 例 2 中 的 和 2) 则 xzo 册 做 子 的 跳跃 点 ， 了 在 点 ze 有 一 个 
跳跃 . 但 对 于 后 一 种 跳跃 点 ze， 显然 具 委 改变 图 数 在 点 xo 的 值 ， 
就 可 使 其 在 zo 连续， 因此 这 一 种 跳跃 点 x0 又 叫做 “可 改 不 连续 
点 "， 旭 例 2 中 的 2”, 只 要 改 成 f0) 一 0， 则 了 在 z=0 就 连续 .而 
前 一 种 跳跃 点 zo 是 无 法 改变 为 连续 点 的 ， 例 2 的 工 中 的 点 2 二 0 
属 此 .跳跃 点 六 叫做 第 一 种 间断 点 ， 非 还 跃 的 间断 点 叫做 第 二 种 
间断 点 ， 在 例 2 中 ,1° 和 2” 中 的 x~ 0 是 第 一 种 间断 点 ，3" 和 4” 
中 的 z=0 切 第 二 种 问 断 点 ， 

刀 采 函数 三 在 -一 点 zo 有 有 限 的 极限 4, 但 了 在 ze 无 定义 ， 我 
们 就 补充 定义 所 za 一 4， 这 样 了 就 在 点 zo 连续， 例如 设 (7*)= 


zsin-, 旭 了 在 ze 无 定义 ;但 limf(z)= 0 因此 我 们 就 定义 1(0)= 
0, 这 样 了 便 在 z= 0 连续 ， 以 后 遇 有 这 种 情形 我 们 就 不 再 作 说 明 . 
例如 , 车 7(z) = 三 nz, 则 就 认为 1(0) 二 1( 见 $3.2 例 2). 

定义 2 若 函 数 f 在 一 点 zo 的 左 旁 有 定义 ， 且 f(zo 一 0)= 


* 了 02。 


fazo)， 则 说 了 在 点 zs 为 左 连续 .同样 定义 了 在 点 zo 为 右 连 续 ， 
俩 如 , 例 2 中 的 1° 在 x 一 4 左 连 续 , 但 不 右 连 续 . 

分 必要 条 件 是 了 在 ze 间 为 左 连 续 和 右 连 续 ， 
证 明 由 83.1 定 理 1 显然 . 


例 3 设 
人 xX 之 ]， 
f= z>1. 
讨论 函数 的 连续 性 . 


解 ”函数 广 在 z 尖 1 的 点 上 显然 都 是 连续 的 ， 又 
FI 一 0)=1T， f(1+0)=0, 

所 以 了 在 + 二 1 不 连续 ,x 一 1 是 跳跃 点 ， 但 因 f(1) = 二 0， 所 以 了 在 
z= 工 布 连续 

如 果 区 间 了 含有 端点 ， 除 去 端点 后 所 得 开 区 间 记 为 1*， 例 
如 , 苦 了 =[a, 5), 则 了 ?二 (a 0; 项 了 一 (一 oo,o]， 则 忆 一 (一 co， 
a).， I* 中 的 点 叫做 了 的 “内 点 ”. 

定义 3 若 函 数 了 在 区 间 工 的 每 一 点 上 都 连续 ， 则 说 了 在 了 
上 连续 , f 是 了 上 的 连续 流 数 . 

但 要 补充 说 明 : 如 果 了 含有 左 ( 右 ) 端 点 , 则 了 在 了 上 连续 的 意 
思 是 在 1” 上 连续 ,在 左 ( 右 ) 端 点 上 市 ( 左 ) 连 续 . 

例如 , 例 3 中 的 函数 在 (一 oo, 1) 上 是 连续 的 , 在 [1, + ce) 上 也 
是 连续 的 ， 但 在 (一 co, 1 上 不 连续 , 因为 它 在 z 开 不 左思 续 . 

如 果 区 间 了 是 函数 的 定义 域 , f 在 工 上 连续 , 则 径 称 了 是 连 
续 函 数 ， 这 一 约定 同样 适用 于 其 它 一 切 类 似 的 定义 , 不 青 作 说 明 . 
例如 , 若 说 了 是 单调 函数 , 即 是 说 了 在 其 定义 域 上 是 单调 的 . 

如 果 函 数 了 在 区 闻 了 上 连 绪 , 则 在 直观 上 其 图 象 y 一 (7)(xE 
了 ) 是 一 条 不 断裂 的 “曲线 *， 这 是 连续 的 见 何 意义 ， 区 间 上 连续 函 

ee 了 人 3 。 


数 的 图 象 叫 做 “连续 曲线 "， 关 于 连续 曲线 的 概念 ， 我 们 在 第 二 册 
第 五 党 中 还 要 给 出 一 般 的 定义 . 

例 4 证 明 sin, cos 和 指数 函数 都 是 连续 明 数 . 

证 明 已 知 sin 和 cos 在 z=0 都 是 连续 的 ,现在 数 轴 上 任 取 
一 点 x0, 则 C8§ 3.2 习题 6(5)) 


limsinx= limsin(o0h)=lim( sinrocosh+ cosrosing) 
T+xp kD hs0 


= sin fo. 
印 sin 在 共 整 个 定义 域 是 上 连续 ， 所 以 是 连续 阴 数 .同样 可 证 cos 
关 十 指数 函数 , 我 们 已 知 当 a>>0 时 ima 一 1( $3.2 例 人). 设 
zo 是 数 轴 上 和 任意 一 点 , 则 


lima” = lima™*=1lima ea’ = dae, 
TAI0 n+*0 上 全 人 0 


旭 此 数 函数 在 其 整个 定义 域 吕 上 连续 , 是 连续 函数 . 口 

定理 2 ” 若 国 数 上 和 9 都 在 一 点 zo 连续 , 则 函数 

f+ig, fg, f/g 《80zo) 天 0) 

也 都 在 xz。 连续 . 

证 明 由 定义 1 和 83.2 定 理 3, 尼 和 然 . 0 

例 5 ”研究 国 数 姬 的 连续 性 . 

和 解 ”因为 tg= sin/cos, 而 月 例 4，sin 和 cos 都 是 全 忌 上 的 过 
续 国 数 , 所 以 出 定理 2,tg 在 cos 不 为 6 的 地 方 , 即 在 其 定义 域 上 上 是 
连续 网 , 所 以 tg 是 可 续 国 数 . [ 

定理 3 衣 函 数 了 在 一 点 ro 连续 。 令 * 一 gt) 得 

f(x)= g(t). 
如 果 当 二 >to (to 十 0, 土 00, 500) 时 7 二 g(tt)->z0, 则 
tg £)— f(xo). 

证明 任 给 e>0, 由 定义 二 存在 6>0, 当 |+ 一 zo1<6 时 

。70 咎 。 


{f(7)— f(r0) | <e. 
再 由 关于 wo 的 假设 , 又 存在 &>>0, 当 0<1t~to| < 过 时 
[p(t)—zol<e. 
所 以 
[gt)—f(r0)| = | fp(t)— f(r) | <. 
这 就 证 明了 定理 ,0 
例 6 求 lim sin(~/ n rf/2). 
解 令 z=g(n)= 必 Nxj2, 由 定理 3 和 $2.2 例 6 得 


lim sin (~ Rx/2)—=1limsing = 1. 中 
他 + 工本 


定理 4 (复合 函数 的 连续 性 ) 设 函 数 w 在 一 点 to 连续, 晴 数 
了 在 上 后 X00 二 (io) 连续, 则 复合 通 数 foq 在 点 to 连续, 
证 明 由 定理 3 和 的 连续 性 ， 
limfop(t)=f(20) = fop(to). 0. 


例如 ， 由 定理 2 和 定理 4 立即 可 知 下 列 式 子 定义 的 函数 都 是 


Fr 二 es (zA1), gr)=sin(l+v x) (x>0), 


shz 一 一 一 2 和 chr— 4 ee (rER). 


例 7 设 F(z)=NMxi Nr+vV wz (7 全 0), 研究 函数 了 的 连 


f(z)—=z 和 g(xz)=Vw (x0), 
由 

(f(r7)=2+v x, 70, 

gelf -+L)= Mr rt, 


ww 了 ODS 。 


(f+ gf HOE) ETT, z>0, 


go(f -tgo(f t+9))(7)= -Mt rE Hrs 之 0， 
因为 了 和 了 都 基 区 间 [0, 一 co) 上 的 连续 函数 ， 反 复 应 用 定理 2 和 
定理 4, 即 知 请 = ge(f 十 gelf+9)) 也 是 [0, -i- 20) 上 的 连续 函数 .0 
以 上 我 们 介绍 了 蝴 数 连续 的 概念 ， 并 有 具体 地 研究 了 一 些 初 等 
肾 数 的 连续 性 .那么 ， 是 再 一切 初等 函数 孝 是 连续 的 呢 ? 这 个 问 是 
到 § 4.3 中 央 可 知道 ,答案 是 肯定 的 


习 题 
1 回答 下列 问题 ， 
(1) 响 数 在 一 点 连续 足 什么 意思 ? 
(2) 函数 在 “点 撕 连续 和 右 连续 各 是 什么 忘 思 !， 这 和 连续 有 何 关 系 ? 何 
谓 连 续 国 数 * 
(3》 晴 数 的 光世 点 是 什么 意思 ? 间断 点 有 哪儿 种， 
(4) 设 jz) =zsin 二 , 则 函数 的 定义 城 可 如 休 理 解 ? 


(5) 让 1 =sin = 能 否定 义 了 (0) 使 其 丰 z=0 连续 ? 
(6) 设 甬 数 f 在 一 点 不 附 近 有 定义 , limf izwo 十 有 二 了 Cw) ， 这 是 否 表 示 
在 mm 连续 。 Wi 

(7) 设 冰 数 了 在 一 点 z 附近 调 定 义 ,limi 了 (ze 十 下 一 于 (zs 一 由 ] 一 0， 这 
是 否 表 未 了 在 ze 连续 ? 

(8) 一 个 区 同上 的 连续 轩 数 在 有 理 点 都 为 0. 这 是 什么 项 数 ? 

(9) 为 什么 不 引用 8 3.2 定理 7 来 证 明定 再 3? 

2， 和 研究 下 列 式 子 定 文 的 国 数 了 在 zx=0 的 韦 续 性 : 


(1 了 (oO 一 |z|， {2) 了 (2) 一 
,tan se0, et 
(3) fom (4) fo = 
全 一 在。 10, Y=0. 
aN , 
(5) ft Tar TAD, og 
a 《6) fr) = sgnsiny, 
1, 元 一 0， 
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一 -一 rn 一 一 er 


3. 定 出 a.b.6 使 归 数 下 


—-1, ys 扫 - 一 了 ， 

a |z| <1, 2 
f{x) 一 

0， 5 一 0， 

1, TT 守 1 


为 一 连续 函数 . 
4， 求 下 列 极限 : 


(CD limvV 一 2% 二 (2) limV/ zsin 3 
Zz72 五 -1 
| 
ge et 
人 lm zi I 
,1 十 SA 
4) limsin ~ i 元 
(4) lmsin Ts (5) limtg jes 
: :. 了 
(6) lim zx*, (7) limsin( zsin 过 小 
外 全 全 Ee v» 


5， 过 论 函 数 f+9g 和 fg 在 xzo 药 连续 性 , 设 

(1) 了 在 ro 连续 ,9 在 zo 不 连续 . 

{2) 了 和 9 在 zo 都 不 连续 . 

6。 设 了 商 数 子 在 zx, 壕 续 , 则 | 了 i 和 所 部 在 56 连续， 反之 是 再 成 立 ? 


7， 设 函数 了 在 zz, 连续 ,了 (zo) >0, 则 当 z 充 分 靠近 各 时 (四 > f {zo) 


>0. 
8， 设 阴 数 和 9 在 z 连续, 又 
F(T) —max(f(ln), gr)), Gn =min(f (x), g(x)), 
则 沙 数 了 各 也 不 zo 连续， 
9. 设 
六 (zz 一 maxfffzl,0). f(r) = — mintfy), 0), 
试用 六 和 扩 表 示 了 由 题 8 可 得 什么 结论 
10， 没 函数 只 有 村 改 不 韦 续 点 , 定义 gfm 一 limf (办 ， 则 g 是 一 连续 
函数 ， 
11， 座 函 数 g 在 县 二 单调, 定 六 8(0) 一 9 十 0), 则 全 在 吾 上 右 连 续 。 
12。 讨论 §$ 8.1 习题 5 中 的 区 数 的 连结 性 ， 
13， 设 函数 在 证 上 连 综 , 世 著 一 切 x, 有 f(z 十 四 二 f(g) 十 f(y). 诈 
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明 了 (2z) 一 ad 对 -… 雪 YER 成 立 , 共 中 为 一 常数 . 
14， 设 & 和 8 是 两 个 大 于 1 的 常数 , 国 数 了 的 定义 域 为 五 ,在 2 一 0 附近 
有 界 , 且 对 于 一 切 xER 有 f(az) 二 bf (xz)， 证 明了 在 z=0 连续 . 


8$ 4.2 连续 晃 数 的 性 质 

琉 在 我 们 要 介绍 连续 函数 的 一 些 比较 深刻 的 性 质 ， 这 些 性 上 质 
是 徽 积 分 学 以 至 整个 分 析 学 经 党 要 用 到 的 .它们 的 证 明 都 依 御 于 
实数 的 连续 人 性 .为 了 便于 初学 者 学 习 ， 我 们 把 实数 连续 性 的 各 等 
价 命题 和 连续 消 数 这 些 性 质 的 证 明 都 安排 到 第 四 章 . 这 些 性 质 在 
直观 上 都 是 很 清楚 的 ， 因 此 理解 它们 并 不 难 .， 在 $4.1 中 我 们 曾 
经 谈 到 , 如 果 国 数 了 在 一 个 区 间 上 连续 , 则 方程 y= 了 (Zz) 在 坐标 平 
面 上 表示 一 条 连续 曲线 , 一 条 没有 断裂 的 曲线 , 这 是 我 们 要 讲 的 一 
些 性 质 的 直观 背景 

定理 1 { 零 值 定理 , B. Bolzano) 设 了 是 区 间 [e, 所 上 的 连续 
函数 , 且 f(a) 和 了 (5) 蜡 号 ， 则 至 少 存在 一 点 cElta，5) 使 得 Fec) 
=0. 

因为 f(Q) 和 (9) 蜡 号 , 所 以 点 (gs, fq) 和 点 (5, 有 (5)) 位 于 
轴 的 上 下 两 进 , 因而 联结 这 两 点 的 连续 曲线 y= 二 f+) 必 定 要 与 x 轴 
相交 , 设 交 于 点 (ec, 0, 则 就 有 ftce) = 二 0( 图 43), 严格 的 分 析 证 明 见 
第 四 章 8$2, 1. 


。 ID8， 


注定 理 中 关于 函数 连续 的 条 件 是 不 可 缺少 的 ， 函 数 只 要 在 
区 间 中 有 间断 点 ， 定 理 的 结论 就 
不 一 定 成 立 ， 例 如 , 设 

—1, 20, 

Lo 
(图 44)， 则 f( 一 = 一 1, 了 (1) 
二 1 异 号 , 但 不 存在 cS( 一 1, 了) 使 
fc)=0. 这 是 因为 现 数 了 在 x 一 
0 有 一 跳跃 . 0 


例 1 证 明 方程 2 一 4z 在 区 间 (0 于) 中 有 根 , 


证 明 设 f(z) 一 2 一 4z,0<<z 芝 十， 则 就 是 要 证 函数 在 (0， 


评 ) 内 有 零点 (即使 f(z)=0 的 点 起. 因为 1(0)=1>0, 和 天 译 )= 


V3 一 2<0; 又 因 f 在 区 闻 | 0 去 | 上 连续 ， 所 以 由 定理 1 必定 存 
| 
在 ee(0, 计 ) 使 1(c)0. 1 


例 2 证 明 实 系数 的 三 次 方程 必 有 实 根 . 
证 明 设 f(7) 一 x 上 px?-+qz 十 7 (zxER), 其 中 P47 均 为 实 
数 ， 现 在 我 们 米 证 明了 有 零点 ， 因 为 


lim f(7)= lim (1 了 了 ++ 再 )=+%， 
i 2 3f1. Pp, ”7 和 
lim f(z)= lim 7 (1 : 卫 + 训 二 各 )= 一 0%， 
所 以 必 有 ww 和 5 使 a) 二 0, (058) 二 0, a<b. 而 是 连续 函数 , 帮 
在 (ec,p) 中 必 有 cc 使 fc)=0.D0 


从 定理 1 容易 推出 : 
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定理 2 ( 介 值 定理 ) 设 函 数 了 在 区 间 [e,， bo 上 连续 ， 天 是 以 
ja) 和 F2 为 端点 的 闭 区 间 , 则 对 于 任 一 rEK， 必 有 一 点 cE[a， 
5b] 使 f(c)=r+， 也 就 是 说 , fC[e, 拉 ) 二 天 

证 明 只 须 考虑 f(a) 冯 7r 关 f(5) 情 形 、 不 妨 设 Rs 
Fa)， 令 

F(X)=f(t)--r, xEfa, 51. 
则 也 是 [a， b] 上 的 连续 函数 ， 且 Fo) 一 0, (5)>>0， 于 是 由 定理 
], 必 有 一 点 cE({a,5) 使 F(c) 一 0, 即 f(c) 一 7?, 中 

这 个 定理 进一步 告诉 我 们 , 在 区 间 [o, 5j] 上 的 连续 函数 ， 它 的 
变化 是 连续 不 断 的 , 它 必须 经 过 f(a) 和 了 (5) 之 问 的 一 切 数 值 . 

推论 若 上 是 定义 在 区 间 了 上 上 的 连续 函数 ， 则 值 域 了 一 六 万 
也 是 一 个 区 间 ( 可 以 退化 为 一 点 ). 

证 明 如 果 王 是 常 值 函 数 ， 则 J 退化 为 一 点 ， 如 果 了 不 是 党 
值 的 ， 则 了 自然 不 是 独 点 集 ， 在 J 中 任 取 两 点 名 过 yp， 则 在 了 中 
有 两 点 z 和 zs 使 fx 一 护 ，F(zs):: 加 由 定理 2 易 知 [3 
yz]， 而 y; 和 ys 是 任意 的 , 所 以 了 必 是 一 个 区 间 . 0 

不 难 明 白 , 这 个 推论 与 定理 2 是 等 价 的 , 它 是 定理 2 的 等 价 形 
式 ， 

定理 3 ”投了 是 定义 在 且 界 闭 区 间 [a, 8]. 上 的 连续 函数 , 则 了 
~- 定 有 最 大 值 到 和 最 小 值 mx. 

这 个 定理 的 意思 就 是 说 , 至 少 有 -一 点 mmE[a, 5], 使 得 f(x) 二 
民 , 且 对 一 切 xE[a, 45] 有 

- /2 
又 至 少 有 一 点 zsE5a,5]， 使 入 f(x2) 一 m， 且 对 一 切 xE[a, 6b] 有 
fT) mm. 
并 和 和 吏 分 章 就 是 三 的 最 大 值 和 最 小 值 , 即 最 大 的 和 最 小 的 函数 值 . 
这 个 定理 的 证 明 见 第 凹 章 3 2. 1. 
。 了 JJO。， 


定理 2 和 定理 3 告诉 我 们 : 
有 界 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 晴 数 x 
f, 其 值 域 f([e, 5]) 也 是 有 界 闭 
区 间 [m, M]( 图 45). 

注 定理 2 中 的 区 间 必 须 同 
时 是 有 界 的 和 闭 的 例如, 设 | 
7z) -=z, 则 国 数 了 在 有 界 区 问 [0，2 
1) 和 闭 区 间 [0， 十 ce》 上 都 是 连 图 45 
续 的 , 但 显然 了 在 这 两 个 区 间 上 都 无 最 大 值 . 

例 3 设 


fz) 一 了 二 


I 
证 明 冰 数 / 有 界 . 
证 明 ”办 为 对 一 钱 zEBR 有 

1—2 r=(1—r) :+2 >0, 
所 以 了 的 定义 域 是 R， 显 然 f 是 连续 函数 ， 因 为 imf(z) 一 0， 所 
应 在 在 A>0， 当 lzlj>A 时 jz)1<I 特别 ，f 在 有 界 闭 区 间 
[一 A, A] 上 是 连续 的 ， 因 此 出 定理 3, 在 [一 A, A] 上 有 最 大 值 和 
最 小 值 , 所 以 了 在 [一 A, A] 上 有 和 界 ， 设 

f(x) <L, |r|<A, 

则 最 然 

[六 2 [maxtL, 1), rEeR. 


芭 沁 有 界 . 0 


习 题 
1]1， 人 启 答 下 列 阿 题 : 
(1) 有 埠 值 定理 是否 对 区 间 [e. 5 于 的 … 切 苑 数 都 成 立 ? 
{2) 区 间 上 的 连续 函数 的 值 域 有 何 特征 ? 
ss 了 了 II。 


《3)》 如果 区 间 上 的 蝴 煞 的 值 域 是 区 间 , 则 是否 一 定 是 连续 国 数 ? 

(4) 图 数 的 最 大 值 和 最 小 值 是 什么 意思 * 

(5) 有 界 闭 区 同上 的 消 数 是 否 都 有 最 大 值 和 最 小 值 ? 

(6) 了 闭 区 间或 有 界 区 河上 的 连续 函数 是 否 都 有 最 大 值 和 最 小 值 ? 

(7) 有 界 闭 区 间 上 的 连续 晨 数 是 否 一 定 有 界 ? 

(8) 有 和 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 值 域 有 何 特征 ? 

2. 设 硝 数 了 在 区 间 了 上 连续 ， 卫 当 zEI 时 f(x) 关 0， 则 了 在 了 上 不 
变 号 ， 

3 设 函 数 了 在 开 区 闻 (o, 加 上 上 连续 , 且 f(a 十 0)，f(b 一 0) 蜡 号 , 则 存在 
eeEta,a) 使 了 (c) 一 0， 

4， 证 明 : 

(1) 方程 x 一 3x 十 1 二 0 在 区 和 间 [0, 1 中 育 根 . 

(2) 方程 x2* 二 1 在 区 间 10,1] 中 有 根 . 

(3) 方程 ( 实 系数 ) 

CE rn 二 anti=0 

至 少 有 一 实 根 . 

(4) 方程 ( 实 系 数 ) 
Tn 0 zn 0 
至 少 有 两 个 实 根 . 

(5) 方程 


1 十 ES 十 0 一 0. gi. 02， 3>0, A A 
x pp zr A» T As 


在 区 间 (.. 7s) Rr CA As) 中 各 和 -一 想 . 

(6) 方程 z 一 Asinz=0 (0=<72 1) 有 内 一 -的 根 ， 

(7) 方程 z 一 hsinz 一 D 007<1,8 人 > 的 在 10,4 十 下 中 有 一 根 ， 

(8) 方 积 sing 一 二 有 无 穷 多 个 根 ， 

$。 证 明 存 在 唯 一 的 连续 范 煞 对 一 - 切 xER,y 二 f(x) 满 是 Kepler 方程 
Y 一 4sing 一 2， OSA 

6， 设 函数 了 和 在 区 人 闻 [Ta, B81 二 连续 , 证 盎 : 

(1) 存在 cE[4, zj 使 
fo = 二) 上 TCD 1， 


* II2* 


a 


《2) 车 0<4 委 1 则 存在 ct[a, 相合 
fto)=Af(a) + (1— A)FOD). 
(3) 车 2,…, znEig,b1, 则 存在 cEia, 台 使 
f(r) tf rn) 
fle) i i; 


内 
(4) 若 ranE[e, 区 ,又 四 四 0, 且 5 一 1 则 存在 cq, 如 


了 一 1 


使 
f(c) 一 了 tf(z0. 


T=1I 
7. 设 请 数 了 在 区 间 [a， 十 >) 上 连续 ， lim f(z) 存 在 有限 , 则 了 在 [6 
十 吕 ) 上 有 界 . 
8， 设 尔 数 了 让 情 上 连续 , 且 limf(z) 存 在 有 限 ， 则 了 必 有 最 大 值 或 万 小 
9，(Brouwer) 设 函数 下 在 闭 区 问 [4,51 上 连续 , f(a,5]) 叶 -a,5], 则 
在 ta, 8] 中 必 有 一 “不 动 点 "， 即 有 一 点 zo ELa,81 使 (zo) 二 zo 
10. 设 函 数 闻 和 9 在 [a, 5] 上 过 续 ,了 音调 , 瑟 有 xia,81 使 
gn) =f {ra +1), EN 
证 表 必 有 一 点 zut[a,5] 使 (x60) 二 9(26). 
11。 设 务 数 在 区 则 [a, 二 co) 上 连续 有 界 ， 则 对 于 每 一 数 人， 存在 数列 
xn > 十 cc 使 
im f(r 二 人) 一 J(zn)] 二 0 
提示 :不 妨 设 4 之 0. 如 果 存 在 自然 数 % 使 得 
Hz 一 入 一 FDI 一 


对 一 切 * 送 2 成立 . 则 可 证 
lim 了 (2 十 阅 和 一 co 


§ 4.3 反 函 数 的 连续 性 
在 $1,3( 定 理 3) 中 我 们 已 经 知道 , 严格 单调 的 函数 有 有 反 陪 数 ， 
区 闻 数 也 间 样 荐 严格 单调 的 ， 现 在 我 们 要 进一步 钱 究 反 弛 数 的 连 
* 113. 


续 性 ， 先 讲 一 个 引 理 . 

引 理 1 设 函 数 9 在 区 间 上 单 调 ， 如 果 7 了 =9(.7) 是 一 个 区 
间 , 则 9 在 > 上 连续 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 设 9 非 减 . 《 反 证 ) 设 了 一 9(J) 是 一 个 区 
间 , 而 9 在 J 了 上 有 一 个 间断 点 zo, 则 两 个 不 等 式 

g(rto—0)g (Cr), 9(zo 士 0) 天 898CzZo) 
中 至 少 有 一 个 成 立 ， 不 妨 设 第 一 
个 成 立 . 由 于 9 非 减 ， 我 们 得 到 
g(x0—0) < gro), (zy) 

并 且 当 zx<rol9g(7) 寺 g(x0 一 0), 
当 YY 之 加 时 9(x0) 人 9(X)， 这 样 ， 
了 便 位 于 区 间 (g(x 一 0), 9(zo)) 
的 两 方 (图 46)，7 就 不 能 是 一 个 
区 间 ， 这 与 假设 了 矛盾 . 了 图 46 

定理 1 设 了 是 定义 在 区 问 工 上 的 严格 单调 的 连续 国 数 ， 值 
域 为 字 则 反 函 数 六 2 定义 域 为 了 , 也 是 严格 单调 的 连续 图 数 ， 

证 明 由 84.2 定 理 2 的 推论 , 7 是 区 间 . 由 $1.3 定理 3, 
有 严格 单调 的 反 铺 数 广 ， 其 定义 域 为 区 间 J， 值 域 为 区 间 I， 再 
由 引 理 1 便 知 广 : 是 连续 国 数 . 0 

我 们 已 经 知道 ,在 基本 初等 销 数 中 , 三 角 函 数 和 指数 函数 是 连 


i 


续 的 ($4.1 例 4 例 5)， 因 为 让 弦 sin 在 区 间 | 一 下, 下 | 
续 的 (84.1 例 4 例 5)， 因 为 让 张 sin 在 区 间 | 一 过 ,各 | 上 严格 音 


g(zo—0). 


调和 连续 ，sin( 一 子 )= 一 1，sin 子 = 所 以 sin( |- 于吉 |) 


[一 1, 二 ,由 定理 工 反 国 数 arc sin 是 连续 时 数 ,定义 域 是 -一 1, 11. 
同 理 arecos 也 是 连续 函数 ， 定 义 域 是 [一 J,1]， 因为 tg 在 区 间 


(一 于 至 ) 上 严格 单调 和 连续 ，tg( 一 对 + 0 )= 一 0, t8( 立 0 ) 


1114。 


一 co, 所 以 始 ( 一 于 ,至 )= 忌 由 定理 1， 反 国 数 arc 记 是 连 姜 


函数 ,定义 域 是 R， 因 为 以 a (不 妨 设 ae>1) 为 底 的 指数 函数 在 五 
上 严格 单调 和 连续 , lima =0，limer= 十 co， 所 以 其 值 域 是 区 间 
(0, 十 co). 由 定理 1, 反 函 数 logs 是 连续 函数 , 定义 域 是 (0, + 00). 
再 由 834. 1 定理 4, 因为 zw 一 es(z>0),， 所 以 需 国 数 是 连续 函数 ， 
定义 域 是 (0, + co)， 这 样 我 们 使 知 道 了 所 有 基本 初等 函数 都 是 连 
续 的 因为 初等 函数 是 由 基本 初等 男 数 经 有 限 次 四 则 运算 和 复合 
而 成 的 , 所 以 由 $4. 1 定理 2 和 定理 4 就 得 : 

定理 2 ”初等 函数 是 连续 函数 ， 

既然 初等 函 数 是 连续 的 , 则 在 其 定义 域 中 任意 一 点 zo 处 求 极 
限 只 要 将 zo 代入 就 可 以 了 ， 例 如 

limw 3z 十 M27—1=a/ 3.1 V2.1—1=2, 


limln(sin?z cos x)= Iin( sin? 字 十 cos 吾 )= 0. 


如 
工事 
2 


注 以 上 我 们 由 三 角 函 数 和 指数 函数 的 连续 性 和 单 亩 性 , 
应 用 $4.2 定理 2 的 推论 , 我 们 才 具 体 知道 了 它们 的 信 域 各 是 什么 
样 的 区 间 ， 从 诉 才 知道 了 反 三 角 哨 数 和 对 数 函 数 的 定义 域 各 是 什 
么 样 的 区 间 ， 在 $1.3 和 81. 4 中 我 们 虽 已 提出 了 反 三 角 函 数 和 对 
数 函 数 ， 但 由 王 那 时 我 们 实际 上 并 不 真正 知道 三 角 吸 数 和 指数 本 
数 的 值 域 ， 从 而 也 就 不 真正 知道 它们 的 反 国 数 的 定义 域 ， 所 以 只 
有 到 了 现在 ， 我 们 才 算 弄 清楚 了 反 三 角 国 数 和 对 数 函 数 ， 这 也 就 
是 过 去 我 们 问 加 用 对 数 证 明 lima* 1(83. 1 例 9 ) 等 极限 的 原因 . 


习 题 
1。 同 答 下 列 问 题 : 
《1) 什么 样 的 限 数 有 连续 的 反哺 数 ? 
“115. 


{2) 反 王 角 函 数 和 对 数 函 数 为 什么 是 连续 的 ? 

(3) 反 一 角 范 数 和 对 数 国 数 的 定义 域 是 什么 ? 为 什么 ? 
(4) 初等 国 数 为 信 么 是 连续 的 

2.， 求 下 列 极限 : 


1l-vs 
CQ mn (2) lm 和 zj 
1l-v es 
(3) ni Ed dd Ne A 
a 2 十 了 a /z+1 
(5) Jim(1+ 包 ). (6) lim(1 十 过) 
me 有 工 -sa 2 
1 
(7) 1im(1L 一 Cr)=， (8) Uiml ee0+), 
I”30 ey 


《9) lim 所 一， 4>0. 提示 邻 y 一 a 一 1， 


T+*0 
{10) lim 包 填补 一 、， 提示 ; 入 (1 十 z)4 一 ey， 


补 - 诈 


(11) lm( +). a.b,.c 0. 


Es 


-|-T—r2 ‘rN a 
(12) lim (1—: ed rr ) ，|zi 1, 


(13) limvV 23X23.M2. 


(14) lim 1+ 去 1+ 计 -1 . 下} 


提示 : 考古 | 瑟 、 应 用 § 2.6 习题 5(2). 

3。 再 证 82.2 习题 10， 

4， 没 防 数 了 在 区 间 7 了 上 连续 , 且 是 一 对 -的 ( 即 有 反 列 数 ), 则 了 是 严格 
单调 的 ， 


* 了 16。 


第 二 章 ”一 元 函数 的 微分 
第 一 市 ”导数 和 微分 
$1. 1 引言 . 

在 第 一 章 中 我 们 讨论 了 极限 运算 ， 这 是 因为 数学 分 析 中 的 一 
些 运 算 都 与 极限 有 关 ， 现 在 我 们 来 讲 数 学 分 析 中 的 主要 运算 之 
一 , 即 一 元 且 数 的 " 求 导 " 运 

“ 求 导 ?就 是 获得 国 数 的 “导数 "， 蜡 数 概念 是 十 七 世纪 时 从 两 
个 问题 产生 的 , 这 两 个 问题 就 是 “ 急 线 ”问题 和 “速度 "问题 . 

1》 雪 线 问题 ， 我 们 考虑 由 方程 y= f(x) 表示 的 曲线 L( 图 
47), 在 上 .上 取 了 两 点 Polxo, 了 (zx0)) 
和 P(z, (7))， 联 结 Po 和 也 的 
直线 全 是 工 的 一 条 “ 割 线 "， 它 的 


斜率 是 
tg = 9 = 
当 X 阿 z 移动 时 ， 点 书 洛 着 志向 
点 Po 移动 ， 割 线 沁 也 随 着 变化 ， 
它 的 斜率 tgp 也 随 着 变化 ， 如果 0 


当 z->zo 和 5gp 有 极限 wa: 47 
dliniew dn! (=f) (1) 
Ee a Ea Two 


我 们 就 把 通过 点 Po 以 % 为 斜率 的 直线 To 叫做 曲线 工 在 点 Po 的 
“切线 ”， 这 就 是 说 ， 我 们 把 切线 看 作 割 线 的 极限 位 置 ， 关于 切线 
问题 , 我 们 在 第 二 册 第 六 得 中 还 要 进一步 讨论 . 

。177， 


2) 速度 问题 .对 于 “速度 "这 个 概念 ， 我 们 是 有 感性 认识 的 . 
例如 ， 一 辆 汽车 在 3 小 时 内 行驶 了 150 公里 ， 它 的 速度 就 是 -3 


=50 公里 /时 .但 这 只 是 它 在 三 小 时 内 的 "平均 速度 "， 实 际 上 ， 
汽车 在 这 三 个 小 时 的 行驶 中 , 可 能 有 时 较 快 , 有 时 较 慢 ， 显 然 ， 如 
果 我 们 要 进一步 知道 汽车 快慢 的 变化 情况 ， 就 需要 把 时 间 区 间 进 
行 缩短 来 研究 . 

一 般 地 , 考虑 一 个 质点 作 直 线 运 动 , 它 的 位 置 与 时 间 t 的 关 
系 记 为 =f(4)( 图 48)， 则 质点 出 时 刻 1 到 这 段 时 间 内 的 平 


vo a=f(t) 人 
图 48 
均 速度 就 是 
于 一 天) 
志 一 二 


如 果 志 非常 接近 二， 质点 在 这 很 短 的 时 间 内 的 快慢 变化 就 不 会 很 
大 ， 这 个 平均 速度 就 能 较 好 地 反映 质点 在 时 刻 上 和 上马 之 间 的 运动 
状态 ， 这 就 导 至 我 们 考虑 夏 极 限 , 令 1'>t, 我 们 把 极限 

vt) = im -AO (2) 
叫 散 质点 在 时 刻 t 的 “瞬时 速 讼 "或 简称 “ 术 度 ”. 

贬 时 速度 是 运动 学 最 基本 的 概念 ， 由 平均 速度 到 肯 时 速度 ， 
是 我 们 在 概念 上 的 一 个 大 的 飞跃 ， 下 面 米 说 明 ， 如 果 我 们 知道 了 
质点 在 每 一 个 时 刻 # 的 瞬时 玉 度 w(t), 即 知道 了 速度 函数 wm 则 就 
知道 了 质点 运动 快慢 的 全 部 变化 情况 ， 事 实 上 ， 任 意 固定 一 个 时 
刻 5 由 (2) 式 知道 ,只 要 4! 很 车 近 t 就 有 

vt) ~ HAD, 
所 以 


<“ 13。 


了 TCD)CE 一 二). 
如 采 ,2(#8) | 很 大 , 则 1zC00( 如 一 想 | 也 大 ,即位 移 变化 |f(2) 一 了 | 
就 大 ; 反之 位 移 变 化 就 小 ， 这 就 是 说 , 速度 钞 数 vz 反映 了 质点 运动 
何 时 较 快 , 何 时 较 慢 , 即 反映 了 运动 快慢 的 全 部 变化 情况 . 
综合 以 上 两 个 门 题 , 对 于 一 役 的 一 个 一 元 函数 , 我 们 考虑 比 式 
fr) fx) 大 2o 二 0 一 f(z) 


化 0 
其 中 zz 一 x0-1 加 ， 上 起 的 分 子 表 示 当 自 变量 由 zo 变 到 xz-=z0o+ 娘 肝 
渭 数 值 的 变化 , 分 村 是 和 白 变 最 的 变化 , 比 式 表示 当 自 变量 x 由 z 变 
到 z+ 有时 次 数值 平均 灾 化 了 多 少 , 叫做 陪 数 的 “平均 变化 率 ”"， 这 
个 概念 , 在 儿 何 上 就 相 扫 于 割 线 的 斜 末 , 在 物理 上 就 相间 于 平均 速 
度 .， 癌 样 , 当 x->zo 印 和->0 时 如 果 比 式 的 极限 


1 42)— fa) _ EAC ye) 


el te a 

蔷 在 并 且 人 在 限 ， 则 此 极限 就 叫做 邓 数 了 在 点 z 的 “变化 率 ”"， 这 就 
相当 十 切线 斜 兴 和 瞬时 速度 的 概念 . 

我 们 看 到 , 切线 斜率 和 瞬 计 速度 都 是 函数 在 一 点 的 变化 率 . 变 
化 六 问题 除了 有 极 大 的 普遍 性 以 外 ， 对 于 函数 的 研究 也 有 极 大 的 
重要 性 ， 因 此 我 们 有 必要 对 它 进 行 专门 的 研究 ， 函 数 在 一 点 的 变 
化 率 ， 通 常 虽 做 函数 在 一 点 的 “导数 "， 这 一 章 主要 是 研究 导数 并 
利用 已 研究 黄 数 的 性 质 . 


习 题 
1， 回答 下 列 丫 题 : 
(4) 质点 作 直 线 运动 . 何 谢 共 平 坊 速 讼 ;何谓 其 肯 时 速 嵌 ? 车 症 肝 刻 t 
的 速度 2 本 0 之 0), 则 说 明和 什 么 问题 ? 
(2) 质点 作 直 线 运 动 , 如 果 我 们 知道 了 它 的 速度 函数 ， 为 什么 说 我 们 就 
知道 了 它 的 快慢 变化 情况 ? 
*。 了 79 。 


(3) 曲线 y= 了 C2) 在 一 点 (xo, 了 (zo)) 的 切线 是 和 如何 定义 的 ? 
(4) 何谓 函数 在 一 点 的 变化 率 ? 它 反映 哪些 物理 量 ? 你 能 否 举 出 若干 ? 
2。 试 求 出 抛物 线 y==z? 存 点 (1,1) 钼 的 切线 ， 


$1.2 导数 概念 
前 面 我 们 由 几何 和 物理 癌 题 提出 了 负数 的 变化 率 ， 即 导数 的 
概念 , 现在 定义 如 下 : 
定义 1 设 靖 数 f 在 一 点 z 的 附近 有 定义 , 如 果 极 限 
1 flzth)—f(r) 
1m 天 


存在 , 并 且 有 限 , 则 说 了 在 点 z 为 可 导 ; 并 称 这 个 极限 为 了 在 点 
的 导数 ( 即 变化 率 》, 记 为 了 (zh), 即 
f(s) = limf + fe 


和 
用 “e-6” 的 语言 来 说 , 这 就 是 , 任 给 =>0, 存在 6>>0, 当 0<|8|<6 
时 
Lt) ps) <e. 


由 31. 1 知道， 曲线 ?二 大 Z) 在 一 点 (zo f(z0)) 的 切线 斜 闪 就 
是 导数 f(xo), 这 是 导数 的 几何 意义 ， 质 点 作 直 线 运动 ， 其 在 时 刻 
i 的 (瞬时 ) 速 度 就 是 位 移 函 数 了 在 所 的 导数 廊 (t, 这 是 导数 的 一 
个 物理 意义 . 

再 如 , 设 有 细 杆 48B( 图 49)， 记 4 端的 坐标 为 + 二 0, 彝 杆 在 区 
间 [0, x] 上 的 质量 为 m(x). 则 4 B 

m(z+h)—m(y) 0 
天 


就 是 细 杆 在 人 和 x 一 之 间 的 平均 线 密度 ， 如 果 导数 mw*(7) 存 在 ， 
则 wz) 就 电 做 网 杆 在 点 z 处 的 “ 线 密度" 又 如 , 以 纪 科 表示 由 
上 时刻 二 0 到 时 刻 通过 导线 截面 的 电流 ， 则 9'(2) 就 是 在 时 刻 
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的 电流 强度 .这 些 都 是 由 导数 反映 的 物理 量 ， 

例 1 求 正 弦 国 数 在 xz=0 的 导数 sia 0, 并 写 出 曲线 y 一 sinz 
在 原点 处 的 切线 方程 . 

解 由 定义 1 和 第 一 章 83.2 例 2， 


sing—sin0 ,, sin 
sin’O0 二 1im-- 一 -一 1im- 一 -一 一 1, 
五 二 0 中 


根据 导数 的 几何 意义 , 这 也 就 是 曲线 y= sinz 在 原点 (0,0) 处 的 切 
线 斜率 . 歼 所 求 切线 方程 是 
yg— x. 0 
定义 2 设 卫 数 了 在 一 点 4 的 布 变 [z,z 二 ?7 有 定义 , 若 极限 
je 让 各 4 f(z) 
存在 ,有 限 , 则 称 此 极限 为 了 在 点 z 的 右 导数 , 记 为 六 人 z) 同样 定 
义 左 导数 f(z). 
蜡 然 ， 汞 数 了 在 一 点 z 可 导 的 充分 必要 条 件 龙 右 导数 fF (7) 
和 诺 导 数 广 (z) 都 存在 且 相 允 , 这 时 
f(r)=f(7)=f (7). 
例 2 设 fz) 一 1z1( 图 50), 证 明 国 数 /在 xz 一 0 不 可 导 . 
证 明 ”因为 3 
fC0) -= lim L2H) lim kl, 


ha2D0*+: 址 


产 (0):= lim fA) 0) lim ed f 
Li Ah 


一 了 左右 导数 虽 都 存在 ， 但 未 相等 ， 0 2 
所 以 了 在 z-=0 不 可 导 .， 曲 图 50 

定义 3 设 国 数 了 在 区 间 了 工 上 和 定义 , 则 了 在 7 上 可 导 的 意 
思 是 :了 在 每 一 点 zE 太 都 可 导 ; 并 且 ， 如 果 工 含有 左 ( 右 ) 端 点 , 则 
了 在 无 ( 右 ) 端 点 上 有 右 ( 左 ) 导 数 ， 


» 了 2 了 。 


苍 国 数 卫 在 区 间 了 工 上 可 导 ， 则 对 于 每 一 点 zcE7 便 得 一 导数 
F(z) 鞠 z 是 左 ( 碳 ) 端 点 ， 则 万 (z) 是 有 ( 左 ) 导 数 f(x}(f(X))， 
于 是 使得 一 定义 在 了 上 的 函数 广 ， 叫 做 在 了 上 的 导 函 数 ， 导 沙 
数 也 简称 为 导数 . 

例如 , 例 2 中 的 国 数 六 易 知 当 z<0 时 大 (2 二 一 站 当 z>>0 时 
7(z)=]1. 又 所 (0)= 一 1 丰 (0)=I， 所 以 了 在 区 间 ( 一 co, 0 和 
[0， 十 co) 上 分 别 是 可 导 的 .但 由 于 了 在 ?=0 不 可 导 ， 所 以 它 在 
《一 co 十 ce) 上 不 可 导 ， 

下 面 我 们 先 米 计算 几 个 基本 初等 函数 的 导 落 数 . 

例 3 设 f7)=c (xzEBR)， 求 了 . 

解 ” 由 定义 1, 对 于 一 钱 zxG 刁 有 


f(s) =limi(s +h) -f(s) 0 


一 1im- 一 一 0， 
i530 忆 
即 常 值 困 数 的 导 函 数 是 0，0 
例 4 求 正 荡 图 数 sin 的 导 陆 数 . 


解 ” 由 定义 1 对 于 一 切 zEBR 有 


. 大 

. sin— 

sin 你 二 i h)— sinx_ lim- 二 cos( = 全 
五 0 4 no0 下 2 


再 由 第 一 章 $3.2 例 2 和 cos 的 连续 性 即 得 
sin'%—= cosx, xER, 
第 一 章 $3.2 例 2 中 的 极限 ， 就 是 为 求 sin 的 导 函 数 作 淮 备 
的 ， 茂 们 注意 于 里 的 结果 当 角 度 单位 足 弧 度 时 才 成 立 . 由 此 可 
见 、， 采 用 引 论 制 可 使 正弦 阴 数 以 至 其 它 角 隔 数 的 求 导 运 算 特 别 
简单 .内 此 在 分 析 学 中 角度 都 采用 法度 币 . 
问 法 可 得 (习题) 
cos's——sinr, xER, 


* Jj22» 


例 5 。 求 对 数 的 数 log。 的 时 函数 ， 
解 ” 由 定义 1, 对 于 ~-- 切 2 半 0 有 


1 1, 1oga(z- fF)—logax _ 1; 工 1 ( .0 
logor=lim— He ogal 1 十 元 


=limd loge 1+u)*. 
再 出 第 一 章 83.2 例 5 和 对 数 函 数 的 连续 性 即 得 
1 


1 ; 
jpg024 一 -一 logoe 一 一 一 0 
Bat Be nn +>0. 趾 


在 上 式 中 ,特别 取 a-:e 又 得 
Pe rz >0, 

7 . 
定理 1 若 困 歼 了 在 一 点 ?0 可 导 , 则 /在 xo 连续， 
证 明 由 假定 ,极限 

Jim 天 2 一 作 zo) 1 rot fr) 
二 = im 


ea 文 一 2 0 
存在 ,有 限 , 因此 


人 二 
了 ?xzo TA Tw 


这 战 是 要 证 的 . 上 

注 定理 1 的 道 不 成 立即 由 函数 在 一 点 的 连续 性 不 能 断言 
已 在 该 点 可 导 ， 如 例 2 中 的 函数 了 在 z=0 站 连续 的 , 但 在 z=:0 
不 可 导 ， 

设 半数 了 有 导 的 数 耻 . 令 8 一 所 2z)， 视 和 和 23 为 变量 ， 则 记 
六 王族 (2), 把 它 叫 做 * 因 宰 量 yg 关于 自 变 量 z 的 导数 ”, 它 还 是 一 :个 
内 变 景 ， 记 | 一 xzo) 叫做 8 关 二 二 在 乒 zo 的 导数 . 

例如 ,各 2Y -sinz, 则 久 一 cosz 扩 | >-o=T 又 如 , 若 y=-x?， 则 
y#'- 2x《 习 题 2(1)). 


习 题 
1， 回答 下 列 问 题 : 
(1) 函数 在 一 点 可 导 是 什么 意思 ? 
{2) 何谓 函数 在 一 点 的 左右 导 数 ? 它们 与 导数 有 何 关 系 ? 
(3》 函数 在 区 间 上 可 导 是 什么 意思 ? 国 数 在 区 间 上 的 导 国 数 是 什么 


(4) 可 时 与 连续 有 何 关系 ? 左 , 右 导数 与 连续 有 何 关 系 ? 
(5) 如 果 角 度 不 以 弧度 为 单位 , 旭 sin 的 导数 如 何 ? 


(6) 设 函 数 f 了 在 x=0 可 时 , 且 了 (0) ==0, 则 limf 人 2 一? 


linz 一 1 
(7) lim 一 ? 1i me 一 


| Em 


(8) 设 函 数 了 在 zo 可 导 , 则 (néN)》 

lim | f(s + )-f en =? 
2， 设 
{1) fo) 一 sam 是 自然 数 , 求 了 ， 


(2) 了 (四 一 wz (2z 守 0)， 求 六 (z) (x 半 0); 并 求 了 (1), 了 (2). 又 问 了 在 
[0 


二 0 是 否 可 导 ? lim 
(3) 了 fo) 一 S/T (5ER).。 求 站 (cz)(z0)- 了 在 4#=0 是否 可 导 ? 
mm 站 加 一 :这 在 几何 上 说 明 什么 ( 面 则 )1 
3。 设 flzy 二 2 (4 一 1)2(x 一 2)s (xEB)。， 由 定 六 求 让 (00), 了 (01), (2). 
4. 设 了 (2) 二 oz 一 20) {xz 一 2?0)}， 问 在 什么 条 件 下 ff 在 xo 可 导 ? 导数 
为 何 ? 
5， 设 国 数 了 在 zo 可 导 , 则 


limf(* to 三 ao 
+ 


反之 , 车 比 极限 存在 ,有限 ,了 在 to 是否 可 导 ? 

6， 设 函数 9 在 x=9 连续 ,又 在 z 一 4 附近 有 fz) 二 (x 一 p(x)，g(z) 
二 |z 一 ajgtrz)， 则 了 在 x=a 可 导 , (0) 一 ?9 在 x 一 a 和 何 时 可 导 ? 
。 12 了 4 ， 


7， 设 蝴 数 了 在 z=0 可 导 , 癌 1 在 z=0 何 时 可 导 ? 何 时 不 可 溯 ? 

8 在 扼 物 线 y=x? 上 哪 一 点 的 切线 (1) 平行 于 直线 = 4z 一 57 (2) 重 
直 于 占线 2z 一 6g 十 5 一 0 (3) 与 直线 3 一 y 十 1=0 交 成 45" 角 ! 

9， 过 了 轴 有 上 一 点 4 攻守 的 得 线 , 充 抛 物 线 y= 二 ax? 于 吾 点 ， 过 8 点 作 
执 物 线 的 切线 交工 销 于 CC 点， 征明 0 点 平分 线段 04. 

10， 下 齐 各 式 定 义 的 函数 了 在 x 二 0 是 否 可 导 ? 设 
x 二!，X 计 0, 


zs—i, rHO, 


CD fo 一] (2) 天 四 一 zsin 工 ， 


(3) fo =r? in. (4) fl2)= |sinzl. 


11， 设 4.6 为 常数 , 问 a,5 为 何 时 函数 在 jw 可 导 , 设 
x?, XTp, Inz， Zero, 


(1) fC) = a 


(2) fo 一 


ar- b,x Yo. 
3) fc Wi C4 XTo, 
( T) a 其 中 由 在 zo 可 导 . 
12， 将 一 物体 垂直 向 上 发 射 , 在 时 刻 志 的 高 度 为 
下 (人 二) =v 一 1682， 
其 中 加 是 一 常数 ， 
《1 证 明 w 是 物体 的 初速 . 
(2) 何 时 物体 的 速度 为 0? 
《3) 物体 返回 也 面 村 的 速度 为 何 ” 
{4) 初速 2 为 何 时 , 物体 在 10 秒 时 返回 地 曾 ? 
(5) 证 明 物 体 以 等 加 速度 { 速 度 的 变化 率 ) 运动 . 
13， 放 如 何 定 义 两 条 上 轴线 3 一 上 Fo 和 8 一 9 在 相交 处 的 夹 角 ”并 求 两 
条 摧 物 线 y= 妇 和 所 = xz 的 夹 角 . 
14.， 设 函数 了 了 在 点 & 可 时 , 卫 了 (a) 产 0。 求 (n 为 自然 数 ) 
if 
Lt 
fia) 1 ， 
15， 证 明 Riemann 的 数 ( 第 一 章 $3.1 习题 5(2)) 处 处 不 可 导 ， 
提示 : 设 ze 一 0. 9 G:… 为 无 理 数 ,4 一 一 0. 0…0anrign+s…p， 考虑 
9 29， 


1 
! 


lim 


太 十 互 


了 (xn | 天 一 了 (zo) 
。 


16。 设 函数 了 在 sz 一 0 可 导 .nEN, an 一 0 ,b>07, 证 明 


tk f (0)， 
次 中 十 六 a 
提示 : 记 

{Df po 00) + als), 


出 lim a(x) =0. 


SiL 3 求 导 法 则 

我 们 已 经 讲 了 导数 的 概念 , 求 一 个 卫 数 的 导数 简称 “ 求 导 ”. 求 
导 是 对 于 网 数 的 一 种 运算 ， 在 数学 中 ， 几 是 一 种 运算 都 服从 一 些 
基本 法 则 (例如 做 限 运 算 那 样 ?)， 求 时运 算 也 是 这 样 . 对 于 有 具体 的 
半数 , 我 们 不 能 都 像 31 2 中 的 例子 那样 从 定义 去 求 娃 ， 龙 其 当 国 
数 比 较 复 杂 时 .这样 去 求 导 是 很 困难 的 . 因此 ; 我 们 有 必要 者 清楚 
求 尝 的 一 些 基 本 守则, 

定理 1( 求 导 的 四 则 运算 ) 如 果 国 数 了 和 9 在 一 点 二 可 导 ， 
则 函数 9, cf 《ce 是 常数 ) 和 98 也 在 六 可 导 ; 如 果 9(3#) 关 0, 则 国 
数 f1g 也 在 zz 可 导 ， 且 

J (fi9) (x)= fr) :9' (2); 

2) (ef) (z) =cofz) (c 契 常 数 ); 

3) Cfg) (2)=f (xg), f(r)g9'(z); 


4) (F) Dt. g(x) #0. 


证 明 1) 因为 
天 


_ 下 (Z 十 有 一 天 CCY) g(rih)—ytr) 
本 hh 0 


了 2 


由 假定 ,上 和 9 均 在 2 可 导 , 令 8 一 0 即 得 证 ， 
2》 显然 . 
3) ”因为 
UDCe th GND fe ti)g(eth) f(s)ge) 
A 


“和 
由 假定 ,了 条 19 均 在 x 可 导 , 叉 和 由 31.2 定 理 1 9 大 7 连续 , 令 h->0 
昕 得 让. 
4) 因为 


-| Tn g(x) 
f(r)2+ 0 90) | 


.9 vy | 


] [f(z th) -f(z) 
yr-k)g rl 天 


由 假设 ; 仍 应 用 ?9 在 z 的 连续 性 , 令 有 >0 即 得 证 . 虽 
例 1 设 y=z:sinz 一 ]nz, 求 Y， 
解 ”由 定理 1 各 812 例 4 和 例 5， 


g(z)- 


扩 一 27sinw | rcos z 一 之 


例 2 求 tg 和 ctg 的 导数 ， 


解 ” 册 定理 1 的 4)， 
1 sin ‘Toosw— sinzrcos EA 1 
ig'¢= 
COS 27 Cos 2 
同样 可 得 
‘tg nr 


定理 2《 复 合 图 数 求 民 ) 设 消 数 在 一 点 7 可 民 ， 随 数 了 在 

所 23 一 of 可 导 , 则 复合 国 数 1fep 在 点 7? 可 导 , 且 
(fop) 2) fp (2)—(f oP (zr) p's). (1) 
“J27， 


be ) 
FCy)— 1", ye 
f'(u), y=0, 
其 中 4= gp(z) 是 固定 的 一 点 ， 由 假设 ,了 在 % 可 导 , 所 以 
limF(y)=f (=F(0), 
好 也 在 y=0 连续 .分 
y= rR)-- pr 1h)— pr), 
则 易 见 
foplz+ pe _ fly(z+ fps) 


— For(h). PEE) PF) 
h 上 


由 假设 ,gp 在 + 可 导 ， 所 以 当 和 0 时 8=7(4)->0《81.2 定理 1). 
在 上 式 中 令 ->0, 由 第 -党 $4.1 定理 3 即 得 证 .0 
如 采 贿 数 了 和 中 都 有 导 隙 数 , 令 y= 了 (8), 4 一 gp{z), 则 复合 孙 
数 求 导 公 式 (1) 就 可 过 成 
y= Yu. (2) 
式 中 纺 是 z 基 于 zz 的 导数 ， 即 (fop)(z) 儿 是 8 关于 二 的 导数 ， 
央 六 xz)， 一 者 是 不 同 的 ， 由 此 , 应 用 复合 函数 求 导 法 就 是 要 正确 
地 设 册 “中间 变星 ”4， 
例 3 设 y=cos (8x? 十 Xz- 二 2), 求 9y， 
解 今 2 -572 I- 一 2, 则 y= cos%, 冉 (2) 式 得 
y= cosud =(— siny)y 


一 一 (10x 全 1)sin(5z2 十 z 十 2)， 昌 


例 4 设 y 一 (5 了 ) . 求 


解 令 w < 二， 则 y- az?， 由 (2) 式 得 
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y= = uu 一 4 0 


Fy 
例 5 设 f7z)=1Inlx， (zx 关 0), 证明 


j(z)= 二 ， z 天 0， 
证 明 当 z>0 时 大 gz)= lnaz, 所 以 
并 i £ > 1 
f (7)=1n'7=. 


当 z<0 轩 (2)=-1n( 一 2)， 令 4 二 一 zx, 由 (2) 式 得 


f'n = 


2 如 

定理 3( 肥 消 数 求 导 ) 设 芍 数 了 的 定义 域 为 区 间 7， 值 域 为 
了 7. 涛 了 在 了 7 上 可 导 , 且 当 3#EZT 时 产 执 盖 0( 或 六)<0), 则 了 有 
反胃 数 了 7' 在 了 上 可 导 . 且 当 wf 了 时 

1 1 
‘f DO (3) 
其 中 y= 一 f(x). 

证 明 因为 在 T 上 可 导 ， 所 以 了 在 IT 上 连续 ， 设 f(y) 汪 0 
(Cy5S7)， 由 下 出 32.2 定 理 2 即 知 f 在 上 严格 增 ， 再 由 第 一 章 
$4.3 定理 1 f 有 严格 增 的 连续 反 洲 数 f ,定义 域 为 (一 定 是 
间 }, 令 y= 了 (xz) (xEJ), 任 取 xoEJ. 邻 名 一 f'(z0)， 则 当 
z->X0 了 时 8-~>gyo， 并 且 当 天 zo 有 时 2 天 8， 于 是 由 第 一 章 $3.2 定理 
7 即 得 


大 Cx) f(r) 
(人 Fe 


= 1 
我 们 还 可 以 从 几何 育 观 上 米 看 等 式 (3)， 方 程 + 二 f(y) 和 y= 


f 《zz) 表 示 辣 一 条 则 线 ， 设 此 曲线 在 点 (zo0,30) 的 切线 i 关于 xz 轴 
”29 。 


和 了 加 的 额 前 分 别 是 & 和 8 (图 51)， 
则 
了 (go)= 霹 有 ， (fj )(zo) tga. 


但 x 十 B= 玉 ,因此 应 有 


y=f" (7) 
z=f(y) 


1 


即 吓 (3) 式 ， 
例 6 求 指数 函数 的 导 函 数 . 图 51 
解 ” 设 9(z) 一 a” (zxER), 设 4>1(0<a<<1 同 缚 ). 则 9 是 对 
数 函 数 log* 的 反 丙 数 ， logs 的 定义 域 是 1 二 (0, 十 co)， 值 域 是 
J 又 1o84s 在 了 上 可 导 ($1.2 例 5), 且 当 yEI 时 


1 
ylna 


根据 定理 3, 反 国 数 9 在 7 了 = 如 上 可 导 , 且 妆 z6 中 时 


| 
9 (2) 一 Try 一 /ln4 一 9(z)ln0 一 0 Inga, 0 


特别 , 若 g(x)=e”(zER), 则 
g(x)=e’, XER, (4) 
即 9 二 9。 这 就 使 得 以 。 为 底 的 指数 图 数 是 一 个 很 特殊 的 函数 , 由 
于 这 个 原故 ,今后 我 们 研究 的 指数 国 数 大 多 以 e 为 底 , 对 数 人 多 是 
例 7 求 反正 注 所 数 are sin 的 导 国 数 ， 


log 8 一 >0. 


sin( 一 豆 ， 0 1)， 因 此 由 定理 3, 当 zEJ 时 


a 人 1 1 
arc sin Zo—-—--A— 二 ， 
sin y cosy 
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其 中 y= 二 arc sinx,， 但 


cosy— ~ I—siniy=V1—7 


(现在 cosy 放 0, 故 根 写 前 取 止 号 ), 所 以 


provin 7 a 1zl<I. 0 
同 放 可 得 (习题 ) 
1 
aTC CDOS ' 忆 一 人 1z| < 1， 
arcte'x 一 去 XE 
arc ctg 人 一 : 二 pA 
1 十 X2” 
例 8 求 厌 罗 数 的 导 明 数 . 
解 设 拓 9 一 2 (x 守 0)， 因为 
f(r) xe 20， 
由 定理 2 和 (4) 式 苑 得 
P(e ett pr , 2 人 昌 
基本 初等 函数 求 导 公 式 表 
fiz) f' iT) | f(z) f(z) 
2 ,a - A 
常数] 0 | Gs* a*lna 
和 DE | er er 
Sn COR ] arcsinz de 
COSIT — Sinw | ~ x? 
tgx - 2 | SITCCONS2 Fi 
COSIE ~ Iz 
pe | 5 
GZ Sinm : arctgx Ts 
5 1 i 
logux zxina : 4icectgz i Ft 
1n jxi 过 I 
* 了 了 3 了 。 


以 上 我 们 研究 了 求 导 法 则 ， 并 求 出 了 全 部 基本 初等 末 数 的 导 
阔 数 . 因为 初等 冰 数 是 由 基本 初等 消 数 经 有 限 次 四 则 运算 和 复合 
而 成 的 , 所 以 由 定理 1 和 定理 2, 求 初等 函数 的 导 函 数 就 归结 为 求 
基本 初等 函数 的 导 晴 数 . 这 样 ， 初 等 尔 数 的 求 导 问题 就 完全 解决 
了 ， 了 上面 我 们 将 基本 初等 沟 数 的 叶 范 数 汇 .集成 表 供 参考 . 

例 9 设 y=(arcsinw*)Inz 一 54a”+*!, 求 y'. 

解 ” 因 为 

(arc sin Te) =— (arcsin’'g)y es, 
(qt) = (a) Warlna.(1 47:) 
=(C1-i A ) a+ Iing, 


37? arc sinr: 
-lnz i (1+ Az)ar'rtIng, 0 


习 是 

1， 上 ni 答 下 列 阿 题 ， 

(1) 求 导 四 则 运算 的 条 件 是 什么 ? 

(2) 复合 函数 求 蛙 的 条 件 和 公式 是 什么 ? 

(3) 在 件 么 条 储 个 ， 国 数 有 可 导 的 反 明 数 ? 反 国 数 的 导数 为 何 ? 
2. 求 gz 设 


(1) g 一 za 一 2xz 十 6， (2) yy 一 /二 一 Va 一 让 
(3) 8 =acuszt i bsinz. (1) 9 一 5 十 wsing。 
(5) ?一 31nz2 十 Gez。 (6) yalog,cr—abr. 
《7) 攻 =-TSinZ。 (8) 3Y 一 Qtgz 十 aTCtS2Z。 
(9) z 一 3 7 ensx。 (10) y=cscz+ etgr. 
11) 3 一 (zs 十 1 5b), (12) y= b. 
(11) y= (xz?++1)(ar+b) 0) yer 
322 十 9x 一 2 
13 一 一 一 一 一 一 一 . 一 : 
{13) 3 2 (14) zy 一 z1n7y 


了 


(36) 
{37) 


{38) 


gg=a*tgz, 
lnz 
工 十 和 
ysinz+_2 . 
CE sinr 
y=(l+w?*)arcterarcctgz, 


y= (x O21)5. 


y= sin’:z, 


_ 十 za 下 
y (福气) 


y=arctg(1 二 x:), 


y=lnf{sin zt cosr), 
arcsin 2 
Vi 


easinar+ Psin Pr) 
1 


= 二 (21mrz 十 : In27 一 6lnzr- 上 6)， 


y=7x_sin (lnz) — cos (lnz)]. 


Y= lntg >-— {cosx)lntgz. 


(16) 
(18) 


(20) 


(22) 
(24) 
(26) 


《28) 


(30) 
(32) 


{34) 


3. a 


(1) 1-t-2z 二 + 3x2 十， 


(2) 12 22x+|+3282 十 洲 十 N27- 


4， 向 答 下 列 问 题 : 
(1》 车 函数 于 在 可 导 ， 9 在 x6 不 可 导 ， 则 函数 十 9 和 fg 在 4 是否 


厅 导 ? 


yg—atcsins+ zarcetgz, 


yg—=sin 区 一 GONF 
Sa 多 十 COSY 
y=2(lng)sinw, 


y= sin (az 十 0)， 
y=e”sinbz. 
y=~/1 
y=Arcginv x. 
PR 
y= 0"inr, 


y 一 于 ctgsz 十 lnsinz。 


.十 az" 并 算出 1 十 之 2 十 着 i 


(2) 六 负数 子 和 ?在 ze 部 不 可 忌 . 则 函数 了 HH 和 条 在 zo 是 否 可 导 。 

(3) 蔡 国 数 了 在 &= 一 9(z) 可 导 , 函数 vp 在 zx 不 可 导 ， 则 复合 函数 .pp 在 
2 的 可 导 性 如 何 ? 

4 车 国 数 了 在 2 一 Po) 不 可 导 , 函数 在 和 可 导 ， 则 fo 在 z 的 可 和 居 


性 如 何 ? 


(5) 共 隧 数 了 在 4=g(z) 不 可 导 ， 哨 数 g 在 x 也 不 可 导 ， 则 jp 在 z 的 
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可 导 性 如 何 ? 

5， 夫 了 是 -可 导 的 周期 为 人 的 阔 数 , 则 了 也 是 局 期 为 了 的 函数 . 

6. 车 了 是 一 可 导 的 避 ( 咨 ) 晴 数 , 则 了 为 背 ( 偶 ) 函 数 ， 

7. 设 了 是 -个 一 次 多 项 式 , 旦 f(a) 二 有 (8) 二 0。 证 明了 在 [a， 四 上 不 变 
号 的 充分 必要 系 件 为 六 (fC) 入 0 

8， 设 落 数 了 在 Je, 8 上 连续 , (a) 一 1(8) =0, 县 人 (a}f-(6) 渤 0， 证 明 
ff 在 ta, 四 中 至 少 有 一 个 零点 . 


§1.4 补充 例题 
复合 琢 数 求 导 公 式 (81. 3(1) 式 和 (2) 式 ) 显 然 也 适用 本 多 次 复 


合 . 设 函 数 了 在 点 #= po) 可 导 , 了 荡 数 在 虚 2 二 (2) 可 导 , 的 数 
在 点 zx 可 导 , 则 复合 了 两 数 耳 --fogo 交 在 点 可 导 , 且 
P(r)= fu pC) Pr). (1) 
如 果 令 = 了 (C2), 4 二 pp(v),9 二 (Xx), 昌国 数 六 2 区 均 有 导 图 
数 , 则 (1) 式 就 可 以 写成 
yr Vz. (2) 
例 1 设 y=sin (rz 十 2), 术 Y. 
解 令 Y=a52u=sino 0 一 2 -78 则 由 (2) 式 ， 
y'—=5uensv( 1 322): :5(1-| 3x7)sin ‘(rx )cos (ri 72) 0 
在 对 复合 函数 求 导 法 就 练 以 后 ， 白 然 就 不 必 设 出 全 部 中 间 变 


例 2 设 y=In(z+ 和 ~ 十 全 ), 求 ¥. 


下 了 . 
EC 


i * f(z- -1){x —2): . 
例 3 LY Vv (一 3$(z 二 2 求 了 


解 ” 坡 对 数 得 
134 


lng 一 了 [ln(z 一 1) 一 2tn(z 一 2) 一 In(z 一 3) 一 21n(z 一 4 


两 边 求 导 得 


i 1 2 
yg 3\r—1'x—2 2 一 3 xX—4 
以 YY 代入 即 得 y',， 了 
例 4 设 y=|z+1|5, 求 9 
解 ” 当 zx 全 一 1 时 y:(2 十 1)，, 所 以 
8 一 3(z 十 1) 
当 3 和 一 1 肝 3== (zz 一 1 所 以 
y+ 1). 
由 以 上 二 式 得 
CA -一 0 
所 以 六 >- 一 0， 综 含 起 来 就 是 
21--3(z 十 J)2Sgnfz-H1) 日 
例 5 设 


f(g) fsin 2 3 天 0， 
XY) 二 

| 0 ， x 二 0, 
求 导 印 数 天 ,并 说 明 其 连续 性 . 

解 ” 当 x0 时 有 


f(z)=27rsin 二 人 a 
T bn 


在 点 + 二 0 我们 只 能 由 导数 定义 求 导 : 


1 
hisin——0 
hn~”0 h 下 他 全 万 


由 于 limy《z) 不 存在 , 故 导 国 数 拓 在 z=0 不 连续 . 上 0 
下 向 我 们 解 两 个 物理 问题 . 


了 了 35 。 


调 8 汽车 前 娄 的 反光 镜 是 由 抛物 线 缂 对 称 轴 旋转 而 成 的 施 
转 抛 物 面 ， 这 种 及 光 镜 就 是 利用 秽 物 线 的 光学 特性 ， 若 光源 置 于 
抛物 线 的 焦点 上 ， 则 光线 经 抛物 线 反 射 成 一 束 平行 于 对 称 轴 的 光 
线 (图 52)， 试 证 明之 . 


图 52 图 53 
证 明 ” 设 抛 物 线 的 方程 为 
y= 2p7, (3) 
则 焦点 是 开 妈 ,0 图 53)。 在 好 物 线 上 任 取 一 点 4(zngo)， 过 4 


点 作 切 线 工 , 记 工 与 线段 4F 的 夹 解 为 &, 荆 与 x 轴 的 夹 角 为 h. 根 
撕 光 党 原理 , 光线 的 人 射 角 等 于 反射 角 .， 因此 , 如 果 我 们 能 证 明 a 
= pB, 则 就 证 明了 反射 光线 平行 于 zx 轴 ， 妈 对称 轴 ， 记 工 与 x 轴 的 
交点 为 B, 也 就 是 要 证 明 4F:= BF. 
将 气 物 线 方程 63) 两边 求 导 得 
2382 一 22， 

所 以 

:Pp 


二 一 一 


3 
因此 揭 物 线 在 点 4(2zo, go) 的 切线 工 的 斜率 为 
¥" | 37, 7 


0 
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故 工 的 方程 是 


es eR 
#— Yo yo 0 


在 上 式 中 令 y=0 即 得 8 点 的 坐标 为 (一 zo, 0)， 因 此 


BF=| +z | 
而 
A A z 一 号 ) +88= AL za 一 号 ) 十 2pm 
二 zor 台 |=BE, 
即 为 所 证 . 


例 7 有 一 底 半 径 为 鼠 厘 米 , 高 为 天 厘米 的 正 圆锥 容器 , 今 以 
每 秒 4( 理 米 )3 的 速度 向 容器 内 注水 ， 试 求 当 容器 内 水 位 等 于 锥 
高 一 半 时 , 水 面 上 升 的 速度 . 

解 ” 以 :=f(t) 表 示 在 时 刻 { 容器 内 的 水 位 (图 54)， 我 们 就 
是 要 计算 当 z 一 邓 时 zi 的 信 ， 在 时 刻 t 容器 内 水 的 体积 十 44, 这 


也 就 是 下 底 半 径 为 R, 上 底 兴 径 为 "= 二 tt), 高 为 x 二 了 (4) 的 辑 台 
的 体积 .由 三 角形 相似 性 得 


"= 于 (hz) 
所 以 
At=- Rh 一 二 全 (4 一 z? 
两 边 对 上 求 导 得 
和 二 (一 zz2zt ， 
所 以 
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习 题 
1， 求 #7, 设 
(1) 3 一 sin (2) y= Te. 
(3) 3 一 /1 lnzzy. (4) 38: 一 evx+1， 
{5) 3 一 er 一 8 十 ee (6) y=lnlnsinz. 
{7) y=lnln:in?w, (8) yintg( 生 + 了 于} 
(9) 3 一 Jn(er 一 /1 十 时)、 (10) J 一 ln 和 + 生生 
(11) y=7zln(z+ M1+2)—v 1+zi. 
(12) y— SVR TRS ln tM a). 
(13) g=e-taz. (14) # 一 10z"， 
{15) y—sec? ps tg? 声 : {16)} garCCOS 00s 27, 
(17) yy 一 In(coszz 十 /1 二 eosi2)， 
{18) y=arctger -InV Ee. 
(19) #= 9 T° -rT, (20) y=X/ a ia/ zz 。 
(21) y= (sinw) eo (oosw)sinr, 
(22) y= Simliws:nz。 (23) y=27 十 Z2 十 oz 
(24) y=2*". (251 y= 
{26) gy rafc sin/ x? 27. (27) y= 人 


{28) Y(t Ad) (ra) Nn}, 
(29) yg wz 十 wzTAA 
2 证明 


» 了 8 


下 


a (xz) (| | ez) bl) 
etry dtr)y | ogy (上 


En blr} 
‘Cr dG(7) 


(2) fifa) C0) = Dh fifi fi ) (0)- 


i 二 ] 


|fuC%) fin {wv) 


| 六 人 fr) | el ee 
(3) a = 之 ， Fe | 
FDCZ) f(r) | 
CD -foalw) | 
共计 算 
YX 一 1 1l 2 
一 人 w 3 


= 一生 1 
3， 求 函数 了 的 导数 和 和 | 左 , 布 导数 , 设 
(1) fo grb, 


rea, b). 


wa [xz | 所 1, 


GO fn =) 


和 ZzI>1. 
(3) f(x) =e el. 
一 尖 0 
一 + 光 0, 
(4) fn) lt 
0， =0, 
4， 设 
rznsin 工 ， zz 0, 
f= = 


0, Zz 二 0,， 

共 中 部 为 自然 数 ， 问 ; 当天 为 何 值 时 

(1) 了 连续 ? (2) 了 可 和 学? 13)》 于 有 连续 导 力 数 ? 

5 讨 出 双 册 线 x#¥ 二 & 的 切线 与 坐标 朝 所 成 三 角形 的 面积 为 常数 . 

6， 车 圆 玉 径 以 2 原 米 . 秒 的 逐 庶 增加 ， 问 当 半 径 为 10 媒 米 时 间 耐 积 增 
加 的 囊 度 为 何 。 

7， 引 形 一 过 从 为 20 米 , 另 一 过 长 为 15 米 、 堆 第 一 边 以 1 米 /种 的 速度 

。 了 39 。 


减少 ， 而 第 :二 边 以 2 米 / 秒 的 速度 增加 . 问 矩 形 面积 和 对 骨 线 的 变化 速 座 
为 何 ， 

,水 自 高 为 18 王 米 ， 底 半径 为 6 硬 米 的 回 形 儿 斗 流 人 直径 为 10 原 米 
的 了 柱 展 桶 肉 ， 已 知 漏 洁 中 水 深 为 12 厘米 时 水 而 下 降 速 座 为 1 哩 米 / 秒 , 求 
硼 中 水 面 上 升 的 违 座 . 

3、，、 设 国 数 了 和 9 都 可 导 , 求治 数 玉 的 导 销 数 , 设 

{1) FD 二 1Ag9(r)， 处 处 了 zm) 才 0, g(x) 守 0. 

(2) (2) 二 logsrco9(w), 处 处 了 (的 盖 0 9(D 人 0, (2) 天 1， 

(3) F—ff:f, 


3$1.5 高 阶 导 数 
一 个 拓 数 了 如 果 行 导 国 数 广 ,和 白 然 我 们 又 可 以 继续 芳 虑 园 数 六 
的 导数 . 


定义 1 设 函 数 了 在 一 点 z 附近 有 当 国 数 户 , 若 矿 又 在 点 & 可 
导 , 则 记 
F(z+h)—f (2) 
hk » 


fC2) FY) lim 
叫做 函数 了 在 点 x 的 二 阶 导数 ， 而 /(z) 则 叫做 了 在 z 的 一 阶 导 
数 ， 同 样 ， 如果 了 在 附近 有 二 阶 导 函数 产 ， 则 记 /2z) 
= (FF)(z》 则 做 于 在 z 的 三 阶 导 数 ， 一 般 地 ,如 果 了 在 z 附 近 人 有 
a 一 1 阶 导 铺 数 /"?， 则 记 J9(z) 一 C970)(z)， 加 做 了 在 x 的 
nn 阶 导数 . 

在 直线 运动 中 , 车 以 zf() 表 示 质 点 在 时 刻 t 的 位 移 , 则 z" 
是 速度 z 的 变化 率 ， 即 * 包 速度 "， 例 如 ， 芳 质点 的 位 移 与 时 间 的 
平方 成 正比 : = 一 .42 则 z"= 24 是 常数 , 即 等 加 速度 运动 ， 

例 1 设 


。1f0 。 


求 太 
与 §1, 4 例 5 解 闭 相 同 , 求 得 


pF a eos 过, t+ 关 0, 
0, 2 一 (0， 
同样 继续 可 得 
122? RE ee rz 下 0, 
1"(2)= 4 2 
0， z 一 0. 用 
例 2 设 zy 一 ez 求 如 阶 异 数 芒 ”， 网 二 2, “"*. 
解 y' =ae®’, 
2 一 2e9z， 
易 见 一 般 有 
3) 一 Gecz， 拖 一 1， 2， i 0 
例 3 证 明 
sin Warsin(e+ oF) Lk I (1) 


证 明 用 数学 归纳 法 ， 当 x 一 1 时 有 
i ee .| 并 
sln X=ceoax sin(z+ 至 》， 
即 命 题 当 ?三 1 时 成 立 ， 设 命题 对 于 自然 数 z 一 1 成 立 : 
sin‘™™ 5z=sin(z+2 7 = ) 
则 


sin x ee 和 nat | 
L 2 
~ sin(s 二 下) 


即 命 题 对 于 自然 数 革 也 成 立 ， pe 自然 数 都 成 并 .日 
141: 


=cos( 


疗法 可 证 (习题 ) 
cos Wz— cos(z 于) 如 一 了 2，，…。 (2) 

我 们 常常 记 了 =f， 称 为 函数 的 “ 零 阶 导数 ”. 

例 4 设 有 多 项 式 


(7) ant" tt an rm ! 十 ** 十 如 全 do 


让 明 
(上 
0) 0) k=0, 1, ,nm 
KI 
“| 242T+ ty 


证 明 因为 
er 十 


f(z) = Rr Ls 
f (7) n(n Taz ?nm—1)(n “2)an_iz" ? 
| “二 3*2043% -216,, 


f(T) Nl, 


所 以 
f=ao, FOD a, fC(0)=218, *», 
ff (0)=n1lg,. 

因此 得 证 .|. 


由 此 ， 多 项 虑 了 可 以 表示 为 
f(z)= > 0) z*，zER， 


我 们 从 此 还 容易 看 到 ， 
此 ,车 两 个 多 项 式 恒 等 ， 则 它们 的 系数 全 辐 . 
对 于 %W 阶 导数 的 运算 显然 有 
| 
Cef)™ =of'®, 


者 一 多 项 式 恒 等 于 0， 则 其 系数 全 为 0， 


因 


其 中 必 为 常数 ， 而 关于 (fg9)'” 我 们 有 下 述 定理 : 


定理 1 《G, W. Leibnitz) 设 国 数 了 和 9 在 区 间 工 上 都 有 # 
阶 寻 国 数 , 则 国 数 克 在 了 上 上 也 有 于 阶 导 图 数 , 且 


G9) "= Bos ge), (3) 
k=0 
其 中 CO 为 二 项 式 系 数 : 


Gi A b=]1, 2, ,8, 


G1. 
证 明 用 归纳 法 . 由 人 $1, 3 定型 1,3) 知 道 定 埋 当 
设 定 理 当 4 二 m 时 成 立 , 则 


(fg) "t= [nm (0 ‘ge ) 
K-00 


名 -了 时 成 立 . 


~ ot £( fim- [上] gg))’ 
k=0 


—11 -Ey 
在 7 中 邻 8 一 I= 沁 得 
+1 
1, Er DOD gD 
4=1 
m+i+i 


St BB DSi 大 》 g*) 


三 SCi- !Cm+ 1 gr) -fo™+D., 


k=1 
又 1 = ng Sof mn ge. 
k=1 
所 以 


» 143，. 


【8 一 -71 


=f™' dgr ee 


=1 


—f'"+Dg- 上 D3 + fom 


m+1 


a DOR og) 
ED 


即 定理 当 r 一 mm 十 1 时 也 成 立 ， 因 此 定理 对 一 团 自 然 数 % 成 六， 曲 
例 5 设 y=x?cosz, 求 y 0， 
解 仿 f(z)= cosz,9(7)=w*, 由 (2) 式 ， 


fr)=eos(z+ 黎 b=0,L 


又 
g(r) 22, 9 (Z) 一 2， 84(Z) 一 994Z) 一 二 DD, 
代入 (3) 式 便 得 
5O0x 


Ys Tcos (z+)+50. 28 cosfz 十 一 一 一 2 


50.49 / ,48x 
en) 


一 (2450 一 z2 )cost 一 100xzsinz， 癌 


习 题 
1， 回答 下 列 辣 题 : 
(1) 函数 后 仅 存 -- 点 2 可 导 . 是 否 可 以 继续 泛 虚 共 二 阶 导 数 ? 
(2) 孔 数 皇 在 一 点 x 有 二 阶 导数 ,了 是 否 在 x 的 一 个 分 域内 可 导 * 
(3) 酉 数 了 在- * 有 二 阶 导数 ,请 是 再 存 空 的 一 个 邻 咸 内 可 导 ? 
(4) 天 数 于 在 -点 z 有 二 阶 导 数 , 扩 是 否 在 2 连续? 
(5) 此 数 了 在 一 点 2 有 二 阶 导 数 ,f 卫 是 否 在 2 的 一 个 销 成 内 连续 ? 
2。 求 #¥ 半 于 zx 的 二 阶 导数 六 ”, 设 
“144. 


Yi 


(1) 3 一 ez (2) y=x? a*. 


i 1 
{3) y= a2. (4) ye 
《5) y=tg:7. (6) y=(1++r?)arc tgr. 
(8) resing 
(7)》 2 一 ]nsin 立 。 y= /Ta 


《9) y=1nf (7). 

3， 求 下 列 一 阶 导 数 : 

(1) Fley 一 ez 0 f°(0)=? 
(2) f(r) =arctgz. f° (1}=:° 


(3) fkz) 一 sinaz， MA 
4， 求 于 院 导 图 数 ff", 设 


fi) fir) =ar (o>0). (2) 了 (fo =—2r(r>0). 
(3) f tw) —1nzx, {4) 了 (2z) 一 Xiny， 

(5) 了 (2) 一 归 (az 十 五 ) ， (6)》 f(r) 一 weoSsaz 
(7) 了 (z) 一 33 cosx, (8) 了 (xz) 一 Zesz。 


5， 炒 下 列 商 阶 导 数 , 设 

0 9 一 天竺， 求 交 0 

(2) y -7 求 ga 

6 设 函 数 了 在 (一 ce.zo 上 一 次 可 导 ! 即 有 二 阶 导 数 ), 又 
_{f lz), Trp, 


百 {T]) 一 :4 
) 1a (一 z0)2 十 六 (2 一 2z0) 十 C， rt. 


问 ae, pc 为 何 时 函数 下 二 次 可 导 ? 


7. 设 
zzngin 工 ， z30， 
于 (7) = 
“We x*=0, 
其 所 % 为 自然 数 ， 问 /在 x 一 0 有 几 阶 导数 ? 
8， 设 
7 网 = 人 ，zz0 
0, X=0. 


。T45。 


we A 9 et 


证 明 了 无 限 次 可 导 . 


3。 证 曲 
py m= 0 ]， 1, 
k=0 {ant. 二 
提示 : 考虑 
p(t" = Dole, 
此 二 0 
8 1.6 微分 


现在 我 们 要 从 男 一 个 角度 来 得 到 导数 ， 这 样 不 仅 可 以 获得 一 
个 与 求 导 相 辅 的 运算 ， 而 且 对 于 以 后 研究 多 元 国 数 的 微分 学 是 很 
有 局 发 的 ， 先 看 一 个 实例 . 

我 们 来 计算 半径 为 7 和 7 十 的 同心 回转 成 的 圆 环 面积 。 因 为 
半径 为 了 的 图 面积 为 

S(r)= xr’, 
故 所 求 图 站 面 积 为 
S(r 1k) -SC(r)=7{(r | h)— nr*—2rarhk tah, 
营 记 很 小 , 例如 朗 一 0.01, 则 
S{r-ih)—S(r) = 0.027xr7+0.00017. 
如 果 只 要 求 计算 误 闫 不 超过 Ts, 则 上 式 第 -项 就 可 略 去 ， 于 是 得 
圆 环 下 积 的 近似 等 式 : 
0 二 (05 

我 们 注意 到 ，zx 生 当 h 和 >0 时 是 记 的 遍 阶 无 穷 小 ,因此 我 们 得 狭 

图 坏 的 面积 近似 公式 为 
SCrih)y - SCr)= 2arn, 

右 端 关于 天 是 一次 的 ， 计 等 起 来 比 左 端 方便 ， 

一 般 且 , 设 一 元 装 数 并 在 一 点 x 附近 有 定义 ,我 们 把 
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f(r hf(2) 
叫做 了 在 z 的 “ 增 量 ”" 或 “差分 ". 其 中 严 可 正 可 负 :， 由 上 例 看 到 , 我 
们 的 问题 是 :是否 存在 一 个 与 无 关 的 常数 44 使 得 
f(r+h)—f(7)= AR+o(h) (1) 
成 立 ? 
定义 1 如果 (1) 式 成 立 , 则 称 国 数 了 在 点 z 可 微 ; 这 时 记 
df (7h)=AR, hER, 
则 一 元 一 次 齐 次 国 数 df(z) 叫 做 了 在 点 zx 的 微分 ， 
例如 ， 质 点 作 直 线 运 动 , 在任 一 时 肇 i 的 位 移 为 + 二 f(t). 固 
定时 刻 # 如 果 了 在 二 可 微 , 则 就 存在 常数 4 使 得 
fCEN A FE Aholh). 
因为 当 &->0 时 ， o《 加 是 如 的 高 阶 无 穷 小 ,质点 由 时 刻 二 到 i 十 和 产 
生 的 位 移 就 可 近似 地 看 作 44, 即 质点 在 时 刻 附近 的 运动 可 以 近 
似 地 看 作 速 度 为 4 的 勺 速 运动 ， 这 是 所 请“ 义 代 不 勺 ”. 
同样 , 如 果 一 元 函数 了 在 一 点 ze 可 微 : 
f(xo -hh)—f(r0) = Ah+o(h). 
念 7 二 ro 十 得 
fC2)—f(20)=A(z—20) To(r— x0), 
因此 当 和 蚂 于 ro 时 我 们 就 可 以 用 
flro) + ACE— 20) 
近似 地 代替 了 (z)， 这 在 儿 何 上 就 是 以 直线 
y= f(x0)- ACX— ro ) {2) 
近似 地 代 煌 曲线 
y= f(2) (3) 
(图 55), 即 所 谓 “ 以 直 代 曲 ?.， 这 就 是 着 ， 直 线 (2) 和 油 线 (3) 在 点 
《zoy 1 (zo)) 接触 得 很 好 .因此 直线 (2) 应 就 戌 曲线 (3) 在 点 (zo， 
(20) 的 切线 ,应 有 4 = 让 (x0). 这 是 正确 的 ,我们 有 下 述 定 理 : 
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0 Zo 3 必 
图 55 
定理 1 函数 了 在 一 点 z 可 微 的 充分 必要 条件 为 了 在 7 可 
导 , 这 时 (1) 式 中 的 4 二 了 (x), 即 
df(CTYHRY = fF), AER, 
证 明 (必要 性 ) 设 f 了 在 z 可 微 , 则 存在 与 无关 的 常数 4， 
使 得 
f(x-t h)— fT) AR- Ol), 
所 以 
f(z+th)— f(x) 4 在 (1 
大 卢 
令 h->0 即 知 了 在 x 可 导 , 有 LA: f(z). 
《充分 性 ) 没 了 在 z 可 导 , 令 
(天 -A -fz Ff' (7), h £0. 


则 

人 
所 以 

rh)h = oh), 
因此 


f(zt+h) f(r) =f (rh olh). 
。748 。 


而 广 (z) 是 一 个 与 关 无 关 的 常数 , 所 以 了 在 z> 可 微 . 日 
例如 , 若 f= sin, 则 
df(TICR) (cosr)h, hER, 
洛 了 (2)=e”, 则 
df (rh) erh, hER. 
对 于 圆 面积 S(t7) 一 xr? 有 
SCr)(R)— 2x7h, 
微分 在 整个 微 积 分 学 中 是 一 个 重要 的 概念 ， 综 上 所 述 ， 我 们 
应 从 下 面 风 个 方面 掌握 这 个 概念 : 
I， 了 凑 数 在 一 点 可 微 的 定义 , 即 (1) 式 . 
2.。 如 果 消 数 靖 在 一 点 z 可 微 ， 则 ff 在 z 就 有 微分 4f(z)， 并 
且 
1” 微 分 &f(7) 是 一 个 一 元 一 次 齐 次 较 数 : 
df rR)= Ah, hER. 
它 的 定义 域 是 整个 如 ,因此 上 式 并 不 要 求 严 很 小 . 
2” 当 h 一 0 时 微分 值 4f (7)(8) 与 差分 值 f (zh) 一 A(z) 相差 
的 高 阶 无 穷 小 : 
flrth) ofr)= d(T) +olh). 
但 是 , 对 于 一 元 微 积分 来 说 , 微分 在 理论 上 并 不 显现 出 有 多 大 
的 价值 ， 意 义 也 不 在 于 近似 计算 (如 圆 环 面积 的 计算 )， 而 在 十 它 
以 后 对 积分 演算 和 微分 方程 演算 的 作用 ， 鉴 于 此 ， 下 面 我 们 特别 
引进 变量 微分 的 概念 . 
设 黄 数 f 在 其 定义 区 间 了 上 可 微 (好 在 7 中 每 一 点 上 都 可 
微 )， 视 xz 为 了 .上 的 变量 , 令 y 二 f(x), 记 
dy =df (7)= f' (rh (vwEI. AEER), (4) 
叫 租 变量 y 二 A ) 的 微分 ， 它 依赖 村 x 和 # 两 个 变量 , x 和 是 相 
互 独 立 的 、 特 别 , 车 f(z)=z, 则 得 
。1A9 


az 一 大、 
由 于 这 个 缘故 ， 今 后 我 们 记 (4) 式 为 
y=df (r= (rd, xET. 《5) 
其 中 必 = 天 叫做 自 变量 z 的 微分 ， 是 一 个 独立 变量 ， 它 实际 上 与 z 
无 关 , 即 xz 和 必 是 相互 独立 的 . 


例如 
Csin 人 和 一 os， 
de” = ey, 
dxrr: =2rrdr, 
等 等 
由 (5) 式 我 们 又 得 到 


站 -0). wz) er (6) 


人 因此 导数 又 虽 做 “ 微 商 ”. 

由 定理 1 和 $1.3 定理 1 易 见 ， 对 于 微分 也有 类 似 于 求 导 的 
四 则 运算 : 若 图 数 乒 和 9 均 在 某 区 间 上 可 微 , 令 w= 二 f(x),?=9(x)， 
则 在 该 区 间 上 有 (c 足 常数 ) 


du 7) Adu 1 dy, {7) 
dcu =o cA, (8) 
duv -udv -tdu, (9) 


de _ vadu udv 
o 2 


有 特别 重要 意义 的 是 “复合 微分 ". 设 函 数 闻 在 区 间 了 上 可 微 ， 

阴 数 8 在 区 间 了 上 可 微 ， 且 当 tE1 时 z 二 p(t)EJ， 令 y 二 fop(t). 
则 由 定理 1 和 1.3 定理 2, 9 在 7 了 上 可 微 , 且 
dy=f (rp (tt a, tel 


{10) 


其 中 z 一 p(t). 但 
dz ~ p'(t) dt, 
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因此 得 到 

dy -1 (2)dz, (11) 
其 中 z=p(t)， 这 就 是 说 , 视 四 为 关于 z 的 微分 (这 时 > 是 自 变 
景 ) 和 视 可 为 ! 关于 的 微分 (这 时 “是 中 间 变量 )， 其 形式 不 变 ， 
都 是 (17) 式 ， 这 叫做 微分 形式 的 “不 变性 "， 因 此 ， 不 管 z 是 自 变 
量 还 是 中 问 变革 ,等 式 

允 =F(z) = 多 (12) 


总 成 立 . 即 微分 栈 和 正之 比 总 是 乡 关 于 了 的 导数 . 
应 用 微分 四 则 运算 (7) 一 (10) 式 和 微分 形式 的 不 变性 (11) 式 ， 
我 们 来 演算 几 个 例题 . 
例 1 设 y= er 求 丁 ， 
解 ”引进 中 间 变 基 x= zx? -| zx, 则 由 微分 形式 的 不 变性 ， 
dy ={e*)’ du-= edu=(2x+|-1)e*™!'rdz. 0 
例 2 设 有 方程 
wv 十 二 生 ， 
求 y 和 7 . 
解 z 和 4 满足 题 中 所 给 方程 ， 因 此 > 和 8 不 是 相互 独立 的 ， 
*y 对 立 有 图 数 关 系 , 2 对 y 也 有 上 关 数 关系 .例如 , 视 # 为 因 变 量 , 对 
方程 微分 得 
AT y= dd4=0. 
再 由 微分 四 则 运算 和 微分 形式 不 变性 又 得 
3z2dz 十 382dy =- 0. 
所 以 


同样 也 可 以 视 z 为 因 变 量 又 得 
* 157 。 


,- 哎 - 所 . 
证 dy 2 
例 3 设 有 方程 
aretg = n/n Fy, 


阔 微 分 下 和 中 的 方程 . 
解 与 例 2 解法 一 样 ， 对 方 种 微分 得 


darctgy dn/ TF, 
因为 
0 i 
1 的 许 好 -Iy x 
呈 ,, 池 
二 
i 
dln pp ey Ee i 
YY 8 pa y 2 2 yi 
,Td ydy 
a 2 +y 3 
所 以 
即 


(x— ydy = (7 yar. 


这 就 是 性 和 嘱 的 方程 .这 种 融 微 分 的 方程 叫做 “微分 方程 ” 
说 ,车 x, y 满足 题 中 所 给 方程 , 则 z,， yg 要 满足 这 个 微分 方程 ， 


所 给 方程 站 这 个 微分 方程 的 一 个 “ 解 ". 了 
例 4 谱 
w=reosat, y=—rsini, 
求 yy, ys 
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就 是 
因此 


解 ” 变 想 从 第 一 个 方程 解 出 :， 代 入 第 二 个 方程 即 知 8 对 x 有 
尔 数 关系 ， 因 此 我 们 可 以 求 y 关 于 zz 的 导数 Y,Yzz， 但 实际 上 我 
们 可 以 不 必 解 出 ,而 只 要 应 用 (12) 式 ,得 
1 _ Uy recost 


tn ee 
将 此 式 再 与 rz=reos t 联 并 ,继续 应 用 (12) 式 又 得 
下 0 —dctgt ee 1 0 
dr rsintd rsin?s# 


此 例 的 几何 意义 是 很 清楚 的 , 题 中 参数 方程 是 圆 的 方程 ， 


， 讨 是 切线 多 SS 一 工 就 Ce 
好 就 是 切线 斜率 ， 例 如, 令 ! 一 子 就 得 碳 在 点 (孔子, 卫 万) 处 的 切 


线 斜 率 为 一 1. 关于 参数 方程 我 们 将 在 第 二 册 中 讨论 ， 在 第 一 册 中 
只 偶 见 于 例题 和 习题 , 不 再 详细 讨论 . 


习 题 
1。 唾 答 下 列 问 题 : 
1) 上 明 数 在 -- 点 可 微 琵 什么 意思 ? 
(2)》 邱 数 在 -- 点 可 微 的 充分 必要 条 件 是 什么? 
(3)》 旺 数 在 一 点 可 微 . 则 微分 是 什么 ”定义 域 为 何 ? 
(4) 变量 y= 了 (z) 的 微分 是 什么 意思 
(0) 在 dy: (zdzr 中 ,如 上 朵 z 是 月 空 量 , 则 dx 和 x 是否 有 关 ? 
(6) 何谓 微分 形式 的 不 变 往 ，? 


二 a dy y(t) 
上 i = (ft 本 = 一 一 一 = 
(7》 如 果 Y=9(0t) 3 一 区 (有 如 er Ye ty es 
2. 求 # 关 杆 * 的 微分 . 设 
{1) y 一 二. (2) 8=:AAz2z a. 
{3) y—arctg(axt+6)., (4) 3 一 siny ‘xcosz, 
(5) 9 一 In (r+ ri 二)。 
3. 填空 ; 
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_dz 加 
{1) dat a {2) CC )} Fa 
fiz 
(3) d( )=——=, (4) dH( ) = (z+1)dr, 
/x 
5) d( = (si Yd (a 
(5} dt )= (sin%d cosr)dx. 5) dl = 
{7) d{ }) =sinzc¢oswdz, (8) dl J=e-ordz. 
dx ix 
CO a Tn (0) a ) = rr 
{11) d{ })= sinrcos’Zzdz. (12) 2( ) =sin’xudz. 
4， 设 妇女 均 可 微 , 求 了 的 微分 : 
(1) ¥=unw, ‘2) y= 
到 Es 
{3) Yi (4) 3 一 aretgT， 


(5) y— lnv/w +o. 
5， 微 分 下 列 方程 , 求 出 入 : 


(1) xT— yi es, (2) r=y--1ny. 
2 Ne 
GY =1, (4) ww 


6. 求 扩 和 zr， 设 

{1) x—sint, y= cos’t, 

{2) x-:an0st, 9g=bsint. 

(23) x—=altt— sint), yu(l—eost), 
(4) T=2'cvst, Ye:sint. 


7 置 光源 于 补 贺 的 … 个 焦点 上 ,证 明光 线 经 册 圆 反射 到 另 一 个 焦点 上 - 


第 二 节 “用 一 阶 和 二 阶 导 数 研 究 国 数 
8 2.1 微分 平均 值 定理 


在 上 一 节 里 我 们 已 经 研究 了 导数 的 概念 及 其 运算 ， 导数 是 图 
。15 了 。 


数 的 变化 率 ， 因 而 对 国 数 的 研究 有 着 重大 的 作用 ， 本 节 要 用 一 阶 
和 二 阶 导数 斌 究 滑 数 . 它 主 要 依据 下 面 要 讲 的 一 个 关于 导数 的 大 
本 定理 ， 叫 做 “微分 平均 值 定理 ”. 

定义 1 设 函 数 /的 定义 域 为 区 间 7, 又 ZoE1*， 如 果 xo 有 -- 
个 领域 A=(zo 一 5，20 十 6)CT7 
使 得 太 (zo) 是 了 在 A 上 的 最 大 值 
《最 小 值 ), 也 就 是 说 , 当 zEA 时 f 
fr)Ef 0) (f(T)H( 0)), 
则 说 了 (xzo) 是 了 的 一 个 极 大 值 ( 极 
小 值 )《〈 图 56); 这 时 zo 叫 做 了 的 0 高 和 
一 个 极 什 点， 两 数 的 极 大 值 和 供 图 56 
小 值 统称 极 值 ， 

注 国 数 的 侵 大 值 ( 极 小 值 》 和 最 大 值 5 最 小 值 ) 是 不 同 的 概 
念 ， 设 图 数 了 的 定义 玻 为 区 河 7. 了 的 最 大 值 ( 最 小 值 ) 是 全 部 函数 
慎 了 (六 中 之 最 大 者 〈 最 小 者 )， 是 了 在 整个 定义 域 工 上 的 最 大 值 
《 基 小 值 )， 但 了 的 极 值 按 定义 只 是 咒 部 的 最 大 慎 哎 最 小 值 ， 所 以 
极 值 不 … 定 是 最 人 值 或 最 小 和 值 ， 最 大 全 或 最 小 值 可 以 在 工 的 端点 
上 达到 ， 极 值 按 定 义 只 能 在 工 的 内 点 ( 即 产 中 之 点 ) 上 达到 设 
f(zo) 是 最 大 值 (最 小 值 ), 苦 xoE1"， 则 (xo) 当然 也 是 极 大 值 ( 极 
小 值 ; 若 zo 是 了 工 的 端点 , 则 了 Cro) 就 韭 极 值 . 

从 图 57 我 们 可 以 占 疯 地 看 jy 
到 ， 函 数 的 图 象 在 极 值 点 上 应 县 | 


有 水 平 切线 ， 早 在 导数 概念 形成 2 SN 
之 初 ，17 此 纪 法 国 数学 家 Pierre | 


| 

de Ferimat 就 是 这 样 考虑 的 . | 
定理 1 {P.Fermat) 蔡 了 oo 2 Es 

数 了 在 极 值 点 ze 可 导 , 则 万 (Czv ) 图 57 


Ed 


=0, 
证 明 不 妨 没 f(xo) 是 极 大 值 (对 于 极 小 值 也 可 同样 证 明 ). 
由 定义 1， 存 在 6 二 0， 当 zo 一 6 过 x 之 fo 十 8 时 有 
fr)Ef (ro). 
因此 ， 当 zo 一 5 过 xz 过 zw60 轩 有 {图 57) 
f(z)—f(z0),0 


rz-— Xo 
所 以 
Fn i 
又 当 KXo 过 之 Xo 十 6 时 有 
1(7)— f(x) 0 
一 0 Sn 
所 以 
- 下 (ro 
f i i ‘<<0, 
内 此 


f(xo)=0. 0 

注 定理 的 逆 不 成 立 ， 例 如 函数 J f(x)=zw? 在 $=0 的 导 
数 是 0, 但 z=0 显然 不 是 它 的 极 值 点 . 

定理 2 (M. Rolle) 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [a, 6] 上 连续 ， 在 开 
区 间 (a, 3) 上 可 导 ， 且 f(a) = 了 (5), 则 至 少 存在 一 点 (qa, 5) 使 得 
1 (é)=0. 

证 明 ”由 函数 的 连续 性 可 知 (第 一 章 $ 4 2 定理 3)，f 在 [a， 
好 上 一 定 取 到 最 大 值 到 和 最 小 值 六 设 Fa)= MH, f(B)=m, 对 于 
o, 有 有 两 种 可 能 泪 : 

(1) &, 8 都 是 [a, 5] 的 端点 ， 这 时 由 假设 便 得 必 = m， 显 然 f 
在 [a, 5] 上 只 能 是 一 个 常数 : 
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Fr) 到 (dt), 
因此 在 取 EE(o; D) 均 得 拓 () 一 0， 
所 以 定理 成 立 . 

《2) gg 和 6 中 人 至 少 有 一 个 ,不 
妨 设 ※w， 在 (2, 0) 内 (图 58)， 则 
f(%) 便 是 极 大 值 ， 又 因为 /在 Ca， 
6) 内 是 可 和 翌 的 ， 故 由 定理 1 得 58 
六 oa) -…0. 因此 , 取 < -cx 即 知 定理 成 立 . [ 

在 风 何 上 这 定理 就 是 说 , 若 ( 可 导 ) 因 数 了 请 足 定理 中 的 条 件 : 
f(a) 一 了 (5), 则 曲线 y 一 ZY) 一 定 有 一 条 水 平 切 线 ( 图 58). 

注 完 理 中 的 关 个 条 件 均 是 不 可 扔 的 ， 图 59 一 61 中 分 别 是 
三 个 反例 . 


y y 
# 
-1 0 1z 
“ 0 1 立 
f= << 
oz 一 1 flz}=|7l, —1Eze1 f(r) =+， O07x. 
3 二 1 是 间断 点 f 在 x=0 不 是 导 fID) 
2 图 60 图 61 


下 面 我 们 对 Rolle 定 理 进 行 推广 . 
定理 3( 平 均值 定理 , 了.L. Lagrange) 如果 函数 了 在 闭 区 间 
[a, 2 二 连续， 在 开 区 间 (e, .上 可 导 ， 则 至 少 存在 一 点 SEta, 5) 
使 得 
b)— ; 
ff) pg), ea 


* 了 了 57。 


-= pi st Ma 


fC6)- fo) f (Eb a). (2) 
证 明 令 
ge) fH (eo), acr<b, (3) 


由 所 设 , 灵 然 网 数 9 在 Le, 如 上 连续 , 在 (a,5) 内 页 导 , 且 
ya) = 9(B)=— 0. 

因此 9 福 足 Roile 定 理 的 三 个 条 件 ， 故 在 &E(e,2) 使 得 9 (85) 二 0. 

但 


g's)=f (5) LDH, acres. 


令 z-==6 且 得 (1) 式 . 上 | 

注 1 在 此 定理 中 , 如果 了 Ca)=- 了 5)， 则 fr (5) 一 0， 由 此 可 
见 , 这 个 定理 就 站 Rolle 定 理 的 推广 . 

注 2 在 定理 中 ， 令 


和 一 
昌 ‘oe, 


则 0<<9 一 1 二 a 车 9(5 一 a). 因此 平均 值 定 理 又 可 叙述 如 下 : 
若 函 数 了 满足 定理 3 中 的 条 件 , 则 存在 数 9E(0, 1), 使 得 
Fo)—fa)=f (at0(6- a))(b—a). (4) 
这 也 是 平均 值 定理 常用 的 形式 . 
我 们 再 米 看 下 均值 定理 的 儿 何 意义 .在 图 62 中, 48 是 联结 
曲线 y = f(z》 (a 所 xD) 端 点 的 晤 ， 则 48 的 射 率 就 是 


f/f)—f (a) 
b—u 


因此 ,平均 值 定 埋 的 意思 就 是 说 ， 曲 线 y~f(x) 一 定 有 ~ 条 平行 于 
东 48 的 切线 . 
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一 -on 一 


例 1 设 0<c<58< 二 ,证 明 


全 区 <ie pl 一 tte< 人 5 op 


证 明 ” 当 ==B 时 , 题 中 不 等 
式 显然 成 立 ， 当 az 天 及时 , 考 虐 区 
间 [L%, 8 上 的 图 数 产 

fCZ) 一 tgYy，w< 2z 挟 月 . 
它 满足 平均 值 定理 的 条 件 ， 所 以 图 62 
有 EE(a，B) 使 得 


fp)—10 = (EB—a), 
即 


‘eB -tga fA (5) 


由 0<a<#<B< 忆 有 


Oeos PeosE< eos’w, 
所 以 


再 由 (5) 式 即 得 所 证 . 
推论 ” 设 函 数 了 在 区 间 了 上 连续 , 在 天 上 司 导 ， 则 了 在 工 上 
为 常数 的 充分 必要 条 件 是 当 xEI” 时 f(z) 二 0. 
证 明 《必要 性 ) 显然 . 
(充分 性 ) 设 在 关上 处 处 有 广 (z) 一 在 了 上 任 取 两 点 zu zz. 
不 妨 设 <xzz， 对 区 问 “mm，zz] 和 函数 辣 应 用 平均 值 定理 ， 有 
és (zi Yo) 使 得 
fOr) f(2) -fH (E) zs ), 
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查 由 假设 ,万 ( 一 0， 所 以 
f(z1) = fr2). 
而 zw, zz 是 7 上 任意 两 点 , 所 以 了 在 了 上 是 常数 .1 
注 由 此 捧 论 可 知 , 如 果 图 数 户 和 疡 在 区 间 工 上 连续 , 在 I" 上 
可 导 , 县 对 于 一 雪 xE4* 有 
f(x)=f(7), 
则 有 常数 C, 使 得 对 一 团 xS7T 右 
f(z) = fer) to. 
反之 亦 然 ， 这 内 要 令 1= 丘 一 各， 由 上 述 推 论 便 立即 推 得 ， 紫 注 对 
后 面 学 习 积分 时 是 很 重要 的 ， 
例 2 证 明 当 1z|1< 1 时 
了 十 芝 


ac 僻 T 一 aTC tgr 十 部. 
证 明 令 
f(r) aretg 了 工人 arctgz, EE 
则 
ff (x) .0, 1xz|<1. 
因由 上 述 推论 . 浮 数 站 区间 (一 1, 1 上 为 一 常数 : 
1(7)=:C, lJzj<1. 
令 z- 0 即 得 C= 子 , 使 是 所 证 . 了 
下 面 我 们 再 对 Lagrange 平均 值 定理 进行 推广 , 
定理 4 (平均 值 定理 ，A. L. Cauchy) 设 国 数 了 有 19 看 团 
区 间 [La, 583 上 连续 ， 仕 开 区 间 (9,8) 上 可 时, 且 当 zla,2)N 9 (Cr) 
天 由 则 至 少 有 -点 上 (ap) 使 得 


*， 了 60， 


证 明 先 证 9 (9) 闫 g(a). 反 证 ; 如若 9 (5) 二 g(a), 则 依 Rolle 
定理 , 存在 7E(a,58) 使 9g' (7) 二 0, 这 与 假设 矛盾， 以 下 与 Lagrange 
平均 值 定理 的 证 明 完 全 相同 ， 令 

FCz) = 了 (z) 一 了 的 一 其 到 二 殉国 [9(z) 一 9(e)]， 
Qt 
则 是 然 消 数 下 满足 Rolle 定理 的 条 件 : 五 在 [c, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 
上 训导, Fia) 一 05). 因此 有 5E(a,8) 使 得 F'(E) 二 0. 而 
FC) (dg 2) oes. 
令 z 二 5 有 即 得 证 ,| 

注 闪 9g 2) 二 x (4 声 z 所 5)， 姑 Cauchy 平均 值 定理 就 成 为 
Lagrange 症 均值 定理 , 即 前 者 是 后 者 的 推广 ， 所 以 , 定理 2, 定 埋 3 
4 都 是 同一 性 质 的 定理 , 统称 “微分 于 均值 定理 *”. 定理 4 是 

x 一 般 的 形式 . 


习 题 
了， 问答 王 列 门 题 : 
0) 何 裔 极 什 9 者 质 数 在 极 估 点 可 导 , 则 学 数 为 何 ? 
(2) 蝎 数 的 最 大 和 值 和 战 小 值 是 否 一 定 是 要 值 ? 反之 如 何 * 何 瓜 最 大 伍 
和 亦 小 值 一 定 征 极 值 ? 
(3) 普 ffe) 是 ee 住 区间 La, 5] 上 的 最 大 值 或 最 小 值 , Ba) 存在. 
则 和 怕 宪 一 定 有 有 f' ta) 二 
(1) 设 wo 入 遇 数 ; 认定 叉 区 加 的 内 点, 且 广 (z0) 二 0, 则 wo 是 否 一 定 契 f 
的 枢 值 避 ? 
(5) Rojle 定理 成 立 的 条 件 是 什么 ? 条 件 不 成立 时 你 能 否 一 一 举 出 
有 反 价 ? 
(6) Rolje 定 印 的 证 多 中 用 到 最 些 定 嫩 ? 
(7) Lagrange 平均 候 定 亚 和 Cauchy 平均 值 定理 都 是 由 什么 定理 推出 
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来 的 ? 

(8) 设 了 (一 z2, 8 一 好 。Calichy 平均 值 定 理 对 于 国 数 子 和 9 在 区 
亲 一 11 上 是 否 成 立 * 

2， 设 国 数 了 和 9 在 开 区 间 (e, 刀 上 可 导 ， 在 儿 这 同 [e. 81 上 上 连续， 有 
fn 一 (9) ,了 (0) 一 9(8)， 于 明 在 企 &ta,9) 使 (8) 一 9 (5). 

3， 证 曲 方 释 zs 一 3z 十 C 一 0 在 [0, 11 中 无 相 异 的 根 . 

4. 证 明 

(1) 车 于 为 偶数 , 则 oo" 十 如 一 (十 本 "只 当 4= 0 或 5=0 有 时 才 成 立 . 

提示 : 设 ?天 0.5 夭 0 使 题 中 等 式 成 立 , 考 虚 疯 数 f; 

ffz) 一 Zr 十 六 一 (7 二 - 坊 ) 

(2) 菩 吕 为 奇数 , 则 gm 十 姑 王 1 十 人 "有 具 当 江 和 五 有 一 为 0 或 4 一 一 8 时 
才 成 立 . 

5、 设 罗 数 在 开 区 加 (a,8) 林 导 护卫 la) 二 (8 一 0) 有 限 或 二 5e， 
则 在 在 5E(a, 杷 使 了 (6) = 人 0. 

6、() 设 函 数 了 在 区 问 (@: 六 革 有 二 阶 导数 , 又 4 之 x 之 zxs 芝 5， 且 
zo) 一 了 (rx) = 了 (zs), 则 存在 E(e, 世人 使 天 (一 0. 

(2》 将 {117 推 广 到 了 寿 双 和 阶 导 数 的 情形 ， 

7. 设 蝴 数 了 在 吕 上 上 有 严 阶 导数 . 又 忆 是 一 个 次 ( 实 条 数 ) 多 项 式 ; 

Plr) 一 GaXa +as Fo dd tn, 

巨 市 2oczis ap 使 了 (zi 门 一 已 (zi 一 0 1,…, 1. 则 有 上 上 使 


记 下 让 人 
加】 


8， 设 实 系数 方程 
Plr) 一 Goza Tar lt ta ttta, =0 
的 根 均 为 焦 根 ,证明 方 程 户 fx) =0 的 要 出 都 是 实 根 .由 此 证 别 方 程 
T(x2 1) (=0 
的 根 艾 为 实 根 , 了 者 在 {一 1, 1) 内. 
9， 设 函数 了 在 闭 区 间 5e 8] 上 和 连续 , 在 开 区 间 (e, 罗 上 可 导 ， 今 


zx Ce) 1 
FOr)— lh 了 (pb) 11. 
lua fed 31 


试用 函数 下 证 明 Lagrange 平均 位 定型， 并 对 玉 作 及 何 解 释 ， 上 述 证 明 与 书 
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中 的 证 明 是 否 相 同 y 则 法 是 否 可 以 证 明 Cauchy 平均 值 定 理 ? 
10， 证 明 下 列 不 竺 式 : 
(1) |sinz~ sing|<|z—y|. x, yeER. 
{2) pyr (ay) Er Yr PXI 一 四, 其 中 0<y< rz，Pp>1， 
(3) |aretga~— arcigb ,< |a—b|,a, bEBR. 


ot—b ~ a a—b 
一 一 < 
(4) <in3 二 


11， 设 轩 数 了 在 区 癌 (o, 十 c2) 上 有 有 界 导 前 数 ， 证明 存 在 常数 C 和 zo， 
当 z 六 za 时 了 (rz)<Cx， 
12， 设 函数 玫 在 区 间 (0. ec) 上 可 时 , 有 是 了 (0*) 一 十 co， 证 明天 在 z 一 0 的 
右 旁 无 下 办. 
13. 设 国 数 耶 在 区 间 (4. 十 cc) 上 下 导 ， 且 lim 了 (cz 一 0 证明 
fr) 


a 
T++% 于 


14. 设 函 数 了 在 闭 区 间 和 a, 81 上 产 续 ， 在 开 区 间 (4,8) 上 二 次 可 导 , 了 (9) 
二 (8) =0, 日 存在 cf(q,5) 使 flc) 汪 0， 证 明 存 在 帮 (qa,) 使 ?7( 台 < 之 0. 

15。 设 非常 值 的 函数 f 本 区 间 和 4,51 上 福 足 Rolle 定理 的 条 件 ， 则 存在 
61 S26 BD) 使 (5&1) <0, f'(8.) 之 0, 

16. (1) 设 函 数 了 在 开 区 间 (ze,o] 上 可 导 ，H. 在 zuo( 右 ) 连 续 , 又 下 (zo 十 
全 在 在 有限， 证 明 所 (xo) 存 在 , 卫 f(x0) 二 f(zo 二 站， 

(2) 议 


0<b<a. 


证 明 f,(0) 一 一 1. 
17.， 谱 函数 了 滑 足 
[fn — fn EMD a, yeR. 
则 于 是 一 常数 。 
18. 证 明 
2 


1 -上 他 


(1) 2arctgr arcsin xsgnr, 17| 半 1, 


(2) 3arecosz— arccos (Sr— 475)=x, |z| < 
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19， 谈 隔 数 在 区 辣 [a, 8] 上 人 订 导 ., 证明: 

(1) 导 函 数 反 可 以 取 到 了 (0) 和 天) 之 间 的 一 切 数值 ， 

{2) 后 无 第 - -种 间断 点 . 

20， 设 炒 数 在 区 间 [4, 十 co) 上 可 导 , fo) 一 90, 旦 当 xz 六 4 时 | 了 "(2) | 所 
ftz) 1 证明 f=0. 

提示 : 证 明 fl 在 [a, a 十 1} 卡 的 最 大 值 为 0. 

21， 设 既 非 常 值 岂非 一 次 遇 数 的 戎 数 子 在 财 区 间 [e 的 上 连续 ， 在 开 区 
闻 (e, 8) 上 土 可 导 , 证 明 存 在 cE(e, 及) 使 

rol> | 


提示 : 考虑 联结 {a, 了 (9)) 和 (5, 了 了 (外) 两 点 的 弦 . 

22. 设 函 数 手 在 区 间 [0,11 上 三 次 可 导 , 了 了 (0) = 一 1(1)==0. 设 F(z)= 
zsf(z)， 评 明 存 在 (00,1) 使 所 "(8) 一 0， 

23.， 设 函数 了 在 区 癌 (aq 十 cc) 上 有 有 界 导 数 ， 证 明 1im 0. 

24， 设 毅 数 扯 杰 区 间 [a, 58] 上 可 导 , H. ab 六 0。， 划 存在 试 (8, 艰 俩 


1 | mf) (8) 
65 fDi 
25， 设 函数 让 在 区 间 [a. 61 上 一 次 可 叶 ， 且 六 (9) 一 斤 ()， 证 明 存 在 o 


《ob) 使 


四 


少 ~ 1 = | 
(f° C0 12: 0 12 1f 6) —f (0)!. 
提 东 分 别 在 区 向 a, 93 | 和 9 革 *， 台 | 上 作 几 适当 的 两 数 9; 和 gs 并 
与 了 耳 合 应 用 Cauchy 站 均 仁 定 肆 . 
26， 设 函数 在 区 问 (a, 十 co) 上 可 导 , 于 _lim Cf C2) 十 了 (2) 二 0。 证 明 
Tim f (7) 一 [0. 


Ta + 


提示 : 令 玉 (2) 二 f(z)e?, G(r) 二 e7, 对 函数 于 和 应 用 Cauchy 平 均值 
完 理 . 

27- 设 函 数 了 在 区 疝 [0, 11 下 可 导 , f(0) 一 0 于 1) 一 1， 驻 向， 用 
直 尾 伟人 个 正 数 ， 证 明 在 0, 1 ,中 存在 么 个 不 同 的 数 xb …, zw 使 得 


nn nn 
LE 
Zr ki 
sal ji-} 
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§ 2.2 函数 的 增 减 

有 了 平均 值 定 理 , 我 们 就 可 以 用 导数 来 研究 鸭 数 的 一 些 性 质 . 
首先 研究 函数 的 增 减 . 

定理 1 设 函 数 了 在 区 间 了 上 连续 , 在 I" 上 可 导 ， 则 ff 在 了 
上 非 减 ( 非 增 ) 的 充分 必要 条 件 是 当 xET? 时 f(z) 衬 0(f(2) 志 0). 

证 明 (必要 性 ) 在 7"? 上 仔 取 一 点 2z, 由 于 了 在 了. 上 韭 减 ( 非 
增 ), 所 以 当 z 十 hEI 时 就 有 

f(rth)— f(r) y 一 
ee 守 0(0). 


邻 h->0 即 得 f(z) 守 0( 所 0). 

《充分 性 ) 设 定 理 中 的 条 件 成 立 ， 在 了 上 仔 取 两 点 *1，*， 
X17Y2。， 对 图 数 了 在 区 间 [x4，zxsj] 卡 应 用 平均 值 定理 ($$ 2.1 定理 
3), 使 得 

flz2)— fr) = (Err ) O00), 
即 太 z2) 守 了 (x1)(CF(z2) 扩 1(z1))， 所 以 了 在 了 上 非 减 ( 非 增 ). 了 
定理 2 ”省 函数 后 在 区 间 了 上述 续 ,在 1 上 可 导 ， 且 当 zxE7° 
时 广 (z)>>0Cfz)<0) 则 子 在 7 上 严 格 赠 (严格 减 ). 

证 明 在 7 上 任 取 是 点 zub zs，zZ<za， 对 国 数 了 在 区 间 [z， 

zz 上 应 用 平均 值 定理 (3$2. 1 定理 3), 得 
fza)— fr) = (Er tO0(<0), 
即 Az) 之 fz22(f(21)f(zo))， 所 以 了 在 了 .上 严格 增 ( 严 格 减 ), 


0 
例 1 证 明正 续 函 数 sin 在 区 间 | 一 至 , 子 | 上 严格 增 
证 明 因为 sin 在 区 问 /，| 一 党 , 竺 | 上 连续 , 当 zE7* 一 (一 至 ， 
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于) 时 sin’x--cosx >0, 由 定理 2 , sin 在 | - 莹 至 | 上 严格 增 0 


例 2 ”证明 当 0<r< 记 时 


二 一 sinz<1， 


亚 由 
证 明 由 第 一 章 # 3. 2 的 (4) 式 ,我 们 只 须 证 明 是 中 第 一 个 不 
等 式 . 令 


f(2) = 22s, Or 


~| 对 


于 是 


. (7) = ， 0<<z< 子 . 


但 由 第 一 章 $ 3. 2(1) 式 ， 当 0<z< 也 时 tgz>z, 因此 当 0<z< 子 

时 f'(z)<0， 又 区 数 了 在 区 间 | 0, 对 | 上 是 连续 的 , 由 定理 ,了 在 
Tt TXT\_2 “ja oT 

[6. 竺 | 上 严格 泪 ， 然 而 开 子 ) 一 之 ,所 以 当 0<z< 生 时 fz) 这 > 

三 ， 并 且 竺 号 只 当 x 一 子 时 成 立 ( 赂 63). 中 


例 3 证 明 e*>1-x (x 了 0). 


证 明 令 

f(z)=er—(1+z), wER. 1 
册子 为 连续 国 数 又 

2 ,7 >0, 

ee | 
因此 , 由 定理 2, 了 在 区 间 [0, +oo) “ 
上 上 严格 增 , 在 区 间 ( 一 co 00 下 严 图 63 


格 减 ， 但 f(0)=0, 厂 当 z 寺 0 时 天 x) 盖 0 图 64)， 即 为 所 证 . 日 
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64 
注 定理 2 的 道 不 真 . 例如 ， 设 大 zz) 一 ”> ，xzER， 则 了 严格 


增 , 但 f°(0)=0. 

定理 3 设 函 数 了 存 区 间 了 上 连续 ， 在 1 上 可 导 ， 则 f 在 7 
上 为 严格 增 ( 严 格 减 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 

1 当 xE7° 时 (x) 二 0((x) 寺 0); 

2” 在 的 任何 一 个 ( 非 旭 化) 于 区 间 7 了 上 f(x) 在 0， 也 就 是 
说 ,者 (此 退 化 ) 区 间 C2", 则 至 省 有 一 点 xED 使 了 (zx) 关 0. 

证 明 (必要 性 ) 设 f 在 TT 上 演 格 增 , 由 定理 1, 条 件 1° 成 立 . 
下 而 证 条 件 2 也 成 六 ，( 反 证 ) 设 有 ( 非 进 化 ) 区 间 fCI" 使 (4x) 
一 0 对 一切 zE7 成立, 则 由 82.1 定 理 3 的 推论 ,在 五 上 为 一 前 
数 ， 这 和 了 为 严格 增 的 假设 了 矛盾, 所 以 条 件 2 成 立 . 

(充分 人 性 ) 设 条 件 1 和 2 成立， 由 定理 1 了 在 了 上 非 减 . 在 
了 中 任 取 两 点 zu to 之 we， 则 了 2) 和 (zz)， 若 fz1) = 了 (22)， 
则 办 / 非 减 , Ff 在 区 间 -z1，2sj .上 上 起 一 常数 ,于 是 f(x) 二 0 对 一 切 
XELwi, Ty) 成 并 , 这 与 条 件 2 矛盾， 因此 并 xz1) 之 zs)， 部 了 在 了 
上 闫 格 增 . 1 

例 4 设 f(r)=z 一 sinx (2ER), 证 明了 严格 增 . 

证 明 ”因为 

六 (一 1 一 cosz 0， ER, 
“了 6567 。 


故 定理 3 的 条 件 工 成 立 , 而 使 (zx)=0 的 点 为 x=2kx (k=0， 
土 1,…) 不 构成 ( 韭 退 化 ) 区 间 , 故 条 件 2 也 成 立 ， 所 以 了 严格 增 . 
0 


习 题 
1。 回 答 下 列 问 题 : 
(1) 设 冰 数 了 在 区 间 了 上 连续 , 在 了 ”上 可 导 , 则 了 在 了 上 非 减 ( 非 增 ) 的 
充 要 条 件 为 何 ? 
(2)》 在 (1) 的 假设 下 , 如 果 当 7&7 时 了 (o 二 0. 则 了 如 何 ? 
(3) 设 鸣 数 了 在 区 间 了 上 可 导 , 旦 在 了 上 严格 增 则 是 个 对 一 切 xz6 了 有 


f (rn)>0r 
(4) 设 函 数 了 在 区 则 了 上 连续 , 在 1 ”上 可 导 , 则 了 在 工 上 严格 单调 的 充 
要 笨 件 为 休 ? 


{5》 设 隔 数 有 连续 导 治 数 . [了 (z0) >0, 则 Ff 在 点 zo 附近 和 如何? 
2.。 研究 下 列 函 数 了 的 音调 人 性 , 设 
(1)》 f (2) =tgz, [zj 到 可. 
(2) flr)—arctgr—7, rER. 
{LY 
(3) f(z) (+ =) ，X>0. 
3。 证 明 下 列 不 竺 式 : 
{1) 当 x¥<D arctgr Dr, 当 r0 FF Arctgr < 
{2) + 一生 <in(1 十 XY) < 《rr0)， 


号 
(3) Tsing (rz 0). 


5 
(4) tegz>>z 一 和 (o<z< 豆 ) 

vu EA 

1 1 
(5) (zo) “> (7 十 3 (7, 0, 0 a>0), 


sx 一 - 5 
(6) 72 (0<n<r. 3) 
tgr; I! 2 


(7) ln(1+x) > 


arctgr (yy 
1 十 2 Ws 


{8) sinz-!tgr >25 (0<z<3)} 


1 十 zy ， f 一 zz 一 1 A 


4， 变 范 数 了 在 区 间 -0, 十 co) 上 训导, 了 (0) 一 0, 是 妨 严 格 增 ， 证 明 长 2 
当 之 增 加 时 严格 增 . 

5， 议 函数 了 在 区 辣 了 上 过 续 ,在 1 上 可 导 , 且 当 x7 时 六 (z) 隐 0， 证 
明了 在 工 二 严格 单调 . 

6， 设 葬 数 了 在 区 间 ja, 十 co) 上 连续 , f(g) <0, 卫 当 3 一 9 时 了 人) 盖 下 > 
0 证 明了 在 区 问 ( ea 一 蕊 呈 ) 中 有 唯一 的 零点 . 

7。 设 函数 上 布 有 上 和 有 界 , 昌 扩 汪 0， 证 明 下 是 常数 . 

8， 设 函数 捕 和 9 在 区 同 La, 十 co) 上 连续 , 月 当 z>>z 时 | 六 5e)| 太 9 (x). 
证 明 当 #>a 时 

[f(r) ~f (C0) | 9(r) — 9 (0, 
9， 诈 肯 : 


1 1 
rerer (>1), Kreie (WA). 


40， 让 
Ton vl, ws 
a 
SS r=0. 
证 明 振 数 在 区 间 ( 一 1， -20) 上 严格 减 . 


$2.3 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 
应 用时 数 还 可 以 确定 尖 数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
定义 1 使 大 oz) 一 0 的 点 工 吧 敌国 数 子 的 驻 点 . 
定理 1 变 函 数 了 在 其 定义 域 闭 区间 [ea, 8] 上 连续 , 在 于 区 亲 
66) 上 可 导 , 又 xz 2 在 了 在 (so0) 中 的 全 部 旺 点 ， 则 在 了 国 数 
值 
fla), fz), os f (7), FFD) 
，7169， 


中 , 最 大 考 就 是 了 的 最 大 值 , 最 小 者 就 是 了 的 最 小 值 . 

证 明 ”因为 函数 了 在 闭 区 加 [o 所 上 连续 , 所 以 了 一 定 取 到 其 
最 火 值 和 最 小 值 ( 第 - : 章 $4.2 定理 3). 它 的 最 大 值 和 最 小 值 可 
能 在 区 间 的 端 眠 上 取 到 , 即 可 能 是 f(@) 或 并 5); 也 可 能 在 (4e,2) 内 
取 到 ， 如 果 了 在 4a.2) 内 的 某 点 ce 取 到 最 大 值 或 最 小 值 , 则 “是 极 
值 点 ， 由 假设 ， 了 在 点 < 可 导 ， 因 此 由 Fermat 定理 ($2.1 定理 
站) 点 e 一 定 起 驻 点 ;下 点 2 属 是 zt 渚 点 之 一 ,所 以 fc) 必 
是 fz) 天 zs) 诸 值 之 一， 根据 以 上 的 分 析 ， 显 见 定理 的 结论 
成 立 . 日 

定理 2 设 明 数 了 在 盐 定 又 区 问 了 上 连续 ， 在 天上 可 时，zn 
ET 

1” 如 梁 当 z<z 时 下 (zc 一 0 当 z>>zo 了 时 子 (z) 盖 0 则 乒 zo) 
是 唯 一 的 最 小 值 ; 

2 旭 果 当 开 二 zol 村 产 Cz》 > 
0, x>zof 六 (rz)<0, 则 fxo) 
是 唯 -- 的 最 大 伍 ， 

证 明 ”我 们 证 梧 ] 上 出 想 投 
和 §2.2 定 理 2， 了 在 区 间 {zET: 
ZX0} 上 严格 减 ， 企 区 间 ixzE1: 0 ™» I 
7 过 x0} 上 产 格 增 ， 由 此 可 见 当 图 65 
ZE HT 了 (XY) 汪 f(xo) (图 65) 且 等 号 内 当 z 一 zo 时 成 立 ， 所 以 
ftzo) 是 唯一 的 最 小 值 ， 同 样 可 以 证 上 明 2 . 虽 

定理 3 设 图 数 了 在 其 定义 区 间 了 上 连续 , 在 关上 有 一 阶 导 
数 ， 这 0 1° 是! 是 些 点 . 

1 大 天 人 >0 则 乒 zo) 是 叭 一 的 最 小 值 ; 

2” 友 疡 <0, 则 Atzo) 喇 唯一 的 最 大 值 

证 明 ”我 们 证 明 1"， 由 假设 和 8§ 2.2 定理 2 可知, 大 在 六 上 
"IT7z0 。 


罗 


严格 增 ， 又 因 了 "(zo) ==0， 艇 当 z<zo 时 了 (x)<0; 当 z>> 和 时 
fr(z)>0， 再 由 定理 2 的 1", 即 知 f(zo) 是 唯一 的 最 小 值 ， 同 样 可 
以 证 明 2 . 昌 

例 1 设 7z)=(z 一 D(z 一 2)* 求 函 数 了 在 区 间 | % 壮 | 上 
的 最 大 值 和 最 小 值 

解 “ 先 求 驻 点 ， 解 方程 

f(z)=(37—4)(z—2)=0 

得 /在 (0, 于) 中 的 驻 点 有 


比较 晴 数 值 
1(0)= 一 4 入 告 )= 闸 1(2)=0， 代 训 )= 名 ， 


得 10)== 一 4 最小, 信子)= 诗 最大， 根据 定理 1 f 在 区 间 | 0， 号 | 


的 两 个 端点 0 和 马上 分 别 取 到 最 小 值 一 4 和 最 大 值 计 . 


例 2 设 扩 zx) 一 ze” (xzER)， 求 限 数 了 的 最 大 值 或 最 小 值 . 
解 ” 因 为 
f(x)= (x 1)e’”, 
所 以 , 妆 z 二 一 时， 人 zz)<03 当 Z 之 一 1 上 时, (x) 守 0， 由 定理 2 
即 知 f( 一 1)= 一 二 为 最 小 值 ， 又 因 f( 1 co) 一 co, 故 知 了 无 最 


大 值 . 

例 3 某 工厂 C 到 铁路 的 距离 0B=20 公里 (图 66)， 须 从 距 
8B 为 150 公里 的 4 站 运 来 原料 。 现 从 铁路 上 其 处 DD 修建 公路 与 工 
厂 连 接 . 已 知 铁路 与 公路 的 运费 之 比 为 38:5， 辣 了 反应 选 在 何 处 
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方 能 使 运费 最 省 ， 


D 
图 66 
解 ” 不 妨 设 铁路 每 吨公里 的 运费 为 3， 则 公路 每 吨公里 的 运 
费 就 是 5. 设 8D=z, 则 
4 万 一 150 一 z， CD=— x+ 20° . 

于 是 每 吨 的 总 运费 便 是 

F(z) 一 3(150 一 z) 十 5</z2 十 205 ， 0<2z 扫 150， 
我 们 的 问题 就 是 要 求 畏 数字 的 最 小 值 ， 绥 方程 


- 52 Pe 
os ee 


得 x= 土 15. 于 是 得 f 在 区 间 (0, 150) 中 的 驻 点 为 二 15， 又 因 对 
一 团 zE(0, 150) 有 有 
2000 


j 《2) 一 [2 二 100J575 
由 定 埋 3 的 1° 使 知 只 在 %=15 取 到 最 小 值 ， 改 了 反应 选 在 距 
吾 为 15 公里 处 , 这 时 运费 最 省 . 昌 
例 4 重 晶 为 克 的 物体 放 在 一 粗糙 水 平 而 上 ， 施 加 一 力克 服 
摩擦 , 使 之 移动 ， 设 摩 惊 系数 为 4， 问 该 力 应 与 水 平面 成 何 角 庭 ， 
方 为 最 小 ? 
解 ” 如 图 67, 设 作用 力 了 与 水 平面 成 8 角 , 其 水 平分 力 为 『，， 
和 莱 站 分 力 为 f，、 汪 是 有 
Fu(W—F,), 


-> D0， 


即 
Fecosg--u(W—Fsing), 南 67 

所 以 
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EN 
cosg+ using ” 


要 使 下 最 小 , 即 是 要 使 cos8 王 4sin8 最 大 . 令 


0< 4 过 了 


9(0)—= cosht psingd, 


解 方 程 
g{(0)=—sin0 ;Huecosd=0 


得 驻 点 如 sretgk， 易 见 guE( 0， 壮 ) 又 因 当 oe(0, 下 时 


9 0) 一 一 cost 一 Asin0<<0， 


2 


所 以 9 在 多 了 焉 到 最 大 值 ， 即 所 施 之 力 与 水 平面 成 角度 为 如 时 为 


最 小 .了 


例 5 炼油 厂 要 修建 体积 为 了 的 中: 油 锚 ， 问 此 负 直径 与 高 


之 比 为 何 时 , 表面 积 最 小 (用 料 最 省 )? 
解 ” 设 半径 为 7, 高 为 则 表面 积 为 


S=2xrh+ 2rr?, 7, A>0, 
另 ~ 方面 ， 根据 题 讽 ， 
Trp Vo, 

代入 (1) 式 得 

SS= 2ar’, 7>0. 
F 是 

S'=— Arr, 7>0, 

全 


S"= An>0, 


?0, 
记 5'=0 的 解 为 7. 
2xrs a Fo. 


由 (2) 式 


设 了 = 70 时 无 一天， 


由 定 到 3, 当 ? 一 mm 时 怠 最 小 . 


(1) 


(2) 


(3) 


由 (3) 式 应 有 
(4) 


”了 73 。 


代入 (4) 式 得 


即 直径 与 高 相等 时 表面 积 最 小 , 品 
例 6 ”证明 光线 的 人 射 角 等 0 
于 反射 角 . 68 
证 明 光线 服从 “最 小 原理 ”， 即 所 经 路 程 最 短 . 如 图 68, 在 
点 (0,4) 姓 置 一 光源 ， 光 线 经 7 负 上 某 点 #3 反射 到 (8,c)， 这 时 光 


线 所 走 过 的 路 程 为 
Ls) -a? Fx? Fao 二 (68—xw)*， Eh 
于 是 问题 是 , zx 为 何 时 (zx) 最 小 ? 由 方程 
雍 8— pW 
To) a Ta Sori a 
得 到 


To 

VT TO 

设 入 射 角 和 反射 角 分 别 为 0, 和 bs 上 式 便 是 说 
cos 引 一 cos0， 


因此 在 驻 点 上 91 王 0,, 妈 入射 角 等 于 有 反射 角 ， 又 


L"(#)= 十 0, 


To hy ” 
b 
所 以 当 外 一 ;时 (这 时 x 是 驻 点 )L(z) 最 小 ， 因 此 ,光线 为 使 所 经 
路 程 最 短 , 必须 有 入 射 角 等 于 反射 角 . 日 
注 如果 在 点 ze 的 一 个 邻 域 A=(zo 一 6 zo+6) 上 定理 2 或 
定理 3 的 条 件 成 立 , 也 就 是 说 ， 于 A 上 大 在 zo 的 两 边 异 导 ， 或 者 
太 在 A 上 人 恒 为 正 或 恒 为 负 昌 zw 是 驻 点 , 则 (zo) 是 在 A 上 的 最 
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如 
(a 二 六 ?3 全 


小 值 或 最 大 值 , 因而 九 zo) 是 极 小 值 或 极 大 值 . 特别 ， 由 此 容易 明 
白 : 设 zo 是 函数 定义 区 间 的 内 点 且 是 了 的 驻 点 , f” 在 xz 连续 ， 
车 户 (zo)<0 则 fxzo) 是 极 大 ; 苦 户 (rzo) 盖 0 则 所 zo) 是 极 小 . 


习 是 


1， 叫 答 下 列 问题 : 

(1) 确定 函数 的 最 大 什 和 最 小 值 有 了 哪些 方法 ? 

(2) 确定 靖 数 的 极 值 有 哪些 方法 ? 

3， 设 蚁 数 子 在 定义 区 癌 工 上 连续 ， 里 有 唯一 的 根 值 点 zoE1"， 若 了 (ro) 
是 极 大 值 ( 极 小 秆 ). 则 f(zo) 是 最 大 值 ( 最 小 值 ). 

3. 求 下 到 蓝 数 的 最 大 值 和 最 小 值 , 设 

(:) (zy 一 xz4--2z2 十 5， —2<7E2, 


{2》 flr) = sin2z—r, ll 


1 一 YY 
1+w 

(4) fx}=|r—3r7+2|, lz 所 10。 

(5) 下) 一 2 一 372， 1z| 志 十 oo。 

(56) fiz)}—zlnr, zs>0. 

4， 而 积 一 定 的 惩 形 , 何 时 周 长 最 小 周 长 一 定 的 矩形 , 何 时 面积 最 小 ? 

5， 欲 建 … 间 面积 为 10 平方 米 的 由 房 , 其 一 边 和 代用 原 有 的 墙 昧 ， 阿 此 边 
为 儿 米 长 时 材料 晤 省 ? 

6， 面 积 … 定 的 矩形 , 何 时 共 外 接 圆 最小， 

7， 和 在 半 和 纵 为 下 的 咸 内 作 正 殴 柱 体 . 何 时 体积 最 大 ? 

8，、 在 尘 检 为 召 高 为 五 的 正 圆锥 内 作 正 圆柱 体 , 何 时 体积 最 大 ? 


9、 内 接 二 棋 贺 态 十 绽 -= 1， 边 平行 二 坐标 轴 的 矩形 何 时 面积 最 大 ? 
如 pb 


10， 在 底 为 w&， 商 为 严 的 半角 形 中 作 和 矩形 ， 一 边 在 底 边 上， 何 时 曾 积 
最 大 ? 
11.， 有 此 到 纸板 , 长 为 8 厚 米 , 宽 为 5 原 米 ,从 四 角 上 前 去 四 个 相 竺 的 小 
下 方形, 制 成 一 个 纸 食 ， 问 小 正方 形 的 边 长 为 何 时 , 盒子 的 容积 最 大 ? 
12， 要 做 一 个 无 盖 的 加 村 桶 , 容积 为 24x ( 米 )3. 用 来 做 底 的 金竹 板 每 平 
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{3) ftr)=arcig D<xz<<1. 


方 米 60 元 . 做 侧 曾 的 你 平方 米 20 元 为 使 成 本 最 低 , 情 的 尺寸 为 何 ? 

13。 体积 一定 的 同 锥 帐 你 , 高 与 底 半 徐 之 比 为 何 时 , 表面 积 最 小 ? 

14. 从 半径 为 下 的 圆 纸板 上 剪 去 一 个 遍 形 , 做 成 一 个 圆锥 体 ， 欲 使 其 训 
最 类 体积 , 局 形 的 质 角 为 何 ? 

15.， 项 为 半圆 形 的 坊 着 ， 上 其 截面 周 长 为 15 米 。 问 底 宽 为 何 时 ， 截 面积 
最 小 ? 

16. 求 从 点 介 , 六 到 搜 物 线 吐 一 4 的 最 短跑 离 . 

17. 求 从 点 (zu 90) 淹 直 线 Az 十 By 十 0 一 0 的 同 短 距离 . 

18. 对 其 坡 4a 做 了 mn 次 测量 ， 得 部 个 数据 zi …,zo 试 求 .: 数 工 使 


了 ,zi 一 2 最 小 . 
了 一 1 

19， 一 待 浏 之 曙 z+, 已 知 rtf[a,51,4>0， 今 以 一 数 5E[a, 由 代 之 ， 苦 虐 
“相对 诬 差 "一,t 一 z|/z， 证 明 : 


QL) 团 定 二 则 在 z 一 4 或 # 一 总 时 达到 最 大 值 杰 ( 鸭 ， 
要 、 352 长 中 Tm 1. 1 i hs 

(2) 2( 引 当 4 为 4 和 5 的 调和 于 均值 时 ， 妈 4 A + 于 晤 省 > 

20， 数 列 ~ 1 ，/2，38/3,… 中 那 一 项 最 上 ? 

21。 设 了, 9 守 9,a.5 汪 0. 述 妇 下 列 不 等 式 : 

1 GT Eb 

C0 <( 2) 


1 i A 2. 
{2) min (a 直 ; 1)(at® otb'smax(3 Tr 1) at » 


提示 : 今 5--c 一 a. 

22. (1) 设 折 x) 一 az? -bz 十 ce {a 守 0)， 则 J 不 变 号 的 充分 必要 条 件 为 
何 ? 方程 fo 一 0 有 重 根 . 相 异 实 根 和 无 实 根 的 条 件 分 别 为 何 ? 

《2)》 用 (1) 证 明 Schwarz 不 等 式 


»” n 


(Si 
‘k=1 i 一 


由 此 再 证 Cauchy 不 等 虑 
/一 = 让 二 
EN > ps 
[ 一 1 点 一 ] EK 
提示 : 考虑 因数 于; 
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f(0) = ,Cast be)?, 


b=1i 


$ 2.4 潜 数 的 媚 吓 


在 § 2.2 中 我 们 研究 了 如 何 用 导数 判别 函数 的 单调 人 性， 如 果 
函数 单调 增 ， 则 其 几何 图 象 是 上 升 的 ; 如果 单调 碱 , 则 是 下 降 的 . 
但 在 直观 上 , 无 论 上 升 还 是 下 降 , 都 有 两 种 方式 : 上 四 和 下 凸 , 如 图 
69 所 示 ， 例 如 ,9 一 2z* 是 下 上 同 的 而 y=zx? 是 上 升 的 ， 但 当 z<0 


上 升 ,上 四 上 升 , 下 止 
下 降 , 上 瘦 下 话 , 下 凸 
图 69 


是 上 间 的 ， 当 zx>0 是 下 凸 的 ， 如 果 我 们 既 知道 了 函数 增 减 的 区 
间 , 又 知道 它 在 升降 时 是 七 凹 还 是 下 凸 的 , 则 就 可 以 比较 确 场 好 画 
出 其 图 象 了. 
那么 ; 究 竞 应 如 何 定 闵 函 数 的 四 凸 呢 ? 若 茹 数 了 下 三, XY) 之 % 
是 定义 域 中 任意 两 点 ， 联 结 两 点 (zi， 帮 Zi) 和 (zs， 拟 2)) 作 弦 ， 
则 妆 zi<z<zs 时 直线 y= 了 (zx) 应 位 于 弦 的 下 方 (图 70)， 为 了 摘 
写 这 个 现象 , 我 们 注意 到 , 车 zj, zs 是 任意 .二 数 , x1 隆 x2， 则 数 工 位 
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于 2 和 za 之 间 的 充 要 条 件 是 y 


0< 1. 
1 一 T2 


仿 二 一 = 刚 0<t 过 1, 且 . 
上 


X=trt+(1—t)7,. 他 EF 3 Ta 工 
因此 , 联结 两 点 (zu (21)), (zx 图 70 
f(z2)) 的 弦 的 方程 为 
Sos f(r) 一 
TI wa : flr1)— f(r) 


其 中 0<t<<1.。 也 就 是 

T=trt (li)r, gtf(r) + —t) f(r,), 0<#<1. 
这 样 我 们 就 有 下 述 定 义 ;: 

定义 1 没 消 数 f 辣 在 区 闻 工 上 有 定义 ， 如 果 对 于 一 姥 ，*。 
E&I 和 te(0,1) 有 

fltw.t (Tt ra) Et ri) +1 — {f(r,), (1) 
旭 说 了 在 了 上 为 下 串 的 或 凸 的 ， 如 果 对 于 一 切 Yu zaE7 和 LE(0， 
1) 有 

ftrittl— tx) tr ) + (1— 1)f(7), (2) 
则 说 了 在 了 上 为 上 目的 或 四 的 ， 如 果 对 于 一 切 iE(0，1)，(1) 式 
((2) 式 ) 中 的 等 号 只 当 2 一 zz 时 成 立 , 则 说 子 在 二 上 为 严格 凸 ( 严 
格 媚 ) 的 . 

况 数 的 上 四、 同属 性 也 是 由 导数 确定 的 ， 我 们 先 从 几何 直观 二 
来 分 析 这 个 问题 ， 假 定 函数 f 有 二 阶 导数 .如 果 它 是 下 凸 的 ， 从 
图 7I 观 之 , 当 zz 增 加 计 相 应 的 切线 渐渐 抬 起 ,也 就 是 说 , 当 zj 二 xz。 
时 应 有 f(z) 二 Po) 即 广 非 碱 ， 因 此 应 有 f" 实 0; 反之 亦 然 ， 
如 果 它 是 上 唔 的 ， 则 有 从 图 72 来 看 ， 当 za<zs 时 应 有 F 产 (zl 之 
扩 (z2), 即 后 莫 增 , 因此 应 有 产 和 0; 反之 亦 然 . 这 个 直观 是 正确 的 . 
* 178* 


O + Wr 0D : E73 
留 71 图 72 
定理 1 如 果 茹 数 了 在 区 阅 T 上 有 非 减 ( 非 增 ) 的 导 函 数 ， 则 
ff 在 1 上 是 下 出 (上 町 ) 的 ， 特 别 , 如 果 当 ZE 时 万 (z) 产 0( 太 (7) 
0), 则 ff 在 上古 下 山 ( 上 国 ) 的 . 
证 明 设 扩 在 7 上 上 非 减 ( 非 增 ), 又 设 人 中 任意 两 点 ， 
0<:<1， 由 微分 平均 值 定 理 ， 
fT) FOTOF R22) txt (li)r,) 
tf(r)—f tr (1—t) re)) 
TTL rf tr 十 (1 一 上 za 
=1f (EC EN vr) (1 tf Es) tr om 7) 
= tt1—t) (rz)Lf 6) — fF (£1)], 
其 中 总 位 于 zl 和 tz 十 (1 一 让 zs 之 间 ,&2 位 于 xs 和 tx) 十 (1 一 x 
之 间 ， 测 tz 十 一 上 zs 位 于 zi 和 3x6 之 间 ， 因 此， 若 x 二 x*2， 则 
Ce. 于 是 了 (80D) 有 (EDCJTED) 写 (E82)); 荐 和 人 > 加 ， 则 所 一 
,下 是 有 (6) 宇 六 (E20C1CED) 和 于 (852))， 所 以 (I)》((2)) 式 成 立 ， 
注 1 如 果 靖 数 了 在 区 问 了 上 可 导 ， 则 定理 1 中 的 条 件 世 起 
了 在 了 上 为 下 凸 ( 上 夯 ) 的 必要 条 件 ( 习 题 7 (1)). 
注 2 从 定理 1 的 证 明 易 见 : 如 果 国 数 子 在 区 间 工 上 有 严格 
增 ( 严 格 藏 ) 的 寻 国 数 , 则 了 在 了 王 产 格 下 凸 (严格 上 思 ). 
例 1 证 明 : 邦 7 六 1, 则 对 一 切 x,yER 有 
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Ea 
证 明 考虑 国 数 产 f(x)=xz”(z>0)。 国 为 
f(t) pp— 1 :>0 (x>0), 
由 定理 1 的 注 2，f 是 严格 下 凸 的 ， 应 用 (1) 式 , 取 1= 子 Zz1 一 % 
z2 二 3 得 
(4) < 2,9>0, 
所 以 
(TF) E22 (xty), YY>0, 
而 县 等 号 当 且 只 当 z=3 时 成 立 . 芳 z=0 或 g 一 0， 上 式 显 然 筷 成 
立 。 再 以 jx], 1 引 代 2 即 得 证 ， 而 月 可见 等 号 当 且 只 当 z=8 时 
成 立 ， 
定理 2 南 数 了 在 区 间 7 上 下 三 (上 加) 的 充分 必要 条 件 是 天 
一 切 zi …， 7 i “b>0 《22) 有 
并 < ti :fxr)+: Tt fx,) (3) 


ft 十 … 十 二 tt 
Ta Em 
( 及 i > ti ) 人 


证 明 (充分 性 ) ”这 是 显然 的 ， 设 (3] 式 对 一 切 # 之 2 成 立 . 
特别 取 #*= 2 得 
LG 十 2 }< tf (rx) itisf lr) 


t -ts ti rt, 
tz tsr ~ tf (rz) 2 ) 
(A( tl ts 六 tte 


对 -- 切 2 四 7oEF， ,to 记 0 成 立 ， 若 D<t<1, 今 宙 一 t,t 一 1 一 $ 
即 得 (1)((2)) 式 . 

《必要 性 ) 设 f 了 在 I 上 是 下 上 (上 嫩 ) 的 , 我 们 十 明 (3)((4)) 式 
对 -- 切 月 然 数 ?之 2 威 立 ， 光 证 (3)((4)) 式 当 =2 时 成 立 ， 事 实 
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2 Rl -一 上 < 一 村， 
,和 任 取 间 二 0 0 分 过 t A ls tt 


代入 (1) 式 基 知 (3) C4)) 式 在 4=2 时 成 立 ， 设 (3)((4)) 式 当 
名 一 龙 -~ 1 时 成 并， 任 取 立 1 EL, t1 >0,", ti >0, 则 大 


min, Hi Ta 
1 < ty ep 
所 以 
CR torrey 
z 1 十 … 二 ty 
同 理 
tz ， 1 .. 1 ET 
bt tél 
记 
T=# 1 Ts = i,, 
r Eire eo. 
于 是 
ER tre (= XX 1 十 了 D 针 
a tf1—"" -it ) A TT " 
m tf xr) fxr -1) 
A I A 
了 有 
了 十 全 > 站 TT 
f(r) tt "bf (x 2 
#1 十 ** ne 


却 (3)C(4)) 式 当 % 一 五 时 也 成 立 ， 因 此 (3)((4)) 式 对 一 二 白 然 数 
学 2 成 立 . [上 

注 ”从 定理 2 的 证 明 易 见 , 函数 了 在 区 间 了 上 为 严格 下 屿 ( 严 
格 上 回 ) 的 充分 必 昌 条 件 是 对 -一切 wb， zaE 让 00 
2) 有 (C3) 式 ((4)) 式 成 这 并 且 (3) 式 ((4)) 式 中 的 等 号 只 当 21 二 … 
三 Xa 时 成 立 ， 


he 和 人 


例 2 证 明 几 何平 均 数 不 大 于 算术 平均 数 , 也 就 是 说 ， 著 > 
3 Xn2>0, 则 


+’ 多 1 十 ， ,十 多 
YE 0 (5) 


菲 量 等 号 当 且 愉 当 一 … 二 x 上 时 成 立 . 
证 明 关 虚 孙 数 ff: 
f(z) = 1nx, £0, 


因为 

fr(z) = 一 襄 <0,， >0, 
由 定理 1 的 注 2 可 知 了 是 严格 上 后 的 .再 由 洁 理 2 的 注 , (4) 式 成 
立 . 取 所 = 和 … 和 一元 , 则 当 T ,za>0 时 有 


ZI 十 DZ nr 
Im 二 Ta TL 2 = ln 


即 (5) 式 成 立 , 二 共 中 等 号 内 当 二 … 二 zs 时 成 立 . 


习 题 
1， 回 答 下列 问 题 : 
{) 哆 数 的 (严格 ) 上 本 和 (严格 》 下 0 的 定义 为 何 ? 
(2) 国 数 国 、A 的 几何 意 浆 为 何 ? 对 了 了 解 畏 数 加 香 有 向 作用 ? 
(3) 如何 用 导数 判定 函数 的 中古 和 严格 朵 , 中? 


C4) 如 果 了 于 为 区 间 了 上 的 向 蝴 数 , rp zn, 这 0 这 (i 一 1， 


出 (Sr) 
2。， 因 定 了 半数 了 的 旧 , tf9, 设 
(1) flr)= x" (TO, L221}, 
(2) ff{:r)=a” {TER, a> 0), 
* JSg2% 


(3) fm- inrz {x>0), 

(4) f(x} =zlnz {r>0), 

{5) flix)— sinz MAELEA). 

3. 证 明 下 列 不 鱼 式 { 闭 讨论 等 号 成 立 的 条 件 ): 


a 

(31) [1 系 一 人 一 ， 可 站， 立 1、 rER. 

(2) (2 | 二 

> Et 一 1 

a 名 
其 中 P 守 ]， 2 Tn 
1 
rr -| 一 EET FETE 

(3) 和 《2 
共 中 0 

(4) FET nr 二 TT 二 二 Qn Tn, 


至 
此 中 站 0 al 0 Dja=1. 


4 证明 加 的 内 接 有 W 边 虞 中 ,以 正 % 边 形 的 面积 为 最 大 ， 
5， 证 下 两 个 凸 十 数 之 和 仍 为 山 范 数 ， 
证 盟 两 个 韭 碱 的 韭 负 此 隙 数 之 积 僵 是 上 山 函 数 ， 
设 了 是 区 阿 了 上 的 凹 函 数 , 证 明 ， 

(1) 对 上 了 中 的 任意 二 点 Ti<za<zs 有 

{le) fe fa 一 fa fo 一 fen 
T 一 2 2s 一 321 Tg— 

试 作 出 见 何 解释 . 

提示 : 符 f+: 表示 为 zs= ti 十 和 一切 za, 散 出 志 再 应 用 定义 . 

(2) 罕 天 上 存在 非 减 的 左 、 右 导 国 数 六 和 户 , 并且 万 (@ 扫 太 ( 轨 对 一 
切 zE 广 成 宋 . 

(3) 设 zt1, 若 入 在 * 左 连续 或 玫 在 有 连续 , 则 了 在 x 可 导 . 

(iD 埋 [a, 81C7', 则 当 vw, ze[4,51 时 有 

Fas) 一 fx RM Iso, 

鞭 中 漆 是 常 妆 ， 所 以 f 在 二 上 连续 ， 

(5) 车 cz 则 存在 数 c 使 

fz) elr—0) +fte) 


pe ey] 


a 883。 


对 一 切 x 红 成 立 ， 试 作出 几何 解释 . 
8、 设 国 数 了 的 定义 大 为 区 条 工 如 时 对 于 工 中 的 任意 三 点 人 二 各 扩 2 
都 有 


则 子 是 凸 的 ， 
9. 设 国 数 子 的 定义 域 是 区 间 大 站 果 对 于 每 一 点 BE 都 相应 和 一 数 e 使 
fatr—b)+f 0) 
对 一 切 zk 成 立 , 则 了 是 三 的 . 
提示 :; 在 路 任 取 三 点 a 之 f<Zc 可 得 


于 六 一 一 于 Ca) <f0— 18) 
一 c—b 


和 上 题 一 样 ,这 也 是 后 的 充分 灯 件 . 
10， 设 函数 子 在 区 问 了 上 可 导 , 则 了 在 了 上 为 是 的 充分 必 沉 条 件 是 妆 
XEI 时 曲线 二 f(z) 位 于 共 每 -条 团 线 的 土方 . 
1L， 恋 了 是 区 间 [0. 二 co) 上 的 间 负 出 函数 , (7) 一 并 氏 tz>0). 证 明 


C1) 若 产 0) 一 0. 则 了 严格 增 . 中 非 减 . 
(2) 若 lim F(z) 一 0 则 严格 增 ， 
12.， 设 消 数 了 在 区 闻 了 上 连续, 且 
f(a |- sd y+ fz) 


对 -- 团 ztxzs67 成立 , 则 了 在 了 上 是 中 的 . 
提示 ; 由 所 设 可 得 
二 
f( Dn < Wi 
对 一 切 zt ,TarEz 成 立 , 因此 
fitrt (Wtf + f(y) 


对 一 怒 x,yEJ 和 (0, 1 中 月 为 4 点 的 有 理 数 研 太 。 


§ 2.5 灸 数 作 图 


应 用 以 上 的 知识 ， 我 们 可 以 绘 出 函数 的 图 象 ， 要 绘 出 一 个 函 
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数 子 的 图 象 , 最 重要 的 是 要 知道 它 的 增 , 减 和 四 、 山 的 区 间 .， 这 就 
要 算出 和 了 ， 再 算出 扩 和 f" 的 爹 部 零点 24,-…，2zn， 只 要 
连续 , 则 了 和 f" 在 每 一 个 区 间 (zi_1, x1) 上 定 号 ， 因 此 就 可 知道 了 
在 这 些 区 间 上 的 增 , 减 和 四. 凸 ， 其 次 还 应 知道 一 些 重要 的 基数 值 
和 极限 什 , 以 及 冰 数 是 否 有 对 称 性 等 ， 总 的 来 说 , 函数 作 图 大 致 有 
如 下 几 个 步骤 : 

1) 确定 蚊 数 了 的 定义 域 . 

2) 确定 了 的 奇 . 俩 性 和 周期 性 . 

3) 求 出 六 和 关 的 全 部 零点 ?1,…, zn 确定 了 和 了 在 每 一 
个 区 间 (zi_1, 21) 上 的 符号 . 

4) 算出 图 数值 所 zi 人 = 1 ， …，2) 以 及 其 它 一 些 容易 算出 
的 函数 值 . 

5) 求 出 了 的 零点 . 

6) 算出 了 在 区 间 端 点 上 的 极限 ， 

定义 1 苦 嚼 数 了 在 点 2 的 一 边 为 下 山 ， 另 一 边 为 上 凹 ， 则 
Xo 叫做 了 的 拐点 ， 

和 如果 xo 是 芍 数 了 的 拐点 ， 则 了 的 图 象 通过 点 P(xo, f(zo)) 时 
要 出 现 * 扫 转 ? 现 象 . 例如 , 设 了 在 
zo 的 左边 为 下 山 ， 右边 为 上 间 ， 
且 f(x0o) 存在 ， 记 了 的 图 象 在 书 
点 的 切线 为 ， 则 当 z<<zo 村子 
的 图 和 象 位 于 2 的 上 方 〈($2.4 习 
区 10), 而 当 zzo 时 位 下 -的 下 
方 ， 因 此 f 的 图 象 在 通过 点 PP 时 
“ 扭 ” 过 共 切 线 ( 图 73)， 点 了 也 常 
营 叫 做 了 的 拐点 . 

例 1 设 Fz)=(z 一 1 十 2lnz， 作 出 国 数 了 的 图 象 . 
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Ee 


解 了 的 定义 域 为 (0, 十 co). 又 


Wa Zn a 
f' (2)=2(7r~1) Sr 3 
2 
J 


f°"(1)=0. f(1)=0, 
f(0+)= ~— oo, f(t 00)= 0, 


根据 以 上 资料 列表 : 
9 | 0+ | (0,1) | 1 | 【1 十 co) 十 ce 
下 | + | 2 | + | 加 
了 | 
f -oo | ?上 |; 0 所 点 | 1 下 二 二 co 


由 此 就 可 作出 的 图 象 如 图 74. 
有 抛 点 (1，0), 图 象 在 拐点 上 
扭 过 雪线 y 一 2tx 一 1). 日 

例 2 作出 国 数 产 f(x)= 


行 二 的 疼 象 . 

解 上 的 定义 域 是 玉 ， 但 因 
它 关 个 函数 , 所 以 只 须 芒 虚 区 间 
[0, ; co ). 算得 图 74 


, 加 2 于 a 37*:—1 
ny 


f' (0)=0, f (TE)0. 
150):-0, 


例 3 作出 栈 数 f(z) 一 写 一 2 十 生 的 图 象 ， 


解 于 的 定义 域 是 只， 又 
六 (TD) 一 站 一 22， f(x)=:2(7—1), 
Pos rs nar 
人 
1(--ce) ro. f( oo) 一 二 ec 


> 二 放 ! | i 
el ee 0 ‘0D | 1 


et 


据 表 作 得 了 的 图 象 如 轿 76. 0 


1- 回答 下 列 问题 : 

(1) 函数 作 图 应 根据 哪些 资料 ? 它们 对 函数 图 象 有 何 作 用 ? 
(2》 何谓 拐点 ? 函数 图 象 在 拐点 上 出 现 什么 现象 ? 

(3) 拐点 与 一 阶 居 数 有 何 关 系 ? 

2 画 出 下 列 出 线 : 


(1) yr OT 10. {2) y=e-™". 
(3) y=-In(]++2’), (4) 3 一 xz 一 inf1 二 四 ， 
(5) 3 =- 了 3 一 3z2 - 97 二 14。 (6) ys 


(7) y="24*@ 7, 


3.， 确定 下 列 方程 的 实 根 所 在 范围 : 


(1) x»-—6x:+92—10=0. (2) 2 —37:—9r+h=0, 


(3) xr5.-57™a. (4) lnzx=kz- 
4. 在 什么 条 件 下 ,方程 2?? 十 px 十 4 三 0 
() 有 个 实 很 : 
(2) 本 三 个 实 根 ， 
5， 设 函数 了 在 (e. 十 ce) 上 定义 , 如果 
lim ffzy 一 (hz 小 4] 一 0， 


T+ 


了 


则 称 直 线 y 一 和 xz 4 为 曲线 3 二 了 7) 当 z 六 十 吕 时 的 “ 渐 近 线 "。 试 作 由 包 
何 上 上 的 解释 , 并 证 明 


由 一 Lim “~ : 4= lim fr) ~ Az], 
再 作出 人 下列 曲线 : 
ee 
由) 秀一 所 一 1- 


4) 在 问 一 坐标 平 而 上 作出 两 条 曲线 
zy 一 二 和 y 一 z 十 一， 


§ 2.6 EL Hospitale 法 则 
在 第 一 童 $3.3 中 我 们 已 经 知道 ， 如 时 当 z->ze 时 jz) 和 
9(z) 都 起 无 穷 小 量 , 那么 其 3 当 z->zo 时 可 以 出 现 各 种 极限 ,也 可 


能 没有 极限 ， 因 此 , 我 们 称 俯 品 当 zyza 时 为 “ 型 的 不 定型 


应 用 下 由 值 定理 ， 我 们 可 以 得 天 计算 不 定型 极限 的 一 个 简单 
有 效 的 方法 . 
定理 1(L ospitale 法 则 ) ” 设 霄 数 和 g 在 区 间 (zxo, 5)( 或 
(4, X0)) 上 可 导 , 又 
lim f(r)= lim g(2)=0, 
同时 在 该 区 间 上 yg'(*) 尖 G6， 如 果 极 限 
a 
zx 1'(T) 
存在 ， 则 
f(z) f(z) 


lim G77™ lim p73) 


证 明 由 假设 可 以 认为 , 函数 f 在 点 zo 是 连续 的 ,其 值 为 0. 
在 区 间 (zo 5) 内 任 取 一 点 7, 于 是 根据 Cauchy 平 均值 定理 (82. 1)， 
“39 。 


f(z)_ fz) fro) _f (8) 
yz) g(x)— g(xo) g' (8) 


由 于 = 二 (7Z) 介 于 x 和 2 之 妆 , 故 当 2>wo 时 5 一 +o。 在 上 式 师 端 
取 极 限 邑 得 (第 -- 章 § 3.2 定理 7) 


i ee fz) 0 
a] gz ) Ee y '(§) THio 0 
这 个 法 则 告诉 我 们 ， 和 如果 只 34 当 z -> 时 是 再 的 不 定型 ， 
f(z) 
那么 计算 极限 ina 于 革 只 要 计算 tim 0 如 条 (2) 到 z->zo[ 叶 
还 是 了 不 定型 , 陡 么 又 可 对 它 使 用 Hospitale 法 则 , 转 为 计算 
极限 Jim 7 ， 如 此 可 以 一 直 继续 下 去 ， 好 
和 
a OY wa G(r a(n en gE 
但 要 注意 ， 上 式 中 除 最 后 -个 极限 外 , 蹇 是 不 定型 ， 
例 1 
解 这 是 ” 一 不 定型 用 L'Hospitale 法 则 ; 
. TT-coaz_,. sinx 1 
i 
,ee *—24 e”4e *—2 
例 2 Li 几 一 -Sin 必 mn 1— eosz 
en A ea” Ls 
rl! 
tl) me Dr 
例 3 《人 和 《一 3203 
= wl! 1-ro 11 (w+ 1)r (8-1) 
4 (2—1)? 4 2(z—1) 
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0 
L'Hoespitale 法 则 当 xz~>oce 时 也 是 成 立 的 , 即 
定理 2 设 商 数 了 和 9 在 区 间 (a, 十 c0) 上 可 导 ， 又 

lim {(#)= lim g(2)= 0， 

同时 在 该 区 间 上 8 《7) 兴 0， 如 染 


NN 
zu (CT) 


一 二 li 
| 


1 (g++ i)ar ! (gat+ lo 
ND 


存在 ， 则 


RN A 
a 


证 明 令 4= 地 , 则 当 t> 一 品 时 4->0， 所 以 


a | 
0= lim f(2)=limf( ¥), 0 lim gz) 一 lim 克 于) 
Tim 了 全 用 : 天 二 小 ca 1 和 


由 定 埋 1 即 得 


) LN 1 
De , 
i fe) bf) FA) 
zo gr) ts 30 “(地 半 一 立 EP +) 
arctgx i 
例 4 lim 一 一 = lim 一 了 一 2 
i 7 一 二 cos 一 


x+e( To- 全 ) cos 


如 果 当 2->zo (或 + >c0) 持 f(z) 和 gCz) 孝 是 无 穷 大 量 , 那么 当 
x>t4( 或 2 一 0) 财 愉 节 是 芝 型 的 不 定型 ， 对 于 这 种 不 定型， 
L Hospitale 法 则 也 是 成 立 的 , 即 

了 9 了 。 


定理 3 设 羡 数 了 和 9 在 区 间 (zo ,8)( 或 Ce,zo)) 上 可 导 , 且 
i 大 下) J g(t):=00, 
同时 在 该 区 向. 上 Cz) #0. 和 如果 极限 
,f(z) 
ey 5 


存在 ， 则 


Jim fC) of (2) 
Zo dT) bry (EY 


证 明 ”我们 就 一 种 情况 来 证 明 ; 假定 (1) 中 的 极限 是 有 限 的 . 


fC) 
lim ot 


任 给 * 盖 0, 于 起 存在 一 数 costzop), 当 xzEtzo co) 时 


f' (zx) 
A— 和 Cy a 


] 一 co) 
f(r) fle) f(r) 一 - 二 


g(7)--glere) g(x) i glco) g(r) 
gr) 


一 方面 , 由 Cauchy 半 均 值 宪 理 , 当 zstzo, co ) 时 
HT)-— (co)_f (8) 


g(r)—g(eo) 9 (8) 
其 中 EE(x, eo)CCvo, co)。， 所 以 当 xzE(zo, co) 肘 


_e_f(r) Le 
本 < es)<A E> 


但 由 假设 可 见 
人 《2) 


因此 存在 ciEtzo' co, 当 YCxo, ci) 时 了 Cecoz) 人 0， 所 以 当 zE(Czo， 
。192 。 


ccC(zo co) 时 


4 一 二 4+ 本 
2 
Teo z) gz) me 
由 (2) 式 ， 
[3 rn 
A 
sm Comm DY” orltonm) 


所 [以 又 三 在 CE(xo,c C1), | ZE, C) 时 


二 
2 e € 
Na)>(4” 生生 -4 
Re ( 

4 + 和 =41 -EE, 
Fe za) 2 


因此 当 zE(zo， CE, 本 
4 ET < 二 CC 


所 以 


这 便 是 所 证 ,1 
注 与 定型 2 的 情形 相同 , 当 * 一 oo 时 定理 3 也 是 成 立 的 . 


例 5 求 极 限 im «~>0, 


解 这 是 - 去 不 定型 应 用 二 Hospitale 法 则 (定理 3 的 注 ) 

得 
工 
[im 一 一 J = lim 了 lim 一 -二 lL a—=0. 1 


Tyt+oo = zt" 
例 6 求 极 限 lim 2 > 0. 
raixt 


解 ” 不 妨 设 4 一 1<a<n, 其 中 % 是 某 一 自然 数 。 于 是 
* 79 了 。 


入 | Qa) 2 
lim 一 一 lim 1 RE 
和 人 十 加 六 二 or 六 地 二 e 


a | 


XT" 


=— lim {oo—1). (n+1) 


工 嘻 | 心 
一 0， 上 日 
再 注意 到 
e” 
lim -一 lim ez0-lnz) 一 0 
r+ bd 


我 们 便 又 一 次 得 到 第 一 音 $3.3(1) 中 的 数量 级 序列 ， 但 是 ， 现 在 
我 们 所 用 的 方法 是 一 个 统一 的 .简单 的 方法 , 比 起 第 一 章 中 的 方法 
要 容易 多 了 . 

在 计算 极 撒 时 ， 思 有 “0. co” 型 和 “co 一 00” 型 的 不 定型 ， 又 
“0 "可 以 而 成 是 “en 因此 可 以 归结 为 *0.ce? 型 , 所 以 “0 是 不 
定型 ， 同样 ， el 统 都 可 归结 为 “0.co”， 而 


“0.co" 和 “co 20" 常 常 可 以 变化 为 全 或 叶 . 
例 7 求 极限 lim zlnz, a 
了 0+ 
解 ” 这 是 “0.c0” 不 定型 , 可 以 改 为 去 


1 
Ln Z -1 _ 史 
oD a or 
或 由 例 5 
一 ln 
lim x* lInr = lim = 二 0. 
TF0+ t+o 
例 8 求 极 限 lim (secr -tgx), 
bi » 
解 这 是 “co - co" 不 定型 ,可 以 变化 为 了 ， 
| 、 lsinX ). cosz 
lim( secw— tgz} = lim Es lim 一 aimz 一 0， 0 


PA 3 下 四 
1 ?7 73F 3 


* 7194 。 


例 9 求 极限 lim (sin)*. 
开赴 0 
解 这 是 “0 "不 定型 ， 改 写成 e 的 指数 形式 : 
{ sin 和 )7 一 exlnsinz， 
就 得 “0 co "不 定型 ， 央 为 ( 例 7) 


lim zinsinz= lim sinz:lnsinw= 0, 
了 AD- 和 


所 以 
im《sinz) = we 
例 10 求 极限 lim (tgr): 
T3300 


解 ”这 是 (20")， 内 为 


lim (Fz jutgz= 本 nsinz Ineoss) 
0 3 


厂子 一 0 


= lim (z 一 如 至 )ineosz 


Do en 


TT 
全 一 一 一 
2 ;， 
= lim * lim coszlncosz 
xc COSw ™ 
Tl rtF- 0 
有 ] 
一 | lim 一 中 一 0. 
+ 二 -0 
所 以 


lim Cgz = 


以 上 我 们 介绍 了 用 L'Hospitale 法 则 求 极限 的 方法 ， 归 纳 起 
来 有 以 下 志 点 : 

1) 着 先 应 判断 所 求 极限 足 否 不 定型 , 非 不 定型 不 能 用 L Hos- 
pitale 法 则 . 

2) 如 果 是 必 或 吐 型 ,只 


0 


f(z) 
六 存在， 就 可 用 


9 


a 


L'Hospitale 法则 ， 
3) 如 末 是 


4) 如 果 是 “0””，“1”” 或 “co” 型 ， ee 
“#0,00” 
习 题 

1. 要 竹下 列 辣 题 ; 
(1) 不 定型 在 哪儿 种 ? 
{2) 下 列 极 也 能 否 内 L' Hospitale 法 则 x 为什么? 

Sin 
1 i 
3° lim I—Sing 


er | sinx 


{3) 极限 lim( i 


TO。 co7 织 4co -oo” 型， 应 式 ;化 为 -0 


-人 兽王 2 


TY - 
二 彩 ] imxzeosz 是否 不 定型 ? 


a 
(CD 设 lim 四 古 不 定型 ， 如 果 要 限 id 人) 不 存在 ， 是 否 极限 lim 
于 加 也 不 存在 ? 
{5) L'Hospitale 沙 则 足 否 可 用 于 数列 极限 ? 
2 计算 下 列 三 限 : 
lncosz .tgzx—x 
(1) lm (r+ oy (2) er Sjrtz 
Ce2 一 ]7SIm (83 
(3) li yz rz (rosY 一 1]) “ (4) a tgz “ 
2 三 pe vs 
i 人 
~ ; Es 中 
2 i x {x3 + 1)1nx 
Cn (8) 1imesr555 tr+s) 
(9) Tim (lnz)ln( ex). 110) lim x*. 
Zl w= 0: 


1 


(11) limz'-*. 
Ed 
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站 
(12) lim( cos 二 ， 


(13) ia 人 (二 一 二 计 (4) lm 人 (去 一 5 


P| jnz YY 一 ] 


a 
| 


(16) lim( Sarceos z). (17) Jim (Farctgn) . 


1\ TH 7 nym 


{18) lim ， .b,c0, 


T+» 


3. (1) 设 开 有 连续 的 三 阶 导 函数 , 证 明 
F(z 十 下 十 fxz 一 人 2f 2) 
he 


Ea: 2 CY 下 


六 (四 一 1 
nh 


(2) 没 子 太 二 阶 导 数 ,证 明 上 式 ， 
(3) 设 了 是 有 二 : 阶 导 数 的 凸 冰 数 , 证 明 态 非 负 ， 
4 设 刀 ? 和 如 布 连 练 的 二 阶 导数 , 求 极 限 
Wl) vy) w(tx) 
lim 站 utr :ih) Pte | 内 ) wr hh) |. 
村 (TY 一 -2 下) 91 让 十 2 站) 万 {个 于 2) 
5， 设 2,5>0， 定义 


二 
Ara. 86) (3) — 2), 5 天 0， 


叫做 G 和 五 的 “s 阶 平均 数 "， 显 然 , 当 s 一 ] 时 得 算术 平均 数 ; 当 3 一 0 时 得 几 
何平 均 数 (习题 2(18)). 
证 明 : 

《1) 当 &4 了 5 时 A(q, 如 ) 严 禄 增 ， 

(2) lim Ato, 5) (8) = minta, b). Jim AClapb)(s) = max (a,b)., 

{3) minta,b) <<A{a.b) (e) man to, Hy, 


6. 设 
| 
本 一 一 ==] -| -4 … mm 
证 明 : 
C1} y” 本 一 1 | 2 十 … 十 多， 
| 
(ry )" | 一 12 -， 2: -nt, 


. 了 97。 


TR rt ee TE A NO rn 


[zfz 护 7] 一 13 -上 23 十 … 十 %8。 
(2) 1 二 2 十 …… 十 4 一 aa 十 卫 ， 
提 基 : (rz 一 1)9 十 ] 一 za+1l， 
(3)》 12 十 22 十 ，… 十 322 一 全 (2 十 1) (28.1)， 
提示 : (一 1)zg 二 zxy= (#1)r"tl, 
(4) 1 42 + et tt) (2 se 
提 孙 : (x 一 Dx(ry’ )’ 2r (ry ) wy= (Rn 1)2zn+l。 


?， 设 nk 是 一 贷 数 ,函数 了 在 :点 zi 有 半 阶 导数 ,证 遇 


nn 
fv ro) =lims (1)*C Ef (zo kh). 
[a 
k=0 


第 三 节 ”Taylor 公式 及 其 应 用 
$ 3.1 Taylor 公式 
在 第 二 节 中 ， 我 们 根据 微分 平均 值 定理 用 一 阶 和 二 阶 导数 研 
究 了 国 数 共 和 干 方面 的 性质， 那么 消 数 的 高 阶 导数 对 函数 的 研究 有 
设 有 作用 呢 。 要 回答 这 个 问题 ， 自 然 就 想到 把 微分 半 均 值 定理 推 
广 到 高 阶 导数 ， 微 分 平均 值 定理 的 一 般 形式 是 (§ 2. 1 定理 4); 


f2)=f(0) + HCG) 600)]. (D 
其 中 于是 a 和 2z 之 间 的 某 数 . “高 阶 "的 微分 乎 均值 定理 应 具 何 种 
形式 呢 1 我 们 先 考 虑 最 简单 的 函数 ~ 多 项 式 ， 设 函 教 了 是 多 项 
式 : 


2ZD 一 0 十 | 五， 
倘若 我 们 可 以 把 它 改 写成 
OX) gota (rg) 十 ar (2—a)”, 


“TI98。 


则 就 有 (参见 8 1.5 例 4) 
a, 人 i (2) 
所 以 | 
FFFF (Ora) tA (ea) 
ee 
由 于 它 的 有 边 是 一 个 次 多 项 式 ， 所 以 这 个 式 子 只 当 了 是 多 项 式 


时 才能 成 立 ， 如 果子 不 是 多 项 式 , 这 个 式 子 就 不 能 成 并 . 因此 就 有 
《 设 了 有 zw 阶 导数 ) 


fz) =F) FF ea) + A ea)? + 
+40) (a—a)*+Ra(r). 《3) 
如果 n=0, 平 均 信和 定型 的 (1) 式 告诉 我 们 , 存在 a 和 xz 之 间 人 


Rl) = Gs) — Gla)]. 


我 们 的 问题 就 是 ， 当 nn 半 0 时 函数 RE 的 形式 为 何 ? 腓 清 楚 了 这 个 
问题 , 自然 就 得 下 坊 值 定理 的 推 )'。 为 此 我 们 不 妨 将 (3) 式 简写 为 

有 TD P(r)+ Ra(T), (4) 
共 中 


PC7)— f(a)- POs—a) ro) 
A aA (5) 
Li 


Pil 做 了 在 4 点 和 的 “Taylor 多 项 式 ” 我们 把 (4) 式 (也 就 是 (3) 式 ) 
HM 敌国 数 了 在 a 点 的 “Taylor 公式 ” 其 中 BR 叫做 “ 余 项 ”, 是 我 们 
要 估计 的 . 
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定理 1( 余 项 形式 定理 ) 设 销 数 了 在 区 间 了 上 有 % 阶 连续 导 
数 ， 在 六 上 有 71T 阶 导数 ，oS 太 ， 令 
f(r)= Pn(7) + R(x), rEL, (6) 
共 中 忆 是 了 在 a 点 的 Taylor 多 项 式 ， 任 取 zE7 2 了 49. 记 了 ;为 
以 4 和 zx 作 端 点 的 闭 区 间 ( 图 77)， 设 函数 BG 在 六 上 连续 , 在 天 上 
可 导 , 且 当 iE7z 佬 GCE) 关 0， 则 存在 sE1; 使 


网 77 


We a pg 
R= or-é)"CO(7) Qe). (7) 


特别 ， 也 Gt)—=(s—t)"t! 就 得 


WR ld 
Ro ao)”. (8) 


这 个 余 项 叫做 “Lagrange 余 项 *， 取 C(t) 一 xz 一 上 就 得 
Rt) = fo sé)" (ea). (9) 
这 个 余 项 叫做 “Cauchy 余 项 ” 
证 明 令 
R= A PEE), ic1. 


则 五 在 了 上 连续 , 在 1” 上 可 导 . 当 teE1* 时 


六 
rT 


FOF THe) _ 7 
t=1l [和 


= 了" (Ct) 1 【xz 一 上 7 一 2 《xz 1 


抑 见 ， 抵 消 后 得 


» 200。 


F(t st)", ic7。， 


对 互 和 在 I 上 应 用 Cauchy 平均 值 定理 , 便 知 存在 SET 使 


F(X)— F(a) 一 有) 大) yn 
G2)— Gla) CSE) RICE 


但 
F(x)y—F{a)=f(7)— Day BAs), 


因此 得 到 (7) 式 ，00 
注 〈7) 式 中 的 去 旧 然 也 可 以 哪 成 
E=gr0(7x— 84), 
其 中 0 是 (0，J) 中 某 数 ， 如 果 =0， 则 Taylor 公式 也 常常 叫 柳 
“Meciaurin 公式 ”. (8) 是 特别 重要 的 余 项 形式 . 易 见 , 带 Lagran- 
ge 余 项 (8) 的 Taylor 公式 是 Lagrange 平均 值 定理 (8$ 2. 1 定理 3) 
的 推广 , 
下 面 我 们 对 Taylor 公式 的 意 头 作 一 些 说 明 . 如 果 天 "在 4 
点 附近 有 界 , 划 由 (8) 式 就 有 
[IRAZ)| SMIz— al" 
当 Y 在 a 点 附近 时 成 并, 从 而 
RL)=0(|z—al”). 

在 分 析 上 ， 这 说 明 国 数 了 在 e 点 附近 与 % 次 多 项 式 P 相近 
似 , 盖 为 olz 一 al7")， 由 于 多 项 式 是 最 简单 的 初等 图 数 , 所 以 这 是 
很 有 意义 的 例如， 我 们 可 以 通过 计算 多 项 式 的 值 来 近似 计算 沿 
数值 , 江口 .如 以 达到 很 高 的 精确 度 ， 在 KF 面 $3.3 中 我 们 将 看 到 具 
体 的 例 耳 . 

在 及 合十 ， 由 于 

Pe (Ca)=f (4a), £=0,1,2,.,n, 
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所 以 我 们 可 以 认为 n 次 曙 线 y=Ps(z) 与 天 线 y==JCz) 在 点 
(a, f(a))*n 次 相 切 "， 相 切 的 紧密 度 是 o(]z 一 0"), 例如 , 当 n=1 
时 直线 (如 切线) 
y= Pi(7)=j(a) +f (a)(z—a) 

与 曲线 相 切 , 紧密 度 是 o(]z 一 0|);n=2 时 抛物 线 

y= Pz)=f(0) + (a) (sa) + So) 
与 曲线 相 急 (图 78), 紧密 度 是 o(1z 一 |*)， 为 要 达到 较 高 的 紧 帘 
度 , 就 必须 用 高 次 曲线 去 与 曲线 相 切 ， 由 此 可 见 ，* 次 曲线 y = 
Ps(z) 可 以 看 作 切 线 (一 次 曲线 ) 购 念 的 推广 ， 


y ¥=P(s) 


y=f(7+) 


y= Px(7) 


1。 回答 下 列 问 题 : 

(1)》 国 数 站 一 点 的 Taylor 多 项 式 为 何 ? 

(2) 余 项 形式 定 肥 的 条 件 利 结论 为 什 ? 

《3) 为 什么 说 Taylor 公式 是 Cauchy 平均 值 定理 的 推广 ? 

(4) 我 们 得 氏 了 饮 些 特殊 的 余 项 上 形式 。 

(5) 为 什么 说 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 是 Lagrange 平均 值 定 
理 的 摸 广 ， 

(6) Taylor 公式 的 分 析 和 几何 意 驻 为 何 ? 
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2 没有 兄 次 多 项 式 已: 
P{r)=aytart oT" 
如 何 用 Taylor 公式 将 P(x) 起 示 为 1 一 4 的 多 项 式 ; 试 将 多 项 式 
1 十 27 十 382 十 473 十 524 
表示 为 x 十 1 的 多 项 式 ， 
3， 设 明 数 了 在 zo 附近 有 有 十 1 阶 连 续 导 数 , 日. 
ff (ro) wf’ (m0) = f(r) = frtn (ro) 0. 
和 证明: 皮 半 为 奇数 , 则 xz 是 子 的 极 值 点; 若 w 为 偶数 , 则 xz 不 是 于 的 极 值 点 ， 
z+:=0 是 不 是 下 列国 数 了 的 极 值 点 , 了 在 z=0 取 极 大 还 是 极 小 ” 设 
(1) f{r)=er— sinzr—]. 
(2) fm) 一 7 一 Siny- 


3 
{3) f {x) 一 2 十 z 十 全 一 ez 一 CnSsz， 


4， 设 医 数 和 9g 在 -1.1] 上 连续 , 存 ( 一 1, 1) 上 有 任意 阶 导数 , 用 
(fv gm | En zl, n=0,1,.. 
证 明 f=y. 
5. 设 胃 数 了 在 一 点 zo 有 7# 十 1 阶 学 数 ， 世 了 "+ (zo) 天 0， 将 子 用 
Taytor 公民 友基 为 


frot f(x) + Ce) eet fim) (zo 08), 
茶 中 6cto, 1 证 明 


ne 
6， 奋 届 数 于 在 一 点 ze 附近 有 
f= (rs— ro rg ly), 
直路 是 一 此 和 负 整数 .9 (x 下 0, 呈 函数 9g 在 ze 连续， 则 说 了 是 子 的 拓 重 零 
品 .证明 ， 震 了 在 zo 附近 古训 阶 连续 导数 ， 则 xo 是 了 的 上 重 零 点 的 充分 
必 避 条件 为 
fx) = x) 一 一 -17(zo) =0, ft (ro ) 0. 
7。 设 函数 了 在 一 点 各 附近 可 以 才 示 为 


{Cz} -全 arG 一 20)* 十 吾 (z)， 
k=0 


ea 2034. 


《8)》 
其 中 RC) 一 bffr 一 zolo， 讨论 是 再 有 ax 二， k=0, 1, «1, We 


$3.2 几 个 初等 区 数 的 Taylor 公式 
现在 我 们 推导 几 个 常用 的 基本 初等 国 数 的 Tayior 公式 . 由 
于 这 些 国 数 的 定义 成 都 含有 原点 ， 所 以 我 们 在 Taylor 公式 (8 3.1 
(3 站) 中 到 = 0, 即 推导 它们 的 Mclaurin 公式 ， 
1) f(x)=e*, rER. 
因为 
f(r)=er, 
所 以 
了 (0) 一 1, E—0, 1， … 
所 以 它 的 Taylor 公式 (Mcelaurin 公式 ) 是 
e” 二 1 二 zh 十 于 RT), TER, 
它 的 Lagrange 余 项 起 
~ 
LA) 


其 中 8 六 ,即位 于 0 有 和 lz 之 间 . 
2) f-=sin. 
因为 ($1.5 例 3) 


fz) -siafz+ 全 小 i 


入 十! 

£ 
——— 
1)1 “ 


所 以 

上 10， k=2), 
CO = 
0 (CC .-1)i, E27 二 1 


在 3 3.1 定理 1 中 取 = 2m, 则 其 Taylor 公式 (8 3.1(6)) 是 


7 一 0， I: DE 


、 Zz 5 1 mi rim 1 RB 
sin 和 二 和 一 3 十 5 一 当下 (一 ) Gm- 1 am(* ), 
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ER, 
又 因 


下) 一 sin( f+ mr 十 时) 一 (一 Dneosm， 


所 以 它 的 Lagrange 余 项 是 
rx"+1 


Ramtl  ) := 一 D"(eosE)ramTTTT， 


其 中 位 十 0 和 x 之 间 . 


图 79 反映 sin 的 图 象 分 别 与 一 次 ,二 次 ,五 次 ,七 次 和 九 次 曲 
线 相 切 的 紧密 程度 . 


3)》 cos. 


同样 ， 由 cos'oz= cos z [有 ) 在 § 3.1 定 理 1 中 取 n=2m 
十 1, 可 得 cos 的 Taylor 公式 是 


xX: Xt 2 
| mT 
cosr 2 ] 二 “+ ) (2 二 Ramri(7), XER. 


它 的 Lagrange 余 项 是 
-+2 


Rem 7) 《一 1)” (eo0sb) Taianyi 


其 中 位 于 0 和 zx 之 门 , 
4) 1(z) (1 Fz), rf>-1. ae 已 
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因为 
foO2) = Dh (te) 
所 以 
FU0)7 一 G(a 一 1) (a okt1), b=1,2," 
所 以 它 的 Taylor 公式 是 
(I 十 zj* 一 1 十 qz 十 史 e+ 


ao Dantl), "+ RAZ), 2>—1. 
nl 


它 的 Lagrange 余 项 是 


_ ao-1) (oO—n) 二 twR+1 
R(T)- re 1+é) + ， 


其 中 位 于 0 和 zz 之 间 ， 它 的 Cauchy 余 项 是 
RAAT) 1 +6) (Es, 


其 中 位 于 0 和 z 之 间 . 
5) f(2)==-ln(1 rr2), ?>—1. 
因为 
FTI) FNCE) 1) ER -11+r) "Lk>1, 
所 以 
f(0)=1, 天 0 一 (一 1 (二 一 1)1， k>1. 
所 以 它 的 Taylor 公式 是 


3 


RE A 到 十 Rs(z)， z> 一 1。 


它 的 Lagrange 余 项 


(= Xx"+1 
人 RI (EI? 


其 中 5 位 于 0 和 zz 之 间 . 
以 上 五 个 初 得 函数 的 Taylor 公式 是 常用 的 , 应 该 记 住 . 
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习 题 
1， 同 答 下 列 癌 题 ， 
(1)》 ez, sin x, eosw, (1 十 2)", In (十 x) 的 Maclaurin 公式 为 何 ? 相应 的 


Lagrange 余 项 为 何 ? 
{2) 当 ceEN 时 (1 二 zhe 的 Maclaurin 公式 为 何 ? 


2， 试 在 4 一 0 的 附近 用 二 次 抛物 线 代替 曲线 g 一 于 ta* 十 中， 


3， 按 指定 的 次 数 写 出 下 列国 数 了 在 zx=0 的 Taylor 多 项 式 , 设 


(1) f(a ) -EE 寺 己 ， 写 到 4 次. 


(2) 了 (一 ez 7 案 和 到 5 次 . 
(3) 了 (C7) 一 sin sirz. 写 到 3 次 . 
{4) 了 f(r) 二 Ineosz, 写 济 6 次 . 
(5) f(D 一 二 1， 三 济 4 次 ， 
(6) 人 写 到 5 次 . 


(7) ft{x)= 和 ， 到 6 次 ， 
4， 和 出 下 列国 数 寺 在 指定 点 的 Taylor 多 项 式 , 设 
(1) f (1) = sinx, 在 2 一 忆 ， 写 到 22 次 . 


(2) ff( 四 二 cvsx， 在 7 二 zx， 写 到 22 次 . 
(3) fm 一 ear， 在 zz 一 1， 写 到 二 次 . 
(4) ffz) 一 Inrz， 在 z 一 2， 写 到 2 次. 
(5) f(r) 一 x 十 x 十 X. 在 Y= 二 0, 写 到 4 次， 
(6) fz) 二 x 十 十 7, 在 X= 二 1, 写 到 1 次， 


(7) fn) = 让 在 *=0, 写 到 次 ， 


(8) f(t) 一 在 x 一 0, 写 到 2n 十 1 次 ，。 


i 了 
8 3.3 Taylor 公式 的 一 些 应 用 
《一 ) 近似 计算 
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A re 


例 1 计算 数 e, 要 求 误差 不 超过 107. 
解 在 $3.2,1) 中 取 x=1 得 到 


i Gr ‘1 
其 中 &E(0, 1)， 所 以 车 用 近似 等 式 

i oa 
来 计算 e, 误差 是 RB,(1) 一 rzr157" 现在 根据 所 要 求 的 精确 度 米 确 

定 需 要 的 项 数 . 由 于 

(De Dr CTD 
车 取 j= 二 93， 则 

R19 10 <10 5. 


因此 我 们 在 (2) 式 由 取 #-9 来 近似 计算 e， 在 计算 各 项 二 时 ， 算 
到 7 位 小 数 , 并 四 售 五 入 ， 这 样 , 总 误差 不 超过 


9 _ 
ort7" a10s <10 
详细 计算 如 下 : 
2.000000 
1 -0.500000 
2 
f 
于 一 0.166667 一 


工 --0.041667 一 
41 


字 一 0.008333 十 
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一 0.001389 一 
一 0.000198 十 
1 _0.000025— 
81 


太一 0.000003 一 
+) rariga 1 
例 2 计算 sin10*, 误 差 不 直 过 10 
解 应 用 sin 的 Mclaurin 公式 (§ 3.2,2)) 末 计算 , 先 估计 应 
取 多 少 项 方 能 保证 所 要 求 的 精确 度 . 由 于 


18sn(z)1 一 |(— "eosé 


| 和 | 


《2 十 1)! <r yr 


本 题 z = 本 0， 174533<0.2， 若 挨 和 一 2 就 有 


0 a 


15 


{RAZY| < x 10 5<10°5, 


所 以 我 们 用 i 
Sin x —3- 


来 计算 sin10"， 以 x 一 0.174533 代 人 ， 计 算 到 6 位 小 数 即 得 
sin10" 一 0.17365，| 
《二 ) 求 不 定型 的 极限 . 


Ex sinw - re) 


例 3 1im 一 一 一 - 


Wi sin 


i a Fay 
ete -| oe ) |—z(1 +z) 


T+ or) 
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0 me tt 


3 
2 十 ofz3?) 
a 
> 0 区 十 OU) 3 


(三 ) 不等式 
例 4 证 明 当 z>0 时 


2— ln(l+t) < 


证 明 任 取 +>0. 由 § 3, 2， 5), 有 és1E(0，, z) 使 


1 2? 


2 (1TH 


]n(1 二 2) 一 祥 
又 有 52EC0, Xz) 使 
。 1 


[se x . 2 充 
ln{1+2)—7— 5 十 3 EI 可 0 


巡 。 


2 


习 题 
1、 吏 答 下 列 问题 : 
(1) 关于 Taylor 公式 , 我 们 讲 了 哪些 应 用 ? 如 果 不 能 估计 其 余 项 , 这 些 
应 用 是 藻 还 能 成 立 ? 
(2) 用 Taylor 公式 计算 不 定型 的 极限 ,第 一 章 8 3.3 可 题 3 小 0" 代 
数 ) 有 无 作用 ? 
2、 近 似 筷 式 coszee1 一 对 十 于 怎样 的 了 精确 到 由 00017 


3， 用 Taylor 公开 和 近 册 ji 
4 4000, 精 酶 天 134 
(2) 、“e . 精确 到 1075. 
(3) 1n1.02, 精 太 到 14-5. 
(4) sin1 .精确 到 ]1078， 
4。 选择 数 ga 和 使 > 一 (aa- Peoszx) sinz 为 5 阶 无 穷 小 , 
5， 求 卡 列 自由 : 
gz—e? 


(1) lim™ 了 (2) Halz 一 eln(a+ 二 外 


Tw 
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| 1 
(37) mt 一 -一 .一 一 
Singy 


了 


(14) lim (8/r5 Fa — /re rs), 


Fa 1 加 
6， 求 数列 极限 li 人 1 二 a 
7 省 和 当 z 半 0 时 有 


> wk1] 3 
eR WW 
01) > {—1) Er sinz > 《 
大 二 少 i 
23n+1 RE 
(2) 会，( 一 1 


3 t=t 
8. 证 可 e 是 无 理 数 . 
re 


G) yim(1 六 +)"(14 竹 】} 


、 ( 2 nd 
(2) Him eg 一 US 7 G0S 
n+ La 竹 Hv 7 RV NN 


Tu* +1 


en 


iensr< 之 (一 —])r 壤 谨 
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第 三 章 ”一 元 函数 的 积分 


第 一 节 不 定 积 分 

$1.1 不 定 积分 的 概念 
在 第 二 章 中 我 们 研究 了 一 元 函数 的 求 导 和 微分 ， 它 们 实际 上 
是 同一 种 运算 ， 现 在 我 们 要 提出 它们 的 逆 运 算 问题 . 

在 几何 上 , 这 就 是 已 知 定义 在 一 个 区 间 上 的 函数 f， 求 一 条 
曲线 y 二 F(z)(zED), 使 得 它 在 每 一 点 ?E71 的 斜率 为 F(z) 一 f(z). 
这 也 就 是 已 知 国 数 天 的 导 国 数 『, 求 下 ,是 求 导 的 道 运 算 . 

天 看 一 个 物理 问题 .已 知 地 
球 崎 面 的 重力 加 速度 是 一 常数 
9 一 980 厘米 / 秒 :, 设 自 由 落体 在 
任 一 时 鹿 t 的 位 置 为 z= 二 f(t)( 图 
80), 则 有 

Z 二 一 9. (1) 
欲 知 物体 的 运动 规律 ， 就 必须 由 
上 式 求 出 > ， 再 由 x 求 出 xz， 这 图 80 
就 要 求 我 们 进行 两 次 求 导 的 赣 运 算 ， 
为 了 解决 求 导 和 微分 的 逆 运 算 问 题 , 我 们 首先 提出 下 述 概念 : 
定义 1 设 在 区 间 过 上 图 数 上 是 畏 数 下 的 导 扰 数 , 即 
PCZ) -PFCz)， rEl, 


也 就 是 
GEFCZ7 一 FTT7Cz， EAs 

则 下 叫做 了 在 工 上 的 一 个 原 函 数 ， 
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例如 ， 设 
P(z) 一 所，F(z) 一 22，zE 忌 
则 也是 了 的 一 个 原 函 数 ， 但 是 ， 十 1, 一 2 等 签 也 都 是 了 的 原 函 


数 , 所 以 原 函 数 的 存在 不 是 叭 一 的 . 
这 样 我 们 忠 有 了 两 个 问题 ; 第 一 , 在 什么 条 件 下 ,一 个 也 数 有 原 


函数 ? 第 三 ,既然 原 函 数 的 存在 非 唯一 的 ,一 个 函数 的 原 函 之 间 有 
得 有 关系 1 


第 一 个 问题 , 即 原 隧 数 的 存在 问题 , 是 微 积 分 学 的 基本 理论 问 
题 , 我 们 将 在 3 2.4 中 予以 计 论 , 这 里 先 给 出 它 的 结论 : 车 函数 f 在 
区 间 了 上 连续 , 则 了 在 了 7 了 有 原 图 煞 ， 
关于 第 一 个 问题 , 第 .二 章 § 2. 1 定理 3 推论 的 往 便 是 回答 . 由 
此 可 得 : 
定理 1 如 果 冰 数 了 在 区 间 了 上 有 一 个 原 消 数 , 则 消 数 秘 
{FrO: OER) (2) 
就 是 了 在 了 上 上 的 全 部 原 渍 数 ， 
为 简单 计 , 我 们 通常 把 多 数 簇 (2) 就 记 作 
Fj-0O, 《3) 
其 中 心 症 “任意 常数 "， 意 即 C 可 以 是 任何 数 ， 当 C0C " 走 遍 ?全 届时 
便 得 昂 数 禾 (2)， 
由 定义 1, 米 导 和 微分 的 道 运 算 就 是 求 一 个 函数 的 原 说 数 . 下 
面 给 出 这 个 逆 运 算 的 概念 和 符号 ; 
定义 2 设 殉 数 子 在 区 问 工 上 有 一 个 原 国 数 己 , 则 函数 艇 (2)， 
也 就 是 (3), 叫做 了 在 工 上 的 不 定 积 分 , 记 为 


=F+0, 


在 演算 时 一 般 都 写成 
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[zaz= F(z) tO, zz 


其 中 C 是 任意 常数 , 
显然 ， 求 一 个 基本 初等 明 数 的 不 定 积分 ( 即 原 消 数 徐 })， 只 人 须 
将 第 二 间 31.3 中 的 “基本 初 竺 歇 数 求 导 公 式 表 ” 倒 过 来 应 用 即 可 . 
例如 
Jsinzar = 一 coszO, rER. 


dx 


| arcsingt C, 1z|<1， 
| 
py pr i 2 一 一 
Qr = i-C, 此 天 1, rt>0, 
| 肥 =mlzl 1 ZO0. (4) 


对 上 而 最 后 一 忒 是 应 加 以 说 明 的 .由 于 定 埋 1 只 对 区 间 成 
六 ,因此 不 定 积分 欧 定 多 是 局限 在 -- 个 区间 .上 上 的， 但 是 (4) 式 中 的 
集合 {2ER:xw E00} 不 是 一 个 区 间 ， 基 两 个 区 间 : (一 co，0) 和 (0， 
二 00)， 因 此 (4) 式 应 作 特殊 理解 , 就 是 ， 它 表示 两 个 不 定 积分 : 一 
个 定义 在 (0，|- cc ) 上 , 就 是 

[下 
1 

田 一 个 定义 在 (一 co,0) 上 , 就 是 
人 = 一 ln( 2) 十 C， t+<0, 


—= lnz+t+C, I> 0; 


今后 凡 遇 多 个 区 间 时 ， 均 作 此 理解 . 
一 个 图 数 了 的 不 定名 分 环 下 CC 起 几何 器 象 是 一 钞 “ 平 行 ?曲线 
y= PTYEO, 
这 比 曲 线 可 以 由 簇 中 任何 一 菜 曲 线 济 #¥ 贺 方向 半 行 移动 而 得 (图 
81)， 访 中 曲线 在 同一 点 x 上 的 切线 部 大 平行 的 , 斜率 部 是 f(x). 
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从 不 定 积分 的 定义 可 以 直接 
得 到 下 列 关 系 : 


(= 
a f(a = f(r) dz; 


2° Jr'=r+0, 


farcs): F(z)+0. 


J 


定理 2 设 函 数 了 和 9 在 区 区 81 
间 了 上 都 有 原 函 数 , 则 在 了 上 有 有 


1 + 


2° jaf=a)f. 
其 中 心中 常数 , 且 a 关 0. 
证 明 1” 设 丈 是 计 的 一 个 原 畏 数 ， 妇 是 9 的 一 个 原 纯 数 ， 则 


FrG 是 f+9 的 一 个 不 函数 。 于 是 由 不 定 积分 的 定义 便 得 
J+ |g=CP 0 (G+0)=F+G+0=|(f+9), 


这 是 因为 两 个 任意 常数 相 如 显然 还 是 一 个 任意 常数 ， 同 样 可 以 证 
十 2 .局 

由 此 ， 倒 用 “基本 初等 函数 求 导 公式 表 ” 便 可 算得 一 些 不 定 积 
分 。 例 如 

(32: + 二) 四 a |52 dz 二 [Es |> dz +4| 空 


=3( 守 +C1)t 4(1ln |z| T+ C2) 


了 


一 % 十 4in1z| 十 C， 
四 215 四 


一 a 十 2 7 十 C。 


[| 


一 多 一 arctgz 十 捷 . 


ez 人 人 


一 +gY 一 4 


| Cos 了 2 化 = | XT— sin’:z 
"eosw— sing Cosx— sinw 


dz =— eosz+t sinzyex 


= eoszar |sinzdz - sins— cosz+C. 
有 了 凡 上 的 知识 ， 我 们 城 可 以 解决 3811 开 始 提出 的 两 个 
问题 . 


例 1 已 知 曲 线 8 一 BCz) 的 切线 斜率 处 处 为 五 (z) 一 2rz， 求 
此 曲线 . 


解 ”由 题 设 有 

F(z) =|F' (Cz)dr =|22dz = 0, 
这 里 第 一 个 等 号 的 意思 足 : 已 可 以 是 函数 做 | 中 的 任何 函数 . 
故 所 求 曲线 是 一 答 扎 物 线 


¥ x 
例 2 已 知 自 由 落体 的 运动 方程 为 
z ”一 一 多 


求 运动 规律 2=f(17). 


解 ” 对 运动 方程 积分 得 
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zx 一 多 十 Ce 
再 积分 得 


Ni 39 Ot+ Cs 


设 时 间 是 从 #=0 开始 ， 在 以 上 二 式 中 分 别 令 f=0 得 C= 二 了 (0)， 
Cs 一 了 (0)， 所 以 C 是 物体 的 初始 速度 , C0: 是 物体 的 初始 位 置 . 自 
由 还 体 当 然 当 以 有 不 同 的 初始 位 置 和 初始 速度 ， 因 此 这 是 两 个 任 
意 常 数 .-- 当 给 定 了 初始 位 置 和 初始 速度 后 ， 运 动 讽 律 即 完全 确 
定 . 例如 , 者 物 体 在 高 为 闫 处 白 由 还 下, 则 Cs 一 天 0 一 2 C1 一 了 (0) 
= 0, 因此 运动 规律 z 一 拨 妇 便 是 


ee 
1- a9t 十 下. 口 


习 题 

1. 回答 下 列 避 题 : 
(1) 何 语 原 靖 数 ， 求 导 有 和 微分 的 逆 运 算是 求 付 么 ? 
(2) 区 间 上 的 函数 是 否 部 有 原 国 数 ， 不 连续 国 数 能 否 布 原 国 数 * 
(3) 为 什么 定理 革 只 酝 区 间 上 成 立 * 
{4) 何谓 不 定 积 分 ?已 知 什么 函数 一 定 有 不 定 积 分 ? 
(5) (上 a df dx = 

r=? aa 一 ? 
2、 计 筑 下 列 不 定 积 分 ， 

i 631 2 ， 和 门 一 YY 
(1) 上 2 十 z9) dz. (2) (与 dx. 


(3) [hi -| GX" a x 


一 . -一 :-…- YY 
(4) 1 二 vs dr. (5) | 
J 4 
POT AT-1 
( - ， 
6) | 10* Ue 
r 2217 " 


ei 


(7) | 和 a (8) 人 et Xdx. 
3 计算 下 列 不 定 积分 : 
GD) lelaz. (2) fe-midz. 


(3) |max(t, zzidz. (4) (VI sinazds, Or 


4， 疝 期 函数 的 原 唤 数 是 否 还 是 局 期 函数 ? 设 了 是 一 周期 为 卫 的 国 数 ， 
F 是 它 的 一 个 原 函 数 , 证 曲 下 有 有 周期 了 的 充分 必要 笨 件 为 了 (T) 二 (0). 


$1,2 换 元 法 

上 面 我 们 看 到 , 利用 不 定 积分 的 线性 运算 法 则 ( § 1 1 定理 2) 
和 “基本 初等 辫 数 求 导 公式 表 ”, 可 以 算出 一 些 简单 的 不 定 积分 . 但 
这 是 非常 有 限 的 .例如 


|sin‘zaz, |mza， | 这 痉 如 ， 


这 些 简 单 的 不 定 积分 就 不 易 用 上 面 的 方法 算出 ， 下 面 我 们 介绍 两 
个 基本 的 积分 法 一 一 换 元 法 ”和 “部 分 积分 法 "> ， 有 了 这 两 个 方 
法 , 再 通过 基本 彻 算 函 数 求 导 公 式 表 " 就 可 算出 较 多 的 不 定 积分 ， 
现在 先 介 绍 “ 换 元 法 ”. 

所 谓 换 元 法 ， 是 一 种 与 复合 函数 的 求 导 或 微分 法 相对 应 的 积 
分 法 ， 

定理 1 ( 换 元 法 ) 设 朋 数 了 在 区 间 工 上 连续 ， 示 数 p 在 区 间 
J 上 可 导 , 9(J)CZ, 则 


Jv pC a Jp ap ct) |KaDa OD) 


其 中 x 一 gp(E), 1EJ. 
证 明 由 假设 , 了 在 区 间 I 上 连续 ,因而 有 原 邹 数 , 记 为 了 .再 
出 关于 的 假设 和 复合 钞 数 求 导 法 则 ， 
(Fop) (it)=F opt)p (t= fop(t)p'(t), GE 
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所 以 
|fopt ot ad =Fop(t)+O 


A 


=P(z) +0= |f(z)dz, 
其 中 zf 一 pg(8), 1EJ. 0 
为 了 使 用 上 的 方便 ， 我 们 还 可 以 略为 改变 定理 1 的 形式 ， 在 
(1) 中 记 


g(t)=fop(t)p (tt), teEy. (2) 
同样 还 令 z= gp(2),tEJ， 则 就 有 
gt) a=f(r) dr, tiET. (3) 


反之 , 其 z=p(1) (4EJ) 使 (3) 式 成 立 , 则 (2) 式 显然 就 成 立 。 所 以 
(2) 和 (3) 是 同一 个 式 子 ， 因 此 , 定理 1 可 以 改 述 如 下 : 
定理 1 藉 z=p(1 (LEJ) 使 得 微分 关系 
f(z gd ET) (4) 
成 立 , 其 中 9p 是 区 间 J 了 上 的 可 微 函数 ，f 是 区 间 pg(J) 上 的 连续 函 
数 , 则 
|rzyaz= [gti a, 1E. (5) 
换 元 法 (定理 1 或 定理 1") 告诉 我 们 , 计算 不 定 积 分 , 就 是 变化 
积分 号 “|” 下 的 微分 形式 、 通 过 “ 换 元 "x 二 pC2) 可 以 把 一 个 微分 
形式 变 成 另 一 个 微分 形式 ， 从 而 把 一 个 积分 变 成 另 一 个 积分 ， 因 
此 我 们 可 以 随时 选择 适当 的 换 元 ， 把 一 个 较 难 的 积分 变 成 一 个 较 
易 的 积分 ， 即 能 直接 计算 的 积分 ， 那 么 ， 如 何 选择 换 元 z 二 p( 1) 
呢 ; 这 就 要 党 作 题 的 熟练 技巧 和 丰富 的 经 验 ， 通 常 有 丙种 方式 
第 一 种 方式 是 “ 淡 "， 就 是 说 ， 当 我 们 计算 一 个 积分 |9(t) 
时 ， 为 了 把 它 变 成 另 一 个 积分 ， 可 以 把 微分 形式 g(t) 下 成 
a2f9 。 


i 站 站 


fog(t)ap(t), 令 z= (0 便 得 微分 等 式 (4), 从 而 由 (5) 变 成 计算 积 
分 fz)dr， 算 出 这 个 积分 后 ,再 以 x 二 (二) 代入 即 得 要 算 的 积分 


例 1 计算 积分 | ze“u. 


解 ”因为 
te'*al 三 二 
2 
令 z= 纪 即 得 
te ut = 部 erdx 
所 以 
{era = 也 |e 下 = 豆 e C= 训 e* + 也 
ee 
例 2 计算 积分 | 元 5, 9 天 0. 


解 ”因为 


dx 1T d(Cartb) 
artb qa ar--b’ 


令 4 二 gr 十 5 即 得 


lau 
azibh a wu’ 
所 以 
dt 1 fo 1 人 We 和 
[ee -0 -= zlnlar -6b|—C. [0 


在 运算 稍 熟 练 以 后 ， 束 不 必 写 贞 微 分 等 式 ， 也 可 不 写 出 换 元 
rz 一 g(t)， 再 看 一 些 例 子 : 
ea 一 一 | 一 一 ni cos 上 | -+ C. 
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ur 


f= 
- tx 1 位 [ 化 
| | Es ee 
i 
| Ey 2|sin /Ed 人 二 一 2c0os/ x 十 C 
A 


| je = 去 |0 et 六 | -| os 2zxd27 


一 村 rz 十 械 sin2z 十 C- (6) 


| dz | 1 和 1 jw =|) 


Ja—r: 和 十 人 ”8 一 2/ 


(7) 


1 二 + * 
= | zs|+e. 


| Qsing linllsing | CO， (由 《7) 式 ) 
—sing 


cosrt COS”“ 廊 I—sinix 2 1 


应 用 换 元 法 的 另 一 种 方式 是 , 不 次 微分 ,而 是 洁 作 是 经 验 看 出 
适当 的 换 元 x =p( 丰 以 得 微分 等 式 (4)， 从 而 由 (5) 式 把 一 个 积分 
变 成 另 一 个 积分 

例 3 计算 积分 | Va 一 zdz，a>>0. 


解 令 Zusint, t | 所 六， 妈 得 
Ma vidr=a costd, (8) 


再 由 (5) 和 (6) 便 得 
[vez Es t at (ttsintoost)—C 


a? 网 ~ 
一 可 are Sin ve —x 十 C. 0 


ae 224 +* 


在 此 例 的 解 题 过 程 中 , 微分 等 式 (8) 可 以 省 略 . 


例 4 计算 | 于 区 
解 邻 Vzt+1=t, 于 是 
s+1=—t*, dr=2td, 
所 以 


1 AZ 二 1 1 十 上 
—2Ct—ln(l7t))+C 


一 2(xAzTI 一 ln(IT<Az 十 1)) 十 CD 


万 条 本 


十 算 | re -上 区 2 
解 a 所 以 
dx 1 
(Sy 
= zs sintcoat)+C 
] igt \ 
on s(t | 1 i pi 


A 
1 Tr 1 
ar tg tar a? 二 了 二 0 


例 6 计算 | 到 全 到 
解 ”此 题 也 可 以 采用 例 5 中 的 换 元 .但 


= 一 >， 于 是 


现在 我 们 令 /@ 十 六 


dz ed 
| wy :=| t 
一 Im(x 十 /oz ri )+0, 

事实 上 , 由 第 二 洁 3$1.4 例 2 便 立 即 可 得 这 个 积分 , 

例 7 从 物理 实验 知道 ， 放 射 性 元 素 在 每 一 时 刻 的 质量 与 该 
时 刻 的 衰变 还 庭 成 正比 , 求 衰变 规律 . 

解 ” 设 存 | 时 刻 放射 性 元 素 的 质量 为 m= w(t)， 则 由 题 意 
此 有 


一 int 十 如 


mm’ 一 —km. (9) 
其 中 4>0 是 常数 ， 加 做 “广安 系 数 ”"， 政 随 放 射 性 元 迷 的 种 类 而 
蜡 它 的 值 可 以 用 仪器 测定 ， 由 于 伴随 时 间 二 单调 减 ， 所 以 (9) 式 
中 有 一 负 号 ， 将 (9) 式 改写 为 
~ bd. 
设 w= g(t 是 这 方程 的 一 个 解 ， 妈 名 二 p(t) 使 这 个 微分 等 式 成 
立 , 则 出 定理 工 就 右 


EZ —t|&. 
.7 


所 以 
ln 天 一 一 在 -inC， 
即 
m= Ce™', 

记 m6 二 (0) 为 放射 性 元 素 的 初始 质量 ， 在 上 式 趾 令 #=0 即 得 
2 一 和 0、 因此 我 们 最 后 得 

?二 -tne 
我 们 看 到 , 放射 性 元 素 是 以 指数 阔 数 的 数量 级 迅速 衰变 的 物质 . 当 


网 一 五 ma 时 得 相应 的 # 值 为 了 = 咏 ， 几 做 放射 性 元 素 的 “半生 


= 


ee 223。 


期 *、 可 见 ， a a 例如 ， 镭 的 半生 期 了 = 
1600 年 。 就 是 说 ,1 克 的 镭 经 


1。 计 算 下 列 不 定 积分 : 


(1) (resids. 
(3) (st Tz 


二 radr 
人 | 半生- 


ER ux 

《7) | 
,1 ar 

(9) [sn 和 


Ye 多 


7 
(lx) 


ay 他 


(17) 2 ,ab0. 


19) (= 


{21) |eos ?YXSTD REX. 


(23) |eosszdr， 


(25) | 妈 立 


sin 


(27) 


| 人 SIN 从 (OSG 让 


(29) 


。224 。 


| 二 sinztT Cost a 
总 7 Sinz-- ST 


一 —tlr 
.Asint%+ db? Cos 


习 


过 1600 年 剩 下 0.5 克 , 


是 

(4) FT 

(6) | 

(8) [ey 一 xz)" 

(10) {de 

(12) [有 

a (Gs 
ee 
(8) | ry 


(20) |sin3zsin5zaz. 
(22) |sin? xd, 


(24) i zdz. 


(26) 1:2 


(2 Jar 


(30) mae 


+ 
SIN2XC0S*T 


COS? x 


Gaz sin2z- rs 


LA 


31) | Cl 


er ,Jasing+breoss 


r 1nz CDS 工 
(83) | 二 7 下 全， C9 
性 
_ XAz 和 2 
Be (oi Bia 6) (i 
也 Xa 
(37) | 一 一 一 一 dx. es 
(37) [一 和 dz (38) 1 
(39) 1za 41 Tadz. (084 zs 证 于 gz 
1 他 a i 
(41) ds -a EL C12) /er -| 和 2 ax. 
ridr i dx 
(43) 人 Vs: TF” C14} (1— vw ) 2 
; Ea 
{1 i i (45) | 志 Za 一 
(47) [as 提示 今 x2 一 &= (5 一 4a) sin’t 


“Vr (bz) 
2，(1》 证 哨 奇 国 数 的 点 国 数 是 惕 函数 ， 

(2) 侦 函 数 的 原 函 数 是 全 部 是 会 冰 数 ? 人 和 何 时 是 奇 函数 ? 
3， 求 出 睛 数 九 设 

(1) Ff (z) = 十， x 0 

(2) f° (sin*w) =:cos?:7 


(1， 人 0 全 1， 
(3) f° (lnz) 一 ? 站 f(0) =0. 
亦 * Tl1; 


8$ 1.3 部 分 积分 法 
我 们 理 来 介绍 “部 分 积分 法 "， 这 着 与 阔 数 乘积 的 求 叶 或 微分 
法 相对 应 的 一 种 积分 法 ， 
定理 区 部 分 积分 法 ) ”这 顺 数 了 和 9 竺 区 闻 工 上 部 有 连续 的 
导 函 数 , 则 在 了 上 有 
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Sn A a 


fC)9 CD 和 = Taz)g(z) 一 | 人 (rz)9(z)a， 
此 式 又 可 写成 
|fz?ae(z)-Kz)g(z) 一 [gz)aFCz)， 
证 明 ”因为 当 zz 时 有 


(1g)(z)= PCz)g(z) 十 Kz)9((z)， 
所 以 
KGz)g(z)=( 肥 )(z) 一 多 z)9(z)， 
而 fg' 和 fg 都 在 区 间 工 上 过 续 , 所 以 有 不 定 积分 ,因此 
{fCz)g’ Cz)ar = fr)— |f(z)9(7)dz. 9 


对 积分 F(x) 和 应 用 部 分 积分 法 ， 就 是 要 把 玉 怪 当地 拆 成 函 
数 了 和 9 的 乘积 或 把 PKz)dz 表示 成 f(x)ig(z). 
例 1 计算 | lazax. 
解 ” 令 了 7)==1nx,9(7) 一 xz， 则 由 部 分 积分 法 得 
|inzir=zlnz 一 |zaimnz=zlnz 一 | 如 
一 东 ln& 一 《十 刀 、 
例 2 计算 | 6 本 
解 ” 两 次 部 分 积分 得 
| 直人 er—|erde’ 
一 52er 一 2|ze- dz 


=w?*e” 一 3| Xde” 


* 2269? 


=-z2er 一 2zex 二 2jer dz 
=(x:—27x+2)e* -0C, 0 
例 3 计算 | /至于 到 人 
解 I~ CE 
=z /a x |r tw 


= ta Fx 


Fw 一 | 
ds 
CE Cd ee 
移 项 , 上 理 得 
1 
加 ee ,对 
-6 BD Oo 2 J 


再 由 $ 上 2 例 6 即 得 


[vi Fridr = /a Tr 十 工 ? 十 生 ln(z 十 w 更 干 更 ) 十 C， 


例 4 计算 积分 
je sinxwar, |e= cosrar, 


解 


| sin zdr= | :in zde” 一 esing 一 |e= cosxXadr, 


|e: cosrar= | cosrde” 一 ex cosz 十 |ersin TT 


解 此 联 立 方程 , 并 注意 加 上 任意 常数 即 得 


| Cosdd = Fe"( siny 十 cos2z) 十 己 ， 


DT 


一 一 一 -mp Ne mm ET 


fe* sin xz 如一 本 ex 人 sing-- cosz) -CC. 0 


例 5 计算 积 | sin "x,n 这 2 是 自然 数 . 
解 
|sin "zdz 


== 一 | sin” rdcosy 


一 --5in” ‘xcosr-|-(n—1) [sin ”re0822 


一 一 sin7” ‘zcosr .| (n—1) |sin™ zaz 一 (2 一 D| sin*zdr， 


所 以 

os 衬 ， 1 co nl 发 一 :2 

| sin Yi 一 -一 一 sin ‘rcosw — |sin rar, (1) 

, 如 也 
同 法 叮 得 

扩 ] » | : h na—1i 村 一 
Cos THT 一 一 os” Xsinw | sos rar, (2) 
祁 说 ) 


像 (1) 和 (2) 这 样 的 在 自然 数 集 上 循环 的 公式 叫做 “ 递 推 公 
式 "， 反 复 应 用 递 推 公式 (1) 和 (2), 一 般 就 可 以 对 一 切 自然 数 % 算 
出 积分 sin "waxr 和 |eos"zdr， 例 如 , 由 (1) 式 可 得 


- 


1 


jsin idx—— PE sin*weosz 十 工 | sin* xadz 
pe Ae 2. 
一 一 可 sin seosr— -ty sinzeoszt x 十 CC 口 
习 题 
1， 计算 下 列 木 定 积 分 ， 
(1) arcigzdz. | 
e COS? 


+ 228 ， 


re 


(3) Jare Sin xadz. (4) frlnzdz. 


(5) Narctgrdz. (6) (zrarceoazdz. 
(7) hast+ MatD ax. (8) | 

(9) zressas, (10) j= sin2zxdz. 
(11) (zln saz. (12) [Sr. 

(13) |e sint zdz. (14) |sin lnzdz. 
(15) J eadz. (15) jrer gs, 

07 (net tba (18) IE 
(19) wa 二 az (20) |arctg ~ rads. 
(21) Jerzaz. (22) Jzsin Fdz. 
(23) [ee (24) Jsin zlntgzdz. 
(25) | (arcsin zy:dz. (26) zlarctge)’ dz. 
(27) (eg. (28) (Pea 


2， 设 已 是 -个 兄 次 多 项 式 , 试 昌 己 的 各 阶 导数 表示 积分 |ee=P(z)dz， 
3， 捧 导出 下 列 不 定 积分 的 递 惟 公式 (m. nEN): 


(1) linrzaz、 (2) i wreog "XdX, 


4， 计 算 积 分 [2]? (ndz. 


§ 1.4 有 理 函 数 的 不 定 积分 


以 上 我 们 讲 了 计算 不 定 积 分 的 基本 方法 ， 下 面 再 介绍 几 种 特 
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殊 类 型 的 不 定 积分 ， 现 在 讨论 有 理沙 数 的 不 定 积 分 ,我们 知道 ， 
所 谓 有 理 函 数 就 古 两 个 ( 实 系 数 ) 多 项 式 之 商 , 若 如 是 一 有 理 函 数 ， 
则 

P(r) Qox" "nT 十 Gn (1) 
QTY bar™ Hhr™ lt thnitt om 

共 中 mw, 为 非 负 整数 ，z<czm 时间 做“ 真 分 式 "，z 六 双 时间 艇 < 候 
分 式 *， 假 分 式 总 可 以 通过 除 波 化 为 一 个 多 项 起 与 一 个 真 分 式 之 
和 .例如 


R(Y ) = 


RN 
1-—x? 了 一 各 


多 项 式 的 不 定 积分 当然 是 容易 计算 的 ， 央 此 我 们 只 须 研究 真 分 式 
的 不 定 积 分 .对 于 一 般 的 真 分 式 有 下 述 的 代数 学 定理 《证 明 见 高 
等 代数 书 )-: 

定理 1 设 有 真 分 式 (1)， 若 将 人 @ 分 和 解 为 

Q(T)=(x—a) (rh) (ror Fe (r+ rr sy)”, 
其 中 a,…,b, p97?，8 为 实数 ; p 7 一 19<0,…, 7 一 48 二 0; a 
BH» 为 下 整数 ; 则 
4 


ur NM -te 

Rs 《2 一 4 和 (zx—a)” FE i 
Bs 0 Ba: .LB 
TaD (nd 
Ez 也 | Kr+-Li 

{x 二 p29 ) x — pr+g 

4 Ms+N, | 5 二 Mr+i+N, 

(rx 二 ri 8)” ZT 二 TX 十 8? 


其 中 诸 A ny B., Ki L, ,Mi, MN; 都 是 实数 ， 并 且 这 样 分 解 时 
所 有 这 些 常 数 部 是 唯一 确定 的 . 

这 个 定理 告诉 我 们 , 真 分 式 总 可 以 化 为 下 列 两 类 分 式 之 和 : 
* 230。 


过 ，, 
《并 一 加) 

42 十 吾 
(2 二 770 


2) 了 —44<0; 


其 中 必 是 自然 数 , 4, B a，?，2 都 是 实数 ， 我 们 称 以 上 二 


为 “最 简 分 式 ”. 
艺 二 1 py 
例 1 分 解 -3 为 最 简 分 式 之 和 . 
解 ” 因 为 


2 -45 二 3 一 (7 一 1)(z 一 3》， 


所 以 根据 定理 1 有 
底 十 1 4 法 B 


X14r13 rl 2 一 3， 


其 中 4, B 是 “待定 系数 ”"， 通 分 得 


ri-1 A(+—3)+B(x— 1) 
zz 一 4z-+3 (zx—1)(zx—3) 


因此 易 知 , 对 一 切 z 有 
t+1=A(z—3)* Bl(Y—1). 
由 此 可 得 4 一 一 1, B=2. 了 


例 2 分 解 一 一 为 最 简 分 式 之 和 。 


解 因为 
48 | -8 二 3z 十 3 一 (2 十 1)(z2 十 3)， 


所 以 

一 一 

2 十 Z2 十 3 二 3 +1i 0%2 十 3 
通 分 后 得 

z=(A+B)r+(B--C)r+34.4+0. 
比较 系数 得 


类 分 式 
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ATB=0, B+0=1, 34+C=0. 


例 3 分解-[ 一 r+ 一 为 最 简 分 式 、 


—32° -上 32°— 
解 因为 
24 一 3z3 二 372— Tw 1), 
所 以 
zx? 十 1 = 万 
人 


通 分 后 比较 系数 解 得 4= 一 1 B=2,C=1,D=2. 0 

由 于 真 分 式 可 以 分 解 为 两 类 最 简 2 而 关于 第 1) 类 分 
式 的 积分 站 容易 计算 的 , 因此 我 们 只 要 研究 第 2) 类 分 式 的 积分 ， 
对 分 母 配 方 得 


x pL 9=(z 避 ) 二 +g- 2 
所 以 只 要 作 换 元 
名 = 7 十 分 . 


同时 注意 到 9 一 中 >>0， 记 tr 9- 全 便 得 


_Azr+B Al_ uu Bp la de 
| 二 pe rg 4 0 § A? fe 0 )* 


甚 中 第 一 个 积分 是 容易 计算 的 , 诡 要 讨论 的 是 积分 


[52 Pry KEN. 


和 进行 部 分 积分 : 


i 
i {Cu py dea 0235 Cn ae 2 [et 
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妈 pl Ad Ad 
= cot |e ay 2ka? [i 2 1 


~ 
仿 


er i -2k7,.— 2karT,i. 


因此 我 们 得 到 二 的 递 推 公式 : 


1 wu —1 
fit jar CR i gle, HEN. 2 


应 用 这 个 递 推 公式 , 最 然 Ti 最 后 归结 为 已 知 的 积分 


例如 


这 样 我 们 就 解决 了 有 有 理 函 数 的 积分 问题 : 把 有 理 国 数 分 解 为 
多 项 式 和 真 分 式 ， 青 把 页 分 式 分 解 为 最 简 分 式 ， 不 难 大 出 ， 有 理 
两 数 的 积分 巧 有 理 函 数 , In 和 are tg 这 三 种 函数 的 组 合 . 

全 4 计算 jz ii 3 二 二 5， 


解 ” 由 例 3 2 


- 
| 去 4 3x3 十 32 3 i 


~ od 
- 医 I es 
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天 ln(zz 二 zx 十 1) 十 - fs 
2 ~ 3 
smi 5zFh3 
例 8 计算 7 一 55 生生 


解 令 z-xz 一 ], 并 应 用 递 推 公式 (2) 得 
57x- 3 至 ud of dw 
| ar sl 2 4) | 有 


]， 同 答 下 列 问题 : 

(1) 景 简 分 式 有 哪儿 种 ?如 何 计 算 其 积分 ? 
(2) 如 何 分 解 真 分 此 为 最 简 分 式 之 和 1 
{3》 如何 计 算 假 分 式 的 积分 ? 

2， 计 算 下 列 积分 : 


Xdz  ， 2 [|_ TY—2 yg. 
(1 | 1) 他) | de 

i radr i 2722 二 1 
| 3222 一 37 一 2 (4) | {x--1) (x +3) nV 


dx Xdx 
(5) 33 (6) | 十 8744 
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0 sc (8) ja rr 

9) rit 0 [rye 
DJs 

05) (Gr st 0 

(19) [Std (0) Jieyr 

CD rf 


3 1.5 可 有 理化 的 积分 
某 些 三 角 上 国 数 的 积分 可 以 化 为 有 理 东 数 的 积分 设 


Plz, y= > Dn 7 yER, 


则 情 是 一 个 “二 元 多 项 式 ” EE 是 两 个 二 元 多 项 式 之 比 ， 
一 个 “二 元 有 理 畏 数 ". 苦 召 是 一 个 二 元 有 理 国 数 , 则 积分 
| sinz eos) gz 
通过 所 谓 “ 万 能 ” 换 元 
ug (jz <x) 


一 定 可 以 化 为 有 理 国 数 的 积分 ， 事实 上 ， 


i 
a 2sin se0s 3 Ss 2tg3 2 2 
S1n 人 交 一 i Pupp 区 六 五 na 
i oons 1 vs 2 l 


则 下 是 


(1) 
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vy Re 
ol | 


。 
攻 2 0 
COSs 0 La 
cos? 本 十 sim2 人 Pi 
又 式 一 2arc tg%, 所 以 
2 
1 we 
国 此 显 见 ， 积 分 (1) 就 化 为 有 蜡 图 数 的 积分 ， 但 是 ， 这 个 “万 能 "的 
换 元 并 不 一 - 定 都 是 必要 的 和 方便 的 ， 积 人 (1) 有 时 也 可 以 通过 换 元 
2 一 3inzt ceosz 和 4 二 tgz 来 有 了 理化， 我 们 看 儿 个 具体 例子 
例 1 计算 [sizes 
解 邻 4 一 53， 即 有 
2du_ 
r dx _ 1-; 2 | 1 
| 二 二 二 “Tht 
la 1—a: 
] ,2 1 nm | 全 上 -上 
二 1 1 | Le 
2 x | 
二 十 本 ln | 0 
例 2 计算 | 
r dz coswar a dw 
解 | Lcos2r 0 
= | 十 了 二 二 十 也 CC 
i -| sing 
sinx 


a 
例 3 计算 |sinaz ar 


os?z 
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Pe ~ xc 尖 
sin42 ， 『 .sy 加 sin’w 
解 | di | sin ‘wadtgw : | - 人 人 


(sin 2 二 cos? 了 7) 


| 
-| = ||! re try le 


=-tgz-- 3z+ 了 sin2z+C. 
例 4 WaPo 由 分: 
17 


11—27 cos2: 允 汗 r! 


解 令 4= tg-， 则 


dz, 0<r<1l, |r|<x. 


du 


1—r? Ee -三 
| 


1—2rcosx tr 


一 2arc a 二 


某 些 带 根 式 的 积分 - i Se 
iax—b far.b 
| AG Y exta Var ‘8) 
ae Nar -thr ce)d, (4) 
在 (3) 中 站 是 多 元 有 理 随 数 , 根 指数 7,…， s 是 有 理 数 ， 在 (4) 中 
二 元 而 是 国 数 ， 对 于 积分 (3》 只 要 作 换 元 


njaz ib 
和 加 


其 中 区 是 T, ,8 的 公分 二 . 和 分 (4)， 当 a™0 有 9 以 作 
换 元 


ar Tbr-c uy ar; (6) 
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当 e>>0 时 可 以 作 换 元 

ar 十 DY 一 C--2z 二 AAA e (7) 
如 果 好 一 4qc 守 0, 则 有 

@X2 + br+e-:=-a(r—A)(r— ky, 
这 时 也 可 以 作 换 元 

ari br “c=u(r—). (8) 
我 们 看 两 个 例子 : 


» dz 下 
全 5 计算 | (1+8/ 73) 
解 邻 zx/7T, 则 zx 一 wr, dr 一 6u5dzw， 于 是 


E dz 1 、 
ope en Cre 
一 6(s xz 一 arc tgsA x ) 十 C， 口 


, dr 
和 9 计算 | 


解 ” 作 换 元 (6), 令 \ 一 + 十 I 一 4 一 z, 则 


El uly 
2 二 Er 
于 是 
| dr [ wt 二 1 
~ 一 zdu. 
Y 十 Ag 一 3 十 |) 


右边 是 有 理子 数 的 积分 , 详细 计算 留 给 读者 完成 . 喇 
以 土 我 们 介绍 了 计算 不 定 积 分 的 基本 方法 和 一 些 特殊 类 型 
的 不 定 积 分 ， 最 后 还 应 指出 , 虽然 初等 邱 数 的 导数 仍 是 初等 晴 数 ， 
但 初等 函数 的 原 国 数 却 不 一 守 是 初等 函数 .诸如 
je 可， Jsinz? dr, |eosz? 
[sin "cos dx 
| 
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| 1 Asin zd, [Fs 
等 均 非 初等 消 数 ， 因 此 我 们 就 不 能 用 现在 的 方法 通过 有 限 次 应 用 
“基本 初等 函数 求 导 公式 表 " 来 算出 这 些 积分 ， 


1 回答 下 列 问 题 : 


(1) 有 哪儿 种 积分 可 以 有 理化 ? 通过 什么 方法 ? 


《2) 初等 畏 数 是 否 都 有 原 欧 数 : 


《3) 初等 国 数 的 原 图 数 总 否 还 都 是 初等 畏 数 ? 
(4) 如 果 - -个 初等 函数 的 原 函 数 不 是 初等 图 数 , 为 什么 不 能 用 现在 的 方 
尘 通 过 有 限 次 应 用 "基本 初等 男 数 求 导 公式 表 " 算 出 它 的 积分 ? 


2 计算 下 列 积分 


sin 3 
3 | 时 » 


(3) 上 a Ea 
SI XCOS I 


《 性 Sin Zeosz 
Sr 必 十 - ers 


S[9 2 全 
(7) [rs 


(9) |etgszdz. 


/11》 [二 所 


ry ve<l. 
(13) 人 
人 后 壬 ‘zt 
(17) 人 rz 一- 


/xzT1-SAe 十 1 


(19) |/ 严 二 至 二 Tux. 


(2 ) Sin ZO08SZ4 
了 十 a 

dr 

4) 1 一 .一 一 一 
(4) 2siny 一 cnose 十 5 


Sin 了 如 了 
(6) [er 


I .i 

( gin3% 二 COS3x 
im2 

1 smn“ 7 

ee 人 < 


[rbd 
(27 上 十 SeosT' ds 


(14) | x 


Sinm4Y 十 oes. 


村 全 人 rp 
(18) | ea 


rd 


(20) | Be i 
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dx 
31 Ei 一 一 一 
1) |v3z 3x+1dz (22) (J 


27 十 5 ~ py 
(a er ‘2 | rr rt 
” Hn 。 ， 1 
ee I we Ii 
和 m 下 站 
(27) | i (28) | Ea 


第 二 厂 定 积分 

$2.1 引言 

在 第 汪 章 $ 2. 1 中 我 们 已 经 措 出 ， 微 积分 学 可 以 说 基本 上 是 
由 两 类 癌 题 产 生 的 : 求 瞬 时 述 度 和 求 曲 边 三 角形 的 面积 ， 在 第 二 
前 $1.1 中 我 们 已 经 看 到 速度 问题 是 如 何 产 生 导 数 概念 的 ， 现 在 
我 们 要 从 平面 图 形 的 "面积 "问题 引出 “ 定 积分 "的 概念 . 

我 们 考虑 比较 一 般 的 平面 图 形 一 一 由 “平面 曲线 ” 围 成 的 图 
形 ， 对 于 这 样 的 图 形 ， 我 们 用 两 组 相互 竹 直 的 直线 将 其 分 块 〔〈 图 
82), 使 得 在 边 上 的 那些 块 都 是 如 图 83 那样 的 “上 曲 边 梯形 ”, 即 是 由 
直线 z=a zx 一 六 3 一 0 和 一 段 则 线 y= YX), oz< 围 成 的 图 形 ， 
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其 中 f(z) 守 0Ca 所 xz 所 5). 因此 我 们 的 问题 就 成 为 如 何 计算 这 种 曲 
过 梯形 的 “面积 ” 了 ， 我 们 急 采 用 第 一 章 $ 2. 1 中 计算 曲 边 三 角形 
面积 的 方法 , 即 古 希 腊 人 的 穷 况 法， 简单 说 来 , 就 是 先 在 小 范围 内 
“以 直 伐 曲 ?, 求 出 曲 边 梯形 "而 积 " 的 近似 值 , 再 取 极 限 得 到 要 算 的 
“面积 ， 为 此 , 我 们 将 区 间 [e, 妨 分 成 % 等 分 ， 分 点 在 5 轴 上 的 坐 
标记 为 
G YY0<C2<C 《1) 
在 这 些 分 点 上 坚 起 y 轴 的 平行 线 ， 将 整个 曲 边 梯形 分 成 芭 个 细 条 
曲 边 梯形 (图 81)， 每 个 细 条 曲 边 梯形 都 相应 有 一 细 条 矩形: 第 i 
个 细 条 曲 迪 梯 形 相应 的 细 条 矩形 是 图 中 带 阴影 的 矩形 ， 它 的 面积 


是 1(zD)Az,Azi -mi 一 zi- = 元 (一 四 是 小 区 间 fzi-2z] 的 长 度 ， 


如 果 分 得 很 细 , 即 % 很 大 , 每 个 细 条 车 边 梯形 的 “面积 ”就 与 相应 的 
细 条 和 矩形 的 徊 积 近 似 , 十 夸 % 个 细 条 和 矩 撒 面积 之 和 


y 
0 2: 艺 ; b I 
图 84 
Pa= f(rOAr + fd) ARt + fr) Arn (2) 


便 是 要 算 的 则 边 榜 形 “面积 "的 近似 信 ， 分 之 越 细 , P, 就 越 接近 曲 
边 稀 形 的 “面积 "、， 无 限 细 分 ， 仓 令 #-> + oo, 则 P, 的 极限 应 可 视 
为 曲 边 梯形 的 “面积 ”S, 即 I 
S- UimP,. (3) 

同 法 可 以 讨论 一 个 物理 问题 一 功 ， 我 们 知道 ， 一 个 方向 林 
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变 , 大 小 为 常数 也 的 力 ,使 一 物体 沿 力 的 方向 移动 距离 4 所 作 之 功 
为 Fd、 这 是 功 的 定义 .在 这 个 基础 上 ， 如果 力 的 方向 不 变 ， 大 小 
是 随 位 置 变化 的 , 则 应 如 何 定义 共 所 作 之 “ 功 ” 呢 ? 取 坐 标 辖 与 力 的 
方向 一 致 , 物体 在 力 的 作用 下 由 a 点 移动 到 5 点 (图 85)， 设 在 位 
置 为 z 时 力 的 大 小 为 f(T)，a 志 zx 志 5， 同 “以 直 代 曲 ” 计 算 面 积 一 
样 , 我 们 用 “ 色 代 不 勾 ?" 的 办 小 来 定义 力 了 所 作 之 “ 功 ”， 将 区 间 fa， 
5] 用 分 点 (1) 等 分 为 小 区 间 ， 当 zw 很 大 时 小 区 问 都 很 小 , 在 每 个 小 
区 间 [z;_1, 7;] 上 力 了 就 可 近似 地 视 为 匀 力 f(z.)， 力 了 在 小 区 间 
[zi 3] 上 所 作 之 “ 功 ” 就 可 近似 地 视 为 f(x;)Az;， 于 是 (2) 就 可 
近似 地 视 为 力 了 在 区 间 [a, 8] 上 所 作 之 “ 功 ”，(3) 就 可 定义 为 了 在 
La, 5. 上 所 作 之 “ 功 ”. 


了 (zh 
一 一 一 一 一 一 一 | 
O a Pi-y 区 而 市 
图 85 


通过 以 上 两 个 问题 的 讨论 , 我 们 看 到 , 虽然 它们 的 内 容 完全 不 
同 ,但 古 解决 的 方法 确 是 相同 的 , 都 是 计算 和 式 (2) 的 极限 (3)， 这 
可 以 说 是 一 种 “化 整 为 零 "的 求 和 思想 : 为 了 计算 一 个 昌 , 先 把 它 化 
小 .以 后 我 们 逐 疡 会 看 到 ， 不 能 用 普通 加 法 计算 的 量 都 须 这 样 去 
“ 求 和 ”， 因此， 研究 这 种 求 和 法 的 一 般 理 论 和 计算 方法 就 成 为 很 
重要 的 问题 了， 这 种 求 和 法 就 是 “ 定 积 分 "的 概念 , 简单 地 说 , 极 
《3) 厌 是 国 数 了 在 区 间 fw, 5] [的 定 积分 . 


习 题 
1， 问答 下 刘 冲 题 : 
(1) 质点 作 直线 运动 , 己 知 上 共 在 每 ~-- 时 刻 上 的 速 庶 为 v(t) 实 0， 不 通过 
求 原 区 数 , 如 何 计算 质点 由 时 刻 二 =0 蔬 夺 = 了 走 过 的 距离 ? 
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(2) 在 区 闻 [ae.2 上 分 布 善 质 量 , 总 和 为 六 ,已 知 在 每 一 点 wtLa, 的 线 
密度 为 zfz)， 不 通过 求 原 国 数 , 如 何 计 算 和 如? 


3 2.2 定 积分 的 概念 

在 $2.1 中 我 们 提出 了 一 个 * 求 和 ” 潜 , 并 把 它 叫 做 “ 定 积分 ". 
现在 我 们 变 进 一 步 给 出 定 积 分 的 严格 定义 ， 

没 汞 数 了 在 闲 区 疗 1e, 刀 上 有 定义 ， 任 取 一 有 限 个 分 点 组 (图 
86) 


EL 


OO a Em RE 1 太 陡 
图 86 
把 [a, 分 成 % 个 小 区 间 


[za 2:], Lr, za], oo, [Xn ts Yn, 
分 点 组 Tt 则 做 [a; 四 的 一 个 “分 割 ”每 个 小 区 间 [x;-1, 3] 的 长 度 记 
为 Az;= 2 一 x;-1, 再 在 每 个 小 区 间 [x;-1， z;J 上 任 取 一 点 ED 一 了 
… 和 2， 作 和 式 


了 CEDJAz 一 EDJAz + Hf EAz,, {1) 


叫做 了 在 [as 5] 上 的 “Riemann 和 ”， 记 | zz| 为 诸 小 区 间 长 底 之 最 
大 者 : 
jxr|=max(Ar, ,Ar,), 
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定义 1 如果 有 一 数 二. 使 得 对 于 任 给 e 盖 0， 存在 >0， 不 
管 分 割 x 为 何 , 只 要 jz|<9., 就 有 


1- BEDAs | <e 
对 一 切 &;E[zYi;-，， Yi 人 一 1 2 成立 , 则 称 工 为 和 式 (1) 当 [| 一 
0 时 的 极限 : 
{= lim DSAe; (2) 
并 称 函 数 了 在 区 间 [a, 的 上 为 (Riemann) 可 积 ; 了 工 叫 做 了 在 ra: 归 
上 的 (Riemann) 积 分 或 定 积分 ， 记 为 
7 一 | | 了 (Cr )dz. 《3) 
其 中 a 和 5 分别 叫做 积分 的 下 限 和 上 限 ，[a. 叫做 积分 区 间 ，f 
叫做 被 积 函 数 . 
(3) 中 的 = 则 做 “积分 变量 "，“|" 或 “| "dz" 是 积分 符 另 ， 是 相 
应 于 “5? 或 “Ax,” 产 生出 来 的 符号 
由 此 定义 可 知 , 一 个 定 积分 | .了 是 一 个 数 ， 它 只 依赖 于 被 积 国 


数 了 和 积分 限 4 8， 随 此 三 者 而 异 ， 当 4% 5 周 定时 | 是 一 个 运算 


它 把 区 间 [a, 8] 上 的 每 一 个 可 积 函 数 变 成 一 个 数 | f; | 也 是 一 
个 医 娄 , 它 的 定 闵 域 是 5e 如 上 的 全 体 可 各 而 数 ， 
A 
表示 同一 个 积分 , 即 

| om | fu=| 
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这 就 好 比 
一 =] 

一 样 。 所 以 积分 变量 又 别称 “ 唾 元 ”. 那么 为 何 要 写 出 这 个 吐 元 呢 ? 
以 后 我 们 会 看 到 , 它 在 计算 时 是 要 起 作用 的 , 并且 在 某 些 场合 还 能 
起 区 分 作用 . 

根据 $ 2. 1 中 的 分 析 , 定 积分 (3) 应 可 袖 为 昌 边 梯形 的 “而 积 ”， 
它 的 一 个 曲 边 是 y=f(z) (a<ix 坟 5)， 其 中 下 是 非 负 函数 ， 例 和 如， 
在 第 一 章 $2.1 中 我 们 计算 了 从 前 Archimedes 算 过 的 曲 边 三 角 
形 面积 , 其 值 是 亏 , 因此 应 有 


| dx = 友 (4) 
王 面 我 们 三 会 知道 ， 这 个 铭 式 是 对 的 . 同样 ， 如 果 力 了 的 方 癌 不 
变 , 则 沿 力 的 方向 由 a 至 已 所 排 之“ 荔 ? 应 党 义 为 


WwW=| f(x)dz. (5) 


既然 已 经 建立 了 定 积 分 的 概念 , 我 们 就 有 三 个 问题 要 解决 : 

1， 函 数 可 积 的 条 件 为 何 ? 

2， 定 积分 有 些 什么 性 质 ? 

3， 如何 计 算 定 积分 ? 

关于 第 一 个 问题 , 它 与 实数 连续 性 密切 相关 , 我 们 现在 先 作 加 
签 , 证 明 留 待 第 四 章 . 

定理 1 若 函 数 j 在 区 间 [e, 妇 上 满足 下 列 三 个 条 件 之 一 则 
f 在 [w 5 上 可 积 : 

1) 单调 ，2) 连续 ，3) 有 界 , 且 只 有 和 有限 个 问 断 点 . 

例如 , 设 

2 和 5 ，。 


sint, 0<x<l, 
多 


fo xz 一 0. 


则 函数 了 在 区 间 [0, IJ 上 是 可 积 的 ， 因 为 它 符 合 定理 中 的 第 3) 个 
条 件 ， 再 如 ， 设 [z- 表示 不 大 于 zz 的 最 大 整数 (图 87)， 则 隔 数 [，] 
在 任何 有 界 区 间 上 都 是 可 积 的 ， 


网 87 


下 面 我 们 再 给 出 :个 关于 可 积 的 必要 条 件 的 重要 定理 ， 

定理 2 苦 函 数 了 在 区 间 [e. 并 上 可 积 , 则 了 在 [ea 5 上 有 界 . 

证 明 设 两 数 f 存 区 间 -a,614 上 可 积 . 记 了 为 了 在 [4,5] 上 的 
积分 . 在 定 积 分 定义 中 , 取 二 1， 则 存在 6>0， 不 管 怎样 的 分 制 
zf; 只 要 |r1<2 就 有 


的 了 )Az， -de (6) 


t=1 


对 一 切 5;ELt;-i Yi 成 让， 现在 取 定 一 个 分 荐 x: 
RE ,= b, 
且 [azl<6. 
《 反 证 ) 设 子 在 [a, 站 上 无 界 . 则 在 区 间 [zo, x1]， [xi, x22]，*…， 
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[zw :za 中 至 少 有 -… 个 区 间 ， 记 为 [zl -pb zio， 了 在 此 区 间 上 无 
界 .不 妨 设 无 E 界 . 在 (6) 式 中 特别 取 5; 二 x:(1i 关 io), 就 得 


Fi)Az + Bf(z)Az—I<l 


iid 


对 一 切 上 [zs rz ,jj 成立， 其 对 一 切 EE 1 zioj] 有 


f(E) < A tI- fr)Ar. 


这 就 是 说 耶 在 [zi。1, zioj 上 有 上 界 , 矛盾、 
例如 , 设 
1 
os 0<<z< 委 1 
f(z)— > - 
0 ， 2 一 人 0. 


则 隧 数 了 在 其 定义 区 间 上 不 可 积 , 因为 它 无 界 . 

但 是 , 有 界 不 是 可 积 的 充分 条 件 . 下 面 即 是 一 个 反例 . 

例 1 Dirichlet 函数 D( 第 -一 章 §1.4) 在 区 间 [0, 1 上 不 可 
积 . 

证 明 ”对 区 闻 [0, 1 的 任 一 分 割 x 有 


人 了; =0, <; 为 有 理 点 ， 
Pcs A) 
or Ax; 一 1， 为 无 理 点 . 


不 管 怎样 的 分 割 x, 在 其 年 一 个 小 区 间 Lzx; .1, 7;] 中 茎 有 有 理 点 , 也 

有 无 理 点 , 所 以 利 式 总 能 取 到 0 和 1 两 个 数 . 由 “Riemann 和 ” 极 
限 的 定义 , 显 见 它 不 能 有 援 限 , 所 以 在 [0, 1 上 不 可 积 . 日 

从 积分 的 定义 (5 的 生意 性 )} 和 以 上 的 讨论 ， 我 们 可 以 看 到 ， 

了 消 数 的 可 积 性 和 连续 性 有 着 密切 的 联系 .以 后 我 们 在 第 二 册 (第 

七 章 ) 中 还 会 进 - - 步 看 到 这 种 联系 :; 例如 Dirichiet 函数 ， 这 是 非 
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eT er 
re en "we 


常 简单 的 函数 , 因为 它 只 有 两 个 函数 值 ,然而 它 况 是 不 可 积 的 ， 它 
太 不 连续 了 ， 关 于 上 面 所 提 的 第 一 个 问题 ， 我 们 就 先 谈 到 这 里 ， 
我 们 把 第 二 个 问题 暂时 摘 下 , 再 谈 第 三 个 问题 . 如 果 我 们 已 知 
一 个 函数 是 可 积 的 , 则 由 定义 容易 明白, 计算 它 的 积分 时 就 可 到 特 
殊 的 分 割 , 再 在 小 区 问 上 取 特殊 的 点 二 , 例如, 等 分 区 间 取 端点 , 使 
得 Riemann 和 和 的 极限 比较 容易 算出 来 ,假定 图 数 f 在 区 间 [a, 5] 
上 是 可 积 的 ， 将 [a，5] 分 成 * 竺 分， 再 取 一; 一 4 十 二 (5 一 a)， 


则 就 有 
(et ® 


例 1 计算 定 积分 | zdz. 
解 ” 这 就 是 计算 图 88 中 阴影 磁 形 面积 ， 显 然 被 积 函 数 是 连 
续 的 , 因此 是 可 积 的 , 所 以 我 们 可 用 (7) 式 来 计算 , 得 到 


| zaz=- lim (5 | 记 二 4 ) 


天 全 +o 过 
t=1 


=a(b—a) MN 


i es 
=atb—a) rt lim n(n 1) 


这 和 梯形 面积 公式 是 一 致 的 . 图 88 
例 2 计算 | singds. 


本 一 
n 


解 用 (7) 式 来 计算 ， 记 史 一 和 则 
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a 2 
| sin vdr = lim kh, 之 sin (a-} ih, ) 


| Dasin Tnsin(atih,) 


2sain—2 1=1 
2 


=lim | cos (a+ 2 Wh )—eos( a Hh )| 
i=1 


i 28 十 1，\] 
lim| cos(a+ 等 ) 一 os(e+ 5 司 ] 


cost— cosbh. 
同样 我 们 可 以 用 (7) 式 去 计算 (4) 式 中 的 积分 ， 而 这 就 是 第 一 
章 §2.1 中 的 算法 ， 那 时 算得 的 值 为 ， 所 以 (4) 式 正确 
以 上 几 个 定 积分 实例 , 是 从 定义 来 计算 的 . 这 并 没有 解决 定 积 
分 的 计算 方法 问题 ， 它 仍 是 十 希腊 人 的 穷竭 法 ， 要 解决 定 积分 的 
计算 问题 , 我 们 还 得 惜 劲 于 其 性 质 和 理论 , 邮 上 面 提出 的 第 二 个 问 
题 ， 这 个 问题 将 在 下 面 $2.3 及 § 2. 4 讨论 . 


习 题 


i。 回答 焉 列 问 题 : 

(1) 什么 是 Riemann 和 ” Riemann 和 的 极限 是 什么 意思 ? 明 数 可 积 
是 什么 意思 ? 

(2) Riemann 和 的 极限 有 设 有 肉 一 性 ? 

(3) 一 个 定 积分 | f(ax 焦 藉 于 电 些 因素 ? 


(4)》 试 将 积分 定义 同时 用 于 | Ja)az 和 人 jt)at, 二 考 有 没有 差别 ? 
(5) 定 积分 的 儿 何 意义 是 什么 ? 有 什么 例子 可 以 说 明定 积分 的 物理 
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《6) 图 数 在 一 个 区 间 工 可 积 的 必要 条 件 是 什么 
《7) 有 界 国 数 是 藻 一 定 可 积 y 有 什么 反例 ? 
(8) 我 们 知道 娜 几 种 同 数 可 积 ? 


《9) 已 知 - -个 函数 是 可 积 的 , 可 怎样 从 定义 来 计算 共 定 积分 ? 


2， 下列 函数 了 在 其 定义 区 间 上 是 否 可 积 ; 为 什么 设 


Sin 必 


1 
3 Ov), 0<z<h 
(1) Ee 3 (2) fo) 一。 人 人 
0， X=0. 1, 2 一 0- 
(3) f{2) 一 2 一 [zz ，0O<<2zs 妆 10. 
(ns 了 <x< 序 n=1,2, ,99, 
x—1 Ri 
£4) fr) 一 
I x= ,N=1,2,.,100 
名 
a 0O<w<&.I 
1 了 
(5) fm- [3 
z=0. 
3， 巾 定义 计算 下 列 定 积分 : 
5 b 
(1) | 0. (2) | 1, 
(3) | zidz. (4) | 2rde, 


(5) | 竖 a>0, 
提示 ; 了 一 /Fz 
(6) | :az m1, 


提示 : 取 分 点 为 一 等 比 数 列 ， 


$ 2.3 定 积分 的 性 质 


现在 我 们 讨论 定 积分 运算 的 一 些 基 本 性 质 ， 显然 ， 


1 在 任 伯 多 四 上 都 是 可 积 的 , 且 
| o=o% (1=| .2=6—a. 
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闲 数 0 和 


定理 1 如 果 函 数 和 9g 在 区 间 [e, 所 上 可 积 , 是 常数 ， 则 
函数 cf 和 了 19 也 在 La, 2 上 可 积 , 且 


[ef=els, 
[ern=| | 
证 明 显然 ， 
[ef lin, Sef Ae eli, CEA] f, 


为 为 了 在 fa, 2 上 可 积 , 所 以 上 式 中 第 .个 和 式 极限 存在 ， 因 而 第 
一 个 和 式 极限 也 存 存 ， 所 以 cf 在 He, 四 上 可 积 ， 且 定理 中 的 第 一 
个 等 式 成 立 ， 间 样 ， 


| O09)= Hm CD)(GEDAz 
= i ZEDAz. 人 im D9 EA 


-sh 
因为 了 和 8 都 在 [a, 5] 上 可 积 ,所 以 上 式 中 第 二 个 和 第 三 个 和 式 的 
极限 存在 : 因而 第 -个 程式 的 极限 也 存在 ,所 以 f 十 9 在 La, 站 上 可 
积 , 卫 定 理 中 的 第 二 个 等 式 成 立 ， 了 
定理 2 如 果 孙 数 f 和 g 在 Le, 2 上 都 可 积 , 且 当 xELa, PIH 
fr)<g(7), 则 


si 


特别 , 当 9 为 非 负 苑 数 时 有 | 9g 之 0. 


证 明 由 所 设 有 
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站 (GD)Azs D9 Es, 
对 一 切 分 割 和 二 iELzt 4;] 成 立 , 令 i1x1->0 即 得 证 ， 昌 
根据 这 个 性 质 ， 可 以 不 通过 计算 来 比较 两 个 积分 的 大 小 ， 例 
如 ， 
| :aa <|， Z2407 ， | rr <| sd. 
在 定 积分 的 定义 中 , 下 限 是 小 于 上 当 的 、 为 了 运算 上 的 需要 ， 
我 们 定义 
一 | f， 若 a>5; 
| w (1) 
0 若 a 二 b. 


这 样 , 在 "过 8 三 种 情况 下 , 定 积分 | ./ 就 都 有 意义 了 . 
以 后 ,从 第 四 章 8 2. 3 可 积 性 理论 易 知 ， 车 函数 在 区 间 [a， 
5] 上 可 积 , 则 在 一 切 子 区 间 [w, 8]C fa, 8] 上 也 可 积 . 
定理 3 设 函 数 了 在 区 闻 了 上 可 积 ,a,5,cEf， 则 
上 | 用 祭 (2) 
证 明 1) 设 a<5<c， 作 [a, cj] 的 分 市 
并 : 好 一 X0< TI< < 一 C， 


并 使 如 保持 是 x 的 一 个 分 点 : zx;, 二 8B， 于 是 
Df EAs, = DEDAs, 十 六 f(E:)Ar,. 


iTibp+t 


由 所 设 ,f 在 [a, ,52, cj 各 [a,c] 上 都 可 积 , 在 上 式 中 令 |x1->0 便 


得 证 . 
2) 设 4<c<<8， 则 由 1》 中 证 得 的 便 有 
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Ed ed 
移 项 , 并 注意 一 | f 一 | 户 即 得 (2) 式 . 
3) 设 a=5<e， 则 由 (1) 式 ， 
[pp 
同样 可 证 其 它 情形 .1 
定理 4 。 设 区 间 fa, 执 上 的 函数 了 连续 、 非 负 , 且 人 =0、 则 


f=0. 
证 明 ( 反 证 ) 设 f 为 非 零 函 数 ， 则 有 zoE[a, 8] 使 f(x0) 守 0. 
因为 了 连续 , 是 见 有 区 间 [&, 8]Cra，8]， 当 xzE[a, DB] 时 f(z)>> 


去 f(zo)， 于 是 由 定理 2 和 定理 3， 
jrj 
> fz) 0)>0. 


这 与 假设 矛盾 .中 
例 1 设 函 数 f 和 g 在 区 间 [a,5] 上 连续 ， 证 明 Schwarz 不 


等 式 
(po) <| 关 fw 


其 中 毓 号 当 且 只 当 了 和 9 在 [a,5] 寺 成 比例 时 成 立 ， 
证 明 对 一 切 tER 有 


o<| Gf 49)= t? | 十 2 7g+ | 。 (3) 


车 | f= 0, 则 因 f 连续 , 由 定理 4,f 在 [a, 8] 上 是 零 函数 ， 所 证 不 


和 233s 


| (4) 


便 得 所 证 不 等 式 . 
若 了 和 9 成 比例 , 显然 Schwarz 不 等 式 成 为 等 式 ， 反 之 ， 蓝 
不 等 式 成 为 等 式 , 则 (4) 中 等 号 成 立 , 因此 (3) 式 当 i=to 时 等 号 成 
立 ， 而 如 f+9 是 连续 铺 数 , 由 定理 4, tof +9 是 零 国 数 ， 即 了 和 9 
成 比例 
定理 5 (积分 平均 值 定 理 ) 设 轩 数 了 和 9 在 区 间 [a，8] 上 连 
续 , 9 在 La, 8] 上 不 改变 符号 , 则 有 ES[e,b] 使 


(9=f68) | s. 


证 明 不 妨 假定 当 rzSfe,8] 时 9807) 六 0、 因 为 了 在 [ww, bj 上 
连续 , 它 在 La, 8] 上 有 最 小 值 砚 和 最 大 值守 . 于 是 


mf rNM, ob. 


所 以 
mg(r Ef TIT I EMIT), rad, 
根据 定理 2 好 得 
m| ， Ea | fo | 
访 假 定 有 | 9 汪 0， 如 果 | 9- 0, 则 由 上 式 得 | fg 二 0， 定 更 显然 成 
立 ， 如 果 | 9 之 0 则 由 上 式 有 
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“一 < 有 
j. 


再 从 介 值 定理 (第 一 章 8$ 4.2 定理 2 ) 知 道 , 存在 EE[a, 5j 使 


了 去 < 


f(#)= J 


| 
这 便 是 所 证 . 0 
推论 设 函 数 卫 在 区 间 [La,5] 上 连续 , 则 有 6[La, 56] 使 


[f=f(0 (6-0). 


证 明 在 定理 5 中 到 9 二 1 则 得 证 . 世 
从 几何 上 看 ， 如 果 7 之 0， 周 推论 中 等 式 左 端 表 示 一 个 昌 边 榜 
形 的 面积 , 交 端 是 一 个 矩形 面积 ， 这 个 推论 告诉 我 们 , 一 定 存 在 一 
上 后 使 得 图 89 中 两 志 阴 影 面积 相等 ， i 
这 个 定理 为 什么 叫做 积分 平 
均值 定理 呢 ? 设 函 数 上 和 9 在 区 
间 -a, 8 上 连续 ，9 非 负 ， 我 们 记 
WE 
bE(f) -= 一 一 ， (5) 
| 
叫做 子 在 5o, 的 上 关于 权 ”9 的 “积分 平均 值 ， 如 果 9 一 1 则 积 
分 平均 值 就 成 为 


| 2 
B(f) = |. 
我 们 知道 ， 
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是 沉 个 数 U1 "a An 的 算术 平均 值 . 如 果 ;0 (2 一 了 72), 则 
i (6) 


Sm; 
就 是 as oa 的 加 权 平 均值 ; 2，…，?w, 叫做 “ 私 ”， 如 果 9 一 
二 ma， 则 加 权 平 均 就 是 算术 平均 ， 考 虚 在 水 平 檬 轴 上 放置 % 个 质 
点 ,第 个 质点 的 化 标 为 4;, 质量 为 m， 人 {二 1,…, 2), 划 此 % 个 质 
点 的 重心 坐标 就 是 全 部 质点 坐标 a1,…, a 的 加 权 平 均 (6). 我 们 
再 回 到 积分 平均 (5), 将 区 间 [a, 引 分 成 jn 等 分 ,分 点 华 标 记 为 72; 一 


at (ba), i =- 0, IT, 2, 则 由 $ 2.2(7) 式 就 有 


六 二 


Sf (zg zi) 


f 一 上 


与 (6) 式 比较 , 我 们 自然 也 把 吾 ( 有 看 作 * 平 均值 ”， 称 它 为 * 积 分 平 
均 导 >， 事实 上 , 在 3 2.6 中 ， 我 们 还 要 继续 说 明 ， 积 分 平均 值 与 
(6) 式 一 样 也 能 表达 重心 位 置 , 表达 以 9 为 密度 函数 的 细 杆 的 重心 


习 题 

1， 回 答 下 列 问题 : 

(1) 考 函 数 了 在 [e. 妇 上 可 积 ，9 在 la，8] 上 不 可 积 ， 则 了 +g 和 加 在 
[a, 81 上 是 否 可 积 ? 

(2) 若 函 数 了 和 g 在 Lo,51 上 都 不 可 积 , 则 了 十 9 和 fg 在 [a,5] 上 是 否 也 
让 可 积 ? 

(3) 若 隐 数 了 在 [a, 61 上 非 负 ,可 积 ， 且 | 了 二 6， 则 下 在 [a, 上 是 否 为 
零 ? 
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《4) 若 阴 数 了 在 [a, 友 上 连续 , 且 | f9 一 0 对 [4,5] 上 的 一 切 连续 函数 9 


成 立 , 旭 子 如 何 * 
(5) 车 函数 了 和 9 均 在 [a, 8] 上 连续 ， 且 当 wtLa,8] 时 f(x) 守 g(z)， 又 


f=] 9, 则 了 与 9 如何 1 
2， 确 定 下 列 积分 的 正 负 : 


了 1 
(1) | dx (2) erinszds. 
- 个 | 
2 


(3) | zi (lz)’-idz, 
3。 比较 下 列 积分 的 大 小 : 


2 


7 1 
(1) | e “dz 和 | e-*dr, 
» 一 】 | 
(2) | erdz 和 | er'dzx. 


(3) | e-zdz 和 | e rdz 


i' sinx i sinzw 
(4) 小平 az 和 | 二 


vnE 二 了 2 


证 2 
(5) | Taz 和 [2 py. 


4.。 证 荔 ; 
Pi vax 5 2 2 
一 a 本 二 本 We 2 
(1) 上 3 16 :8 (2) ves)e dr.2e 


(3) | lasinz+beoszldrsi2 rar ty 


-LL nnn 
(4) | om (ll—w) dT mm, p> 0. 
"nh > 本 


5， 设 函数 了 在 区 间 [a. 站 上 连续 , 着 | ”j9 一 0 对 [a, 8] 上 一 切 满足 条 件 
g(a) =9(16) 一 0 的 连续 函数 9 成 立 , 则 了 在 fa, 的 上 为 零 
6. 《1) 设 函 数 了 在 区 间 [a,8] 人 除 有 限 个 点 外 处 处 为 零 ， 则 | 了 一 0. 


(2) 设 应 数 捕 在 区 间 [a,8] 上 可 积 , 函数 9 在 [a,5] 上 除 有 限 个 点 外 处 处 
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与 了 相等 , 则 9 在 [a,6j 上 也 可 积 , 且 | .了 | 9 
7 设 7 了 二 0, 证 明 : 


m 说 一 1 
1 | "dr 工 
| 1 7 ~ An 
n=2 N=1 
(2) Se | 
到 一 上 
把 el 
三 | 
起 二 2 n=1 
8。 求 下 列 极限 ; 
“b 
(1) lim | e-"**dx, 0<ab. (2) lim 上 


Rm 好 僵直 加 ~ ,TT 


_ WT 
(3) im | dx, p>0. (4) lm sin xax, 


(5) Tim | sin (YF) 
9， 设 蝴 数 子 在 闭 区 间 工 上 可 积 ,证 明 有 人 常 教 歼 , 当 a. 5EI 时 
上 Mla—6l|. 


10,， (1) 设 w5 是 区 间 了 上 的 册 函 数 ， 于 是 区 间 [La, 1 小 的 连续 国 数 ， 卫 
ftLa,5 CT 试 由 积分 定义 证 明 (B. Jensen) 


A | 
?sl fs 
(2) 若是 -a,5J 上 的 连续 正 值 冰 数 , 则 | 


Fal ne 5 
e cid A sal 
(3) 试用 第 二 章 $2.4 习题 了 的 (5 证 明 本 题 (1) 中 的 不 等 式 . 


若 5 在 了 的 端点 上 ， 则 结论 显然 ， 若 c 不 在 了 的 端点 上 ， 则 以 了 (x) 代入 不 
等 式 
par) :二 局 (一 0) Fe). 
13， 设 函数 了 在 区 向 [0, 十 cpo) 上 连续 ， H lim f(x) =a. 证 明 
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0 
a 
12. 设 了 和 9 都 是 区 问 ia, 如上 的 连续 函数 ,0<?<1， 证 明 


AM 


13， 设 隔 数 了 在 区 间 [a, 5 上 非 负 、 连 续 , MM 一 max f(z). 证 明 


8$ 2.4 微 积分 基本 公式 


现在 我 们 再 来 研究 定 积分 的 计算 问题 ， 即 8 2. 2 中 提 出 的 第 
三 个 问题 ， 我 们 将 发 现 , 计算 定 积分 实际 上 就 是 求 原 函 数 , 即 计算 
不 定 积分 , 也 就 是 求 导 (微分 ) 的 逆 运 算 . 

设 函 数 在 区 间 [a，8] 上 可 
积 ， 当 ze[e, 5] 时 我 们 令 


| 
wz) 一 | 大 (GD | 
| 


则 中 是 定义 在 Lae，5] 上 的 个 商 
数 . 如 果 了 非 负 , 则 外 的 玫 何 意 闵 
如 图 90 所 示 , 中 (z) 吕 区 问 [e zz oo 
上 方 曲 边 梯形 移 面 积 , 图 90 

定理 1 设 函 数 了 在 区 间 [La,51 上 可 积 ， 和 二 在 一 点 xoEEa, 8] 
连续 , 则 (1) 式 定义 的 也 数 多 在 z 可 导 , 且 B20) 二 了 (Yo). 

证 明 设 xo |-hE[a,8], 则 由 §2.3 定理 3， 


Plot -Dan)= | ff 


任 给 sz 盖 0 因为 了 在 ze 连续 , 所 以 有 56>0, 当 |z 一 x4| <6， 且 xz6E 
La, 5 时 


¥ 


fiz)— ef tr) fr) +e, 
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因此 易 见 , 当 0<18|<6, 且 zo 十 ELa, 6] 时 
f(z0) —e< Smt) Ps) f(z )+e. 
由 导数 定义 , 这 就 是 说 多 在 ze 可 导 , 导数 是 f(xo). 是 
注 在 定理 1 中 如 果 令 
V2)={f, oreb. 
册 由 $2.3 定理 3， 
GO(z) 一 多 (7)=| ,acreb. 
可 见 在 了 的 连续 点 zo 上 同样 有 六 和 (zw0) 二 (zo). 
由 定理 |， 我 们 便 立 即 可 以 回答 $1. 1 中 提出 的 原 函数 存在 
问题 : 
推论 ”如 时 函数 在 区 间 [a,8] 上 连续 , 则 
P(r)=f1(7) 
对 一 切 xt€[a,5] 成 立 , 即 了 在 Loa, 8] 上 有 原 销 数 中 ， 
例 1 设 
Dr) = | sintat, zxER, 


求 罗 在 z=0 和 zx 一 至 处 的 导数 . 
解 ”因为 被 积 函数 sin 是 连续 的 , 所 以 由 定理 1 ， 


加 (0) = sin40 A )= si 二 
例 2 设 
f(s)=| VIFR dt, ER. 
求 了 站. 
解 ” 因 为 
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f(r)= -| Vitra ， IER. 
0 


由 定理 1 和 它 的 注 便 知 , 对 一 切 xc 中 人 有 
DE 


例 3 设 
f(r)=| ea 2EBR, 
求 下 . 
解 设 
(一 | ord, wuER. 
令 w=z?, 则 


F(z)= Fu ee .27—27e:, ER. 


定理 2( 微 积分 基本 公式 ) 设 函 数 辣 在 区 间 [4,68] 上 可 积 ， 
函数 五 在 La, 8] 上 连续 , 旦 


于 (Z) 一 大 (z) (2) 
在 La, 5 车 最 多 除 有 限 个 点 以 外 成 立 ， 则 
| f=- PC5)—P(a). (3) 


证 明 作 [e 2 的 分 割 
T: dtr b, 
且 使 {zo, zx,…, zn) 中 了 包含 全 部 不 使 (2) 式 成 立 的 点 ， 于 是 在 每 一 
个 区 闻 (zi.1, wii) 上 (2) 式 成 立 ， 由 假设 , 下 在 每 一 个 世间 [x;_1, ?i] 
上 连续 ， 因 此 由 微分 平均 慎 定 理 , 存在 &;:E(z;-,, zi) 使 
Bz) — FR) = fe) A t=1,2,.,R, 

相 加 得 

F(b) -下 Cd) 一 PHPz) Psi)] 二 SI CEVAz,. 
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而 了 在 Le,8j 上 是 可 积 的 , 因此 令 |x| 一 0 即 得 证 . 上 
综合 上 面 两 条 定理 , 我 们 和 要 说 明 以 下 几 点 : 

1) 如 果 函 数 /在 区 间 [a, 38] 上 可 积 昌 有 原 卫 数 ， 则 了 当然 
是 连续 函数 ， 因 此 微 积 分 基本 公式 (3) 成 立 ， 显 然 这 时 (3) 式 也 可 

[com=|rcoa| ， (4) 
右 端 表示 不 定 积分 f(z)dz 在 8 点 的 值 减 去 在 a 点 的 值 ， 所 以 计 
算 定 积分 实际 上 是 求 原 国 数 ， 即 计算 不 定 积 分 ， 这样 研 可 以 算出 
很 多 初等 国 数 的 定 积分 ， 使 得 我 们 在 定 和 分 计算 问题 上 大 大 地 前 
进 了 一步 . 

特别 ,如 果 了 是 连续 通 数 , 则 由 定理 1 的 推论 ,， 了 有 上原 攻 数 , 因 
此 就 有 (3) 式 和 (4) 式 的 成 立 . 

2) 如 果 国 数 了 在 区 各 [a, 9 上 连续 , 则 由 (4) 式 , 定 积分 符号 
| Czar 就 有 双重 含义 : 一 是 如 前 述 , 足 Riemann 和 的 极限 ; 一 
是 导数 为 了 或 微分 为 f(z) dz 的 国 数 在 a,8 晤 点 之 差 , 所 以 定 积 分 
符号 中 的 玉 z)dz 含有 微分 的 意思 .这 两 种 含义 对 定 积分 的 应 用 
都 很 各 用. 

3) 微 积 分 基本 公式 不 仅 三 计算 上 的 意义 , 它 在 理论 上 把 导数 
(微分 } 和 积分 联系 在 一 起 ， 吕 一元) 微 积分 的 核心 ， 是 极为 重 
要 的 . 

例 4 计算 定 积分 : 

,2 由 ， | sinzaz, 

解 ” 前 面 我 们 兽 用 定 积分 的 定义 计算 过 这 些 积 分 , 非常 费力 . 

现在 由 微 积分 基本 公式 (3) 计 算 就 十 分 简单 : 
| 好 = 写 | ,= 于， 
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=cosg—cosb, [0 


5 
| Sin Xr = — cos? 
a 


例 5 证 明 当 ?2 为 整数 时 


和 0， 总 天 和 
| sinmzsinnzde = 天 人 


x; Nh 二 nn, 
证 当 m 关 4 时 ， 


| sin mrsin nrdar 


-让 人 cos(m—R)rAdr— | on+mzaz | 
-中 | cos (Mm— nd ~|eosCm+n)zae [ 
”a 
2| mo—n m -Hn A 
当 现 二 RR 时， 

| sin?nzdz = 站 二 -| sos2nzdz | 

1 证 le de 

=5( 2 一 区 sin 287 "=. 0 

同 理 还 有 


上 eosmaeosnzdr = 车 mn， 
TW， 若 如 一 更 


| sin mrcosnzdz 一 0， 
其 中 她 和 z 都 是 整数 . 
例 6 计算 | 1z 一 21ex。 
解 由 4$2.3 定 理 3， 
PS "2 8 5 
| lz 一 234 一 | (2 一 z)&z 十 | (2—2)dr=5. 0 
g 。 0 -2 2 
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求 | 

解 ” 因 为 当 zE[1,2] 时 f(x) 二 z 一 1 除 一 个 点 外 成 立 ， 所 以 
(8 2,3 习题 6(2)) 
|=] t= 一 zdz+| -Daz= -去 + 去 =0%. 0 


例 8 设 
Pz)= | sgntat, zER. 
试 求 出 @. 
解 由 第 -: 章 8$81.2 例 2 知道 ， 


|zr| 一 Sgnz 
除 z=0 外 成 立 , 而 1 :| 是 连续 函数 , 因此 由 微 积 分 基本 公式 (3) 得 
虽 ( 可 =| sentat=1z| 一 1 zER. 


这 题 也 可 以 像 例 了 孝 样 计算 
得 到 多 ， 我 们 注意 到 ， 儿 "(x) 一 
sgnzw 只 在 被 积 函数 sga 的 连续 点 
上 上 成立. 

例 9 计算 由 曲线 * 一 六 和 
y 二 x? 围 成 的 面积 4. 

解 由 是 意 就 是 计算 由 曲线 

一 wz 和 3 一 2 围 成 的 面积 . 

从 图 91 可 知 图 91 
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习 是 
1 问答 下 列 冲 题 : 
(1) 设 中 (人 =| fdt， a<z<b. 在 什么 点 zx 上 上 有 古人 二 Fa 
成 立 * 
(2〉 在 什么 条 件 下 有 
(f(r)ar=F (6) — F(a) 
成 让 。 
(3》 因 为 ssn z 一 0 除 zx=0 以 外 成 立 ,所 以 由 微 积分 基本 公式 有 
0=| 0 一 S8nY 一 2。 
错 在 何 处 4 
(4) 为 什么 说 区 间 上 的 连续 函数 有 原 函 数 ? 
(5) 在 什么 条 件 下 有 有 


下 他 b 
| JoDez=|TGz)az| 
成 这? 
2， 计算 十 列 定 积分 : 
1 _ 1 272 
i 和 加 
(D | (er— dos)dz. (2) | rae. 
: bs 1 zn 
0 | oe (4) | 
] dz K 
‘62 | at es 
2 dx Bi 
(5) | 0se<<1l. 
1 2 
{7) | 11—2z|adxr. {8) | sEfi(sinzydr, 
me -人 


3， 计 算 下 列 曲 线 玮 成 的 而 积 : 


(1) 3# 一 Siny，3y 一 co08Z，0< 挟 xz 二 


人 
《2) 8 一 73、 y=A/ 了 
2Z65 4 


(3) Y 一 z 十 [z]，z 一 3，z 轴 . 
{4) 2 一 扩 ，338 一 25 十 2 一 0 
(5) #=7, Y=%—7. 
4， 求 所 , 设 

ww 


(1) Fn=| sint? ai. (2) F(z)= -站 i 


EE 
et2dt 


区 ra- 人 (1+e')at. Wr -人 (| sara 
5， 求 (0 (0)， 设 


(1) fa 一 | eat (2) 有 一 | a fa. 
-0 t Et 
6. 计算 下 列 极限 : 
ee ‘at 
(1) Jim 二 | arcteg"tat. (2) lim a 
7。 设 


F {2) = | Sia, 果子 
oa 


证 明 图 数 邓 在 5 二 x 达到 最 大 值 . 
8. 求 下 列 数列 极限 : 


(1) im (一 二 十 二 


a+ oo 人 2- 十 于 Niroet” 


nn 嘴 说 
(2) a nn -二 了 Fort a 


(3) lim i 


Le di 


(4) lim sin i 


这 k=1 2+cost 
六 


(5》 lim nr 
+r+wm 说 
9。 证明 
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站 
(le *), R>0, 
Se 


了 
| emeras > 和 (Le R<0, 
一 工 ， R=0. 

2 


lim 人 fen | sin nzlar=2| f (mdr. 
442m 0 TJ 


11， 若 三角 函 数 恒等式 将 下 列 被 积 函 数 表示 为 余弦 之 和 ,证 明 Dirichlet 
积分 


Pe 1 
Sin a -一 的 
a 


0 


TT A, n=0,1,", 


sin 
2 


12。 和 将 下 列 锌 积 溺 数 上 埃 示 为 上 是 的 被 积 沙 数 之 和 , 证明 Fejér 积分 


. Nx 2 
A 
| dz=nT, R=0, l,m. 
“osin 半 
2 


$ 2.5 定 积 分 的 换 元 和 分 部 积分 

微 积分 基本 公式 (§ 2.4(3)) 告 拆 我 们 , 当 被 积 国 数 为 连续 时 ， 
计算 定 积分 实际 上 就 是 求 原 函 数 ， 册 计算 不 定 积分 ， 但 是 另 一 方 
面 , 公式 馆 告诉 我 们 , 计算 一 个 特定 的 定 积分 ， 只 要 求知 道 原 国 数 
在 积分 区 间 端 点 上 的 值 ， 并 不 要 求知 道 整个 原 呆 数 .因此 道 过 求 
原 国 数 即 计算 不 定 积分 去 计算 定 积 分 , 有 时 会 多 费力 气 , 项 至 行 不 
通 ( 参 见面 例 5)， 岩 为 计算 不 定 积 分 往往 是 比较 困难 的 . 定 积 
分 的 换 元 糯 和 部 分 积分 法 不 要 求 完全 求 上 出 原 函 数 ， 央 此 在 一 定 程 
谋 上 克服 了 这 个 缺点 . 

定理 1 ( 定 积 分 换 元 ) 设 函 数 f 在 区 间 了 上 连续 ， 请 数 p 人 在 
区 间 L&, .上 有 连续 导 函 数 ， 又 
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1 ”9([a, PI)CT; 

2”p(a)=a，p(B) 一 pb 
则 

| rom= | op pC). (1) 

证 明 由 32.4 定理 1 的 推 沦 在 了 上 有 原 函 数 ， 记 为 F， 

则 当 tef@, PJ] 时 
(Fop)(t)=F'og(t)p'(t) =fop(t) p(t). 

根据 假设 ,f 在 7 上 连续 , (fo9)y' 也 在 [w, 8] 上 连续 ,而 和 Fog 
分 别 是 它们 的 原 函数 , 因此 我 们 可 以 应 用 微 积分 基本 公式 得 

| 7ep(De(CDdt= Pog(B) -Fopla) =P(6) Pa) 


=| f(z)ar. 0 


在 定理 1 中 令 z=p(0) (g 志 t 志 ), 则 就 有 
f(z) =for(t)p (ti)at, tera, BP1. 
因此 和 不 定 积分 换 元 一 样 , 记 9 一 fop -8', 则 定理 1 可 以 改写 成 下 
面 的 形式 : 
定理 1 在 定理 1 的 假设 下 , 如 果 z= 一 g(t) (a 之 1A) 使 得 
flr)dr = g(t)at (ot<p) (2) 
成 立 , 则 


| fsar=) ga. (3) 

和 不 定 积 分 换 元 一 样 ， 使 用 定 积分 换 元 法 也 有 两 种 方式 ， 一 
种 方式 是 “ 姿 "， 就 是 说 , 当 我 们 要 计算 一 个 积分 | g(t)dt 时 ， 可 
以 变化 微分 形式 9C1)di, 把 它 半 成 Jop(t)dp(t)， 令 z=g(t) 即 
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得 微分 等 式 (2), 由 (3) 就 变 成 计算 积分 | f(z)dz， 另 一 种 方式 是 
竺 经 验 直接 看 出 适当 的 换 元 一 9(t) 得 微分 等 式 (2)， 再 应 用 (3) 
式 . 

例 1 计算 积分 | VT-zra 


解 ” 这 实际 上 就 是 计算 半径 为 1 的 四 分 之 一 圆 面积。 车 由 微 
积分 基本 公式 ,用 $1.2 例 3 中 算 骨 的 原 图 数 , 代入 上 下 限 可 得 


我 们 现在 青 用 定 积 分 的 换 元 法 来 计算 这 个 积分 , 令 Y= sint， 
则 当 ‘él, 村 内 zxE[0, 11; 且 当 上 + 上 一 0 时 > 一 0, 当 :一 也 时 r=—1 


| Ir d= =( 于 aresinz 二 总 gy | 


2 
a 
又 


~ 1—r*dr costdt, elo, 如 | 
由 定理 1 就 有 


| 1x dr= ee 2 


【 


1reos2t 
Ot 
了 a 


他 
5 


sin2t rn 
= 下 | 一 
比较 上 例 两 种 计算 方法 我 们 看 到 , 用 定 积分 换 元 计算 时 , 最 后 


不 必 再 用 搞 元 * 一 sint 和 代 同 ， 但 必须 注意 积分 限 的 变化 ， 这 是 定 
积分 换 元 和 不 定 积分 换 元 不 同 的 地 方 . 


例 2 计算 |”- 轻 - 


Jy cos 了 


解 ee -| | dsinz 
Jo cost go eosx 


so ] 一 -sin 2 人 
Lv dt 17Tv at 17VE gat 
了 
0 TI 一 二 2 0 


8 li+t 1—# 
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例 3 求 氛 线 的 一 拱 与 x 轴 轩 成 的 面积 . 

解 ” 所 谓 “ 摆 线 " 是 一 个 圆 沿 x 轴 滚 动 时 圆周 上 一 个 定点 的 轨 
迹 . 设 贺 半径 为 ea 图 周 上 定点 为 于, 起 始 时 形 与 原点 重合 . 这 时 
圆 沿 z 轴 滚 动 时 如 的 轨迹 为 

a(t—sint), y=a(l.-cost), (4) 

其 中 上 为 圆心 角 【〈 图 92)， 这 是 摆 线 的 参数 方程 ， 当 t+ 由 0 增 到 
2z 上 时 入 摆 线 的 第 “ 拱 . 设 第 -一 拱 的 方程 为 Y= 用 (zs) (0 所 T7274)， 
则 所 求 面积 为 


2x0 Qn 
| yar -=| fx)ar, 
-0 0 


如 27rQ YT 
多 32 


作 换 元 z= a(t 一 sint)(0 之 ! 壹 24), 由 损 线 的 参数 方 丢 (4) 得 
人 ‘ydz = all-~eost)ada(t — sint) al (1— cost)at 
0 0 0 
一 3xa. 上 
例 4 设 了 是 以 为 周期 的 连续 贱 数 (第 一 章 81. 4), 即 对 于 
一 切 xzSR 有 f(x-+ 7 了 =- f(xz)， 证 明 对 于 一 切 数 4 有 


证 明 因为 
dR (8) 
对 右 端 第 三 个 积分 作 换 元 z- 4 7 得 
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六 Hot= ft +i)at = fat. 


由 于 (5) 式 右 端 第 一 个 和 第 三 个 积分 相 消 , 故 得 证 ， 0 
定理 2 (分 部 积分 ) 设 函 数 了 和 9g 在 区 间 [a, 56] 上 有 连续 导 
函数 , 则 
Few (2dr=8a)960)| | fF (gs) a. 
此 式 也 可 写成 
| fear(D 一 Tag(z| 一 | rz)a1(z) 
证 明 由 $2.4(4) 式 和 不 定 积分 的 分 部 积分 法 ， 
eg a [fg Cn adr) 


与 | fag(z) JF)g Ce) de 下 


fg) 一 | FC). 
例 5 设 m 为 非 负 整数 , 计算 积分 


Tt 乞 
2 2 

| sin "zdz, | cosrdr. 
0 0 


解 ” 这 两 个 积分 是 们 等 的 令 区 即 得 


T 

pe 

| cos”"xzor = -| cos"( 持 —t)at = | sin™iat. 
0 5 2 / .0 


记 这 两 个 积分 为 1»， 设 疯 之 2, 应 用 分 部 积分 法 得 
站 


到 
了 =| sin™zdz =—| sin wdcoss 
J 0 


下 
玫 

一 一 sinm zeosz | +(m—D)| sin™ ?rcos’rdr 
0 0 
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上 | 证 


= (nm 一 1 sin™” “zdz— (m— DD) sin™"sdz, 


ln={m— 1)1n 2 — (mo In, 


Pt 一 


1 
Tn = pe Tn-_e, 疯 二 2， 3,** 


这 是 1 的 递 推 公式 ， 册 此 递 推 公式 , 我 们 只 要 知道 和 1 的 值 ， 
就 可 算出 zw 的 值 ， 事 实 上 ， 分 别 令 m 取 偶数 和 奇数 即 得 两 申 等 
式 : 


28 一 ] 2k 
Ta, = DE 一 -一 一 72。 -2Y Lr- 1 


2 一 -3 2 - 
or. -2 二 5% 一 212- 4 Las 31- 8y 


wh i 
~ -过 
I, si l=" 
两 串 等 式 分 别 自 刁 即 得 
7 一 (2 一 2 


28K28 一 2) 


28(28 一 2).4.2 


Wt TE 


下 Ee 


pe | sinzdzr = J =| 各 = 至 . 


认 此 我 们 最 后 得 到 
* 272， 


到 让 28 DI ! Eh 7 二: 2 龙 ， 


入 (2E)11 2 
| sin"z=| cos™rdr = | (28)11 
(2k+1)1! 
二 1, 2 …. 这 个 公式 叫做 “Wallis 公式 ". 

在 第 “ 章 3 3.1 中 我 们 介绍 了 Taylor 公式 , 并 应 用 微分 平均 
值 定 理 推出 两 个 余 项 形式 ， 如 果 应 用 微 积 分 基本 公式 ， 就 可 得 到 
Taylor 公式 的 另 一 种 形式 的 余 项 , 叫做 “积分 余 项 ”. 这 只 要 对 微 
积分 基本 公式 进行 多 次 分 部 积分 哑 行 了 . 

定理 3( 积 分 余 项 ) 设 函 数 捕 在 区 闻 了 上 有 % 十 1 人 阶 连 续 导 
乓 数 , aE7, 则 Taylor 公式 (第 -: 章 83.1(6) 式 ) 的 余 项 BE 可 以 表 
术 为 


m= 二 2 十 1， 


Rl) | Get) ft) d, ge: (6) 
证 明 由 微 积 分 基本 人 公式， 如果 胃 数 了 在 了 上 有 一 阶 连续 导 
函数 , 则 
f=160) + | fC a, dey: 
这 就 是 说 ， 定 理 当 z=0 时 是 成 立 的 ， 现在 假设 定理 当 ? 一 天 时 成 
立 , 要 证 明 它 当 2 二 1 时 出 成 立 , 因 此 我 们 设 了 在 了 上 有 人 (二 了 
二 1=8+2 阶 连续 导 函 数 ， 对 归纳 假设 应 用 分 部 积分 得 到 当 xE7 
时 有 


ES 
=Pi(#)—7gT DO #)**! 


i DR yh Co Ce a+ 


er Ey a Cr—t) raf tru) 


se 273。 


= 一己: 1(Z) rm. Cz 2 fr) a, 


ee ee 日 
注 显然 ， 对 积分 余 项 《6》 式 应 用 积分 平均 值 定理 就 可 得 
Lagrange 余 项 (第 二 章 8 3. 1(8)). 但 要 假设 了 有 十 1 阶 连 续 导 
隔 数 , 比 第 二 章 $ 3.1(8) 式 的 假设 略 强 . 
习 题 
1， 下 列 计算 是 否 正 确 ? 


1 


(CD )_ dz, 令 z=VT, 


a 
(2) 令 tgz=t, | costxdr={ -< 一 
令 itgz 则 1 “os zadx 人 


(3) 上 sx 一 | deosz _.., 
ER 和 


(4) 邻 1 二 ginz, 则 | coszdz = | d=0. 


人 
2 


nm mm 
(5) 令 z 一 Sint， 则 | ,ViI 一 2az 一 | AVI 一 sinzgcosztGr 一 …， 
2， 计 算 下 列 定 积分 ; 


"lng 1 
(1) 1， re 2rdr. (2) | arceosxdr. 
日 ov 


a 1 
(3) | are te rarz. (4) | zinzdz REN. 
2 B 
(5) | 1inzlez、 (6) | [zsin 工 zx， 
1 Jo 
rl 四 让 A ~ 
7) 1 MeSinvV 2 py im ?wax. 
《 i 二 {8) | zsin Xx 
Zar 人 一 一 一 
8 7 
(9) | _ aa {10) | rv a ri dy. 


GD | /aia dz. 


(13) { ravVT 二 zx 
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(12) 上 VE 


【1L4) 下 ereos’ rdr. 
dy 


(15) | nt Va Tai) dr. (16) | Ear. 
的 dx 3 Sin X ODS 了 
人 | iz (18) | 
ab0. 
和 2 dr 
(19) | Vig dz. (20) | J eT 
人 六 他 
2 二， ) | 一 -一 二 一 一 
2 | x~v 1 十 lnz (22) pe 
dx 人 
(23) er (24) | YO- 
(25) | zeraz， n€N. (26) {as nEN. 
(27) | zeInrzar，m,nEN- (28) 上 一 ax mE 
3. 省 明 
27% 2x giny i 
2 | (|. ijzz 站 
(2) TV fa )ar= | fn (ar) ds, 
其 中 是 过 续 痕 数 . 
4 将 积分 | Fe)ax 变 成 区 则 [0, 11 上 的 积分 . 
5， 设 上 为 连续 国 数 ,证 明 : 
(1) 人 flisinz)adr= | fleosn)az. 
= . 
家 Tf pi 并 六 < Tsing 
(2) | zf(sina)dz 和 | fCsinz)qz, 并 应 用 于 积分 | 了 


6， 设 函数 下 在 区 间 了 上 连续 ,a.564". 证明 
lm Fsth) f(a) ds =f(b) —f (a). 
7， 设 动 数 了 在 区 问 [0, 上 ce) 上 非 减 . 旦 
vo) =) fat, ro. 
证 明 w 为 凸 图 数 . 
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8， 证 明 
2 1 {2n})!! 平 
+ = lm | | ss 
提示 : 应 用 Wallis 公式 {( 例 5 ), 只 须 证 了 明 


m 


2 
sin*"zdx 
| 0 _ 一 2 十 工 
= 中 
时 2n 
| sin’"*tlizdz 


- 


9，Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 ， 
{1》 设 函数 号 在 区 同 L0, 十 ce) 上 严 烙 增 , 有 连续 导 后 数 , Pp (0) 一 0、 证 明 
“ 当 a,8 实 0 有 时 有 


等 号 当 且 只 当 5 一 9 (0) 时 成 立 。 试 从 几 何 图 形 上 解 入 这 个 不 等 式 . 


(2) 设 ?> tb 证 明 当 a, 6 之 0 时 有 


ab<| vladzt) pt(y) dy, 


pan bs 
b+, 
等 号 当 且 只 当 ?二 4 时 成 立 . 
(3) 设 函 数 了 和 9 在 区 间 [o, 执 上 连续 p>1， 二 十 六 一 1 证 明 HSlder 


不 等 式 : 


Pmt CY 
等 号 当 且 只 当 41f1? 一 Bigl 时 成 立 . 
提示 : 应 用 (2), 令 
(全 二 和 (休克 
(4) 对 数 了 和 9 在 ra, 5 上 连续 , ? 兰 1， 证明 Minkowski 不 等 式 : 
(ror p<(F s+ 9 


本 王 


提示 : 
[A AAMT 
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再 应 用 习题 (3). 
10， 计 算 下 列 曲 线 围 成 的 面积 ; 
(1) z=qacost, y= 二 bsint，0 守 {之 92x，9,8>0，( 椭 园 ). 
(2) r=actossi, #=bsinst, N02A， 0.8>0。{ 星 形 线 )， 
(3) 2 一 2 一 1，3 一 221 一 如 DSS2. 
11. 设 尊 数 f 相 区 间 - 一 1,1] 下 连续 , 延明 


1 大 
lim | Ee 7) zz 一 人 了 CO) 


a Ne RR 
提示 : lm) , 永 二 ez 
12， 设 胞 数 六 有 周期 !， 在 区 间 [0. 1 上 可 税 ， 试 从 积分 定义 证 咀 例 4 
中 的 等 式 成 立 


§ 2.6 定 积分 在 物理 上 应 用 举例 

定 积分 的 物理 应 用 一 般 有 两 个 方面 ， 解 “微分 方程 "的 “ 初 值 
问题 ”和 “ 徽 苞 求 和 ”， 前 者 米 源 于 定 积分 是 求 导 (或 微分 ) 的 着 运 
算 , 即 微 积分 基本 公式 的 应 用 ;后 者 来 产 于 定 积分 的 定义 ， 即 定 积 
分 定义 的 应 用 . 

381.1 例 2 和 8§1.2 例 7 都 是 简单 “微分 方程 的 例子 ， 我 们 
再 看 一 个 “ 初 值 问题 ”的 例子 . 

例 1 有 一 物体 存 40 分 钟 内 温度 由 200°C 降 为 100"C， 周 围 
介质 保持 恒温 0C。 求 物体 的 温度 变化 规律 . 

解 ” 设 物体 在 任 一 时 刻 的 温度 为 49 二 p(t)， 根 据 咎 顿 冷却 
定律 ,物体 冷却 速度 与 物体 和 介质 移 刘 差 y 一 0==y 成 比例 ， 所 
以 得 方程 

y= —ky. 
这 是 与 $1.2 例 ?相同 的 “微分 方程 ”由 所 设 , p(0)==200, p(40) 
二 100. 根据 定 积 分 换 元 ($2.5 定理 1')， 
f=) a 
300 9 0 ' 
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所 以 


in = 一 i40, 
故 得 
_ln2 
4 一 0。 
因此 , 我 们 的 问题 就 是 要 解 微 分 方程 : 
ee ln2 
| y 二 0 
y| ,0= 200. 


这 样 的 问题 叫做 “ 初 值 问题 "， 就 是 说 ， 求 解 # 满足 “初始 条 件 ” 
zi 一 200， 同 样 应 用 定 积 分 换 元 得 


s dy | 
1 
| Ei 40 Jo 
所 以 
¥ __ln2 
200 40 
即 
200 
zy 一 一 .中 
24 


我 们 在 8 2.1 中 所 做 的 介绍 下 就 是 定 积分 定义 的 应 用 . 那 就 
是 , 为 了 计算 一 个 连续 而 不 均匀 地 分 布 在 区 间 [o, 2] 工 的 量 怠 ， 我 
们 采取 “化 整 为 零 "的 求 和 法 , 先 将 [a, 8] 分 成 x 个 小 区 间 [z;-1, zi 
了 2 在 每 一 个 小 区 阅 Lzi-5 zi 上 以 " 匀 代 不 勾 " 作 出 名 在 小 
区 间 上 的 近似 值 (8&1)Az;; 再 把 它们 相 加 起 来 得 到 名 的 近似 值 


之 ,所 E)Az, 然后 将 [q， 要 无 限 细 分 , 便 得 是 这 个 和 的 极限 ， 咒 
定 积分 : 


* 278+ 


0-lim>1(G5D)Az =| fz). 


但 是 , 这 段 话 太 长 了 , 套用 起 来 很 不 方便 .因此 我 们 几 须 套用 
这 段 话 时 , 都 采用 物理 中 的 习惯 语言 , 简化 如 下 : 


定 积分 定义 简化 语言 
分 成 小 区 间 [zt-1y z 吕 = [zi tit-1 十 六 Tt] 取 一 小 段 [zx, x 一 ax] 
f{EN) Ax: fiw)ax 
Q=lim S EDA,= 下 fixyadr 在 [oa, bl 上“ 相 加 ”得 @= 人 rear 


t=! | 
所 谓 “ 微 元 求 和 ”, 就 是 指 的 这 套 简化 语言 . 
例 2 在 长 为 ， 质 量 为 表 的 均匀 细 棒 48 的 延长 线 上 有 一 
质点 C, 其 质量 为 m, 已 知 C4=a, 求 棒 和 质点 之 问 的 引力 ， 
解 我 们 把 坐标 原点 取 在 C 点 ,于 是 4 点 的 仙 标 为 g ,五 点 的 
坐标 为 6 一 区 图 93)。 在 棒 上 取 一 小 段 [z, z 十 dz]， 这 一 小 段 的 质 


量 便 是 学 dr， 如 果 把 它 看 作 一 个 质点 , 又 标 为 z, 则 这 一 小 段 与 C 
点 之 间 的 引力 为 


TM 
mdr 
pm dz 
2 
局 | TT z+ds B 
0 a eti 2 
图 93 


其 中 必 是 引力 常数 .在 48 上 “ 相 加 ” 便 得 棒 和 质点 之 间 的 引力 
_ km | imM 1 
1 js x ofat+2) 


例 3 已 知 一 公斤 的 力 能 使 弹簧 伸 长 1 厘米 ， 求 使 漳 筑 仲 长 
10 厘米 所 作 之 功 ， 


F 


es 279， 


解 ” 漳 簧 在 伸 长 过 程 中 , 力 与 仲 长 x 成 正比 , 即 力 P(z) -8z. 
由 于 1 公斤 的 力 能 使 弹 自 伸 长 1 厘米 =0.01 米 , 所 以 
1 公斤 二 kx 0.01 米 ， 
故 得 £100 公斤 / 米 、 因此, 伸 长 x 米 所 需 力 F(x)=100z 公斤 . 
设 玫 很 小 ， 则 弹 竹 由 2 米 伸 长 到 z 十 加 米 所 作 之 功 为 100ziz 公 
斤 米 . “ 相 加 ” 便 得 弹 先 伸 长 10 厘米 所 作 之 功 


.3 
w=| 100zdz 一 0.5 公斤 米 . 


例 4 有 一 盛 满 水 的 座 半 径 
为 5 米 ， 高 为 10 米 的 圆柱 形 水 
抒 , 计算 排 党 桶 中 之 水 所 作 的 功 . 

解 如 图 9%94 选取 坐 标 系 . 
图 中 深 为 zy 米 , 厚 为 下 米 的 薰 片 
体积 为 25z 盏 米 "， 水 的 比重 是 1 
吨 / 米 ”， 因此 薄片 重 为 25z 如 吨 ， 图 94 
这 一 洲 片 移 到 桶 外 所 作 之 功 是 25xzdz 吨 米 , 所 以 排 完 柱 中 水 所 作 
之 功 


10 
We | zlr 二 1250x 随 米 之 3927 吨 米 ， 呈 


最 后 , 我 们 再 讨论 一 个 物理 问题 一 一 重心 .。 设 有 一 术 平 细 丁 ， 
表示 为 区 间 [a,8j， 记 m(7) 为 一 段 杆子 La, z] 的 质量 , s 委 xz<2、 假 
定 伯 可 导 , 则 Pp 二 m' 就 是 杆子 的 线 窗 底 (第 二 合 $ 1.2)， 于 是 

| pC) dr = m5), 
这 就 是 全 杆 的 质量 总 和 、 设 密度 p 为 已 知 要 计算 杆子 的 重心 位 
置 . 为 此 ， 将 杆子 分 成 小 段 [x;， 光 ; 十 Azij]， 1 =0, 1, 0 将 每 一 小 
眉 [Lzri xz 二 Axi] 近 似 地 视 为 个 质点 , 佩 标 为 4;, 质量 为 p(%,)Az;， 
则 得 一 质点 系 ， 按 8 2.3(6) 式 ,其 恒心 位 置 是 
”283D 


EE 
二 一 1 


>D(zi)Azi 
因此 , 杆子 的 重心 位 置 


(ba | xp)d 


5 
下 二 11m 一 一 一 一 一 一 一 一 一 二 


St WoL 
汪 蔬 忆 


即 杆子 的 重心 是 仅 标 > 关于 密度 6 的 (加 权 ) 积 分 平均 值 . 


习 题 

1， 质 点 作 直 线 运动 ， 已 知 速度 ， 如 何 表达 其 由 时 刻 如 到 全 产生 的 
位 移 ? 

2， 一 物体 以 初速 1960 (厘米 /种 ) 垂直 上 抛 , 不 计 空 气 阻力 , 求 物体 到 达 
的 最 大 商 度 和 回 到 地 面 的 时 间 ， 

3， 一 族 细 菌 ， 共 增长 速度 与 总 体 大 小 成 正比 ， 如 果 一 小 时 后 总 体 增 大 
一 倍 , 问 2 小 时 后 总 体 大 小 为 何 ? 

4， 一 湿度 计 从 75“F 的 室内 移 到 室外。 5 分 钟 后 降 至 65"F， 再 过 5 分 
钟 又 降 至 60"F。， 冰 定 外 温度 

5， 车 空气 中 自由 落体 的 速 认为 如， 则 空气 阻力 为 kv， 常数 随 物 体 而 
异 ， 设 初速 为 0, 求 速度 ”的 变化 规律 ， 并 说 明 当 时 间 很 大 时 物体 运动 的 
近似 状态 . 

6， 2 公斤 的 力 能 使 弹 扯 伸 长 1 厘米 , 回 伸 长 1 米 时 所 作 之 功 为 何 ? 

7. 每 米 重 2 公民 的 链条 茄 端 系 一 重 150 公斤 的 牺 体 ， 自 高 为 100 米 的 
建筑 有 移 下 稚 10 米 ， 解 下 列 问 题 : 

(1) 链条 下 移 私 离 地 10 米 时 , 重力 作 功 为 何 ? 

(2) 若 通 条 全 长 为 60 米 , 物体 下 洲 至 地 本 时 重力 作 功 为 何 ? 

8， 水 滴 自 由 落下 , 同时 等 速 蒸发。 假定 其 初始 质量 为 并 , 每 秒 燕 发 的 质 
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景 为 允 ， 燕 发 完 外 时 董 力 作 荔 为 何 ? 

9。 一 金字 塔 的 底 为 正方 形 , 边 长 200 米 , 高 为 140 米 ， 所 用 石料 的 比重 
为 2.5 克 /( 厘 米 )*， 建 筑 时 克服 午 方 作 功 为 何 ? 

10。 一 比重 为 6.1 边 长 为 二 的 正 立 方 体 浮 于 水 面 , 将 共 全 部 压 人 水 中 所 
作 之 功 为 何 ? 

11。 一 长 为 a 的 细 杆 , 表示 为 区 间 [0, aj, 在 点 处 的 线 馈 度 汶 Pp(2) 二 ， 
zk[0，a]. 求 其 重心 位 置 。 再 在 与 +=0 的 一 端午 直上 距离 为 = 处 畦 一 单位 质 
县 的 质点 , 求 质点 对 丁子 的 引力 ， 


第 三 节 广义 积分 
$3.1 无 穷 积 分 


我 们 已 经 看 到 , 在 定 积分 的 定义 中 , 积分 区 间 是 有 界 的 ，$ 2.2 
定理 1 又 告 激 我 们 , 要 困 数 可 积 , 图 数 在 积分 区 闻 上 必须 有 界 ， 但 
在 一 些 问题 中 , 应 用 定 积分 时 , 还 要 求 我 们 克服 这 些 限制 ， 将 定 积 
分 概念 加 以 推广 , 考 虚 无 穷 区 泣 上 的 积分 和 无 界 函数 的 积分 . 

无 穷 区 间 王 的 积分 叫做 “无 穷 积 分 ”， 我 们 先 看 一 个 例子 ， 老 


虑 曲线 y 一 训 (x 之 1 和 直线 一 1,9=0 转 成 的 开口 曲 边 梯 形 的 


“面积 "(图 95)， 从 形式 上 看 , 这 
块 “ 面 积 "应 等 于 无 姿 积分 
[党 


1 
但 到 目前 为 止 ， 我 们 尚未 规定 过 
这 种 积分 的 意义 ， 为 了 能 合理 地 
定义 这 种 积分 ， 我 们 先 设 法 计算 
上 述 那 块 开口 由 过 梯形 的 “而 积 ”. 图 95 


作 直 线 xz=2>1. 夹 在 直线 z=1 和 z=6 之 间 的 那 块 曲 边 梯形 
的 面积 等 于 
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1 1 
j=1 


(图 96)， 当 6-> 十 0 了 时 这 一 面积 
的 极限 应 可 视 为 整个 开 日 曲 边 梯 
形 的 “面积 "， 因 此 ， 我 们 很 自然 
地 定义 


十 ca 占 
| ws im | si 


1 这 B 二 十 ee 


一 般 地 , 我 们 定义 如 下 : 图 96 
定义 1 假定 对 于 一 切 5>a 国 数 了 在 区 间 [o,2] 上 都 可 积 ， 
如 果 极 限 
lim | 7 
存在 并 且 有 限 ， 则 说 无 穷 积 分 
人 了 全 za (1) 
是 收 敏 的 , f 在 无 穷 区 间 [e, 十 ce) 上 (广义 ) 可 积 , 并 把 上 述 极限 定 
闵 为 这 个 无 穷 积 分 的 值 , 邮 
(mf. 
有 反之 , 则 说 无 穷 积 分 (1) 起 发散 的 ， 同 样 定义 无 窍 积分 
| 


例 1 设 a>0， 证 明 积分 | 名 当 Z>1 时 收敛 ， 当 p<1 
时 发 散 
证 明 当 ?>1 时 1 一 ?<0, 所 以 
ar _ 1 1-3__ ml~F) 4 
he 


故 积分 收敛 ， 当 2<1 时 1 一 了 汪 0， 上 一 极限 为 十 oo, 故 积分 发 散 . 
"283， 


当 p= 1 时 ， 
lim f <- lim( le5--inc) 一 十 co， 


少 才 十 ca 
页 积分 也 发 获 , 
定义 2 设 哺 数 f 在 任何 有 界 区 间 上 可 积 , 则 定义 无 穷 积分 


j=[ [ts 

其 中 a 是 任意 选择 的 ， 如 果 右 端的 两 个 无 穷 积 分 都 收敛 ， 则 说 左 
端的 无 穷 积 分 收 融 ， 了 在 8=( 一 ce， 二 cee) 上 可 积 ， 反 之 则 说 发 
获 ， 

容易 验证 ,定义 2 与 a 的 选择 是 无 关 的 . 

§ 2.4 中 的 微 积分 基本 公式 对 无 穷 积 分 也 成 立 , 叙述 如 下 : 

定理 1 设 凋 数 了 在 任 钵 有 界 区 闻 上 可 积 ， 旦 有 原 孙 数 环 。 
嘱 


家 f(z)dr = P+o0)—rF(a), 

| fc 和 -PCo) 一 PC 一 co)， 

(fra p(t 00)—7(— 00). 
证 明 定理 结论 都 是 显然 的 ， 例 如 第 一 式 : 
[ae Lim (fr) 

= im [FCB) F(a)]=P( 00)—P(a). 0 


容易 明白 ， 关 于 定 积分 的 运算 性 质 和 计算 方法 也 都 可 相应 地 
推广 到 无 穷 积 分 ， 这 里 就 不 一 一 细 述 ， 


例 2 ”计算 积分 | ecoszdr. 


解 ” 分 部 积分 得 
. 284 


二 十 旧 
| eeosrdrt—e ”sing 
0 0 


+ 
十 | € + sinvds 


tm ft 
一 一 ecos7 一 | ecosrd, 
0 a 
所 以 
十 吧 1 
| e-*cosgdr==-. [ 
0 2 


、 2 区 
例 3 计算 | Ta 


解 令 z=atgt. 当 z=0 有 时 4=0 当 xz 十 oo 时 4 一 二 . 


2 
2 
a 1 和 
| Cor Ty 一 二 | eost a 
1 . ,li 1 
wan 一 0 


上 例 本 是 一 个 无 穷 积 分 ， 经 过 换 元 变 成 了 道 常 的 定 积分 ， 同 
样 ,通常 的 定 积分 经 过 换 元 也 会 变 成 无 穷 积 分 ， 
例 4 计算 Poisson 积分 (参见 $ 1.5 例 4) 

J_xl—2reosw-t-r’ 


解 令 w=tg 福 , 便 得 


本 1--r? ee [oe du 
| as ee ee 


dz， 0<r<1. 


=2arctg( Tt) =27. 0 
例 5 计算 将 质量 为 各 的 物体 由 距 地 心 为 处 移 至 无 穷 远 处 


所 作 之 功 . 
解 ”物体 在 趴 地 心 % 处 所 受 地 球 引力 
。285 。 


mM 
8 


其 中 天 为 引力 和 常数 , 形 为 地 球 质 量 . 应 用 8 2.2(5) 式 , 所 求 之 功 
WwW.=| Hod mA 0 


F(z) 一 4 


例 6 将 一 物体 由 地 面 冬 直 向 空中 发 射 ， 欲 使 物体 脱离 地 球 
引力 , 问 初 速 v6 为何 ? 

解 ” 这 是 一 个 减速 运动 ， 如 果 物 体 不 会 中 途 减 速 为 0， 则 物 
体 便 能 脱离 地 球 引 力 ， 如 果 物 体 无 限制 远离 地 球 时 ， 速 度 的 极限 
值 v=0, 则 物体 刚好 能 脱离 地 球 引 力 。 如 图 97 选取 坐标 系 ， 以 
名 和 形 分 别 表 示 物 体 和 地 款 的 质量 , 类 为 引力 常数 .以 z 表 示 物 
体 的 位 置 坐 标 , 则 物体 的 运动 方程 为 


mM 


和 Zu (2) 


令 v= 一 地 , 则 


x 1 一 外 dv _Advdr_ dv 
(a 
代入 (2) 式 得 
pd 4 
dz x 0 
I 图 97 
vdv= — kM. 
由 
积分 这 个 方程 , 根据 上 面 的 解释 应 有 
站 vav- 一 tM| 且 
-| po 和 nd 
其 中 五 是 地 球 半 径 、 因 此 得 
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由 于 重力 加 速度 9 一-; 所 以 得 

vo —~29R -去 980x10 “x6371 <-11.2 公里 / 秘 ， 
这 个 速度 , 即 物 体 刚 好 能 脱离 地 球 引 力 和 的 速 认 ， 电 做 “第 二 宇宙 速 
度 ”. 了 


习 题 
1， 回 答 下 列 问题 : 
CD) 积分 | 了 是 什么 意思 ?两 数 /在 区 同 [@, 十 ca) 上 可 积 是 什么 意思 1? 
(2) 积分 | “了 是 什么 意思 7 函数 了 在 下 上 可 各 是 什么 意思 ? 


(3) 为 什么 说 定义 2 与 a 的 选择 无 关 ? 
(4) 为 什么 换 元 法 和 分 部 积分 甘 间 样 拓 用 于 无 穷 积 分 ? 
2， 计 算 下 列 无 容积 分 : 


Az 各 全 
《1) 上 x(Inr)r p>1. (2) 由 妃 ar. 
0 十 党 
(3) | zerdz. (4) | zse-rdz 
se 一 四 1 
(5) | eereosbzdz, >0. (6) as 和 
= 
“1+z - dx 
(7) 是 人 一 二 一 SE 
| ze 提示 : 令 = 0 
™ ax ee EE 
《9) 这 0 
全 
(11) | ry (2) | zerrar， neN, 
3) [zitie- sgz, n=0, 1 
0 
Ii” ax 
人 


3， 证 时: 若 积分 |，j 收 化 , 其 lim | f=0. 
4， 设 商 数 了 在 区 间 fo, 十 co) 上 非 负 ， 且 在 一 切 有 界 区 癌 [6, 玖 上 可 积 
287 ， 


证 明 积 分 | “了 或 为 收 病 焉 为 二 oo， 


5。 设 函数 了 在 区 辣 [a, 十) 上 连续 . 非 负 ， 且 | ，f 一 0 证明 f=0. 
8， 设 函数 了 和 了 对 一 切 5>a 在 [a,81 上 可 积 , 且 0<f<g， 证 明 : 


(1) <| 9. 
《2) 麟 别 下 列 积分 的 化 散 性 : 

+ +*Coatr 
"| bs 
C。 dz da, | ye 


7， 设 畏 数 了 在 区 间 Te， 十 co) 上 单调 ， 可 积 ， 证 明 当 zx 一 十 co 时 
fm=o( 二 ) 


1 


8，、 证 明 


提示 : 应 用 习题 2(1 人 和 82.5 习题 2(26) 及 习题 8 以 及 不 等 式 
ns D<z 扫 1 


€@ -2 < +>0. 


ee 2 
9。 有 一 无 跟 长 的 均匀 细 梯 ， 密 度 为 p， 在 距 棒 为 4 外 置 一 单位 质量 的 
质点 , 计算 福 对 质点 的 引力 . 


$3.2 甫 积分 
我 们 再 来 考虑 无 界 函 数 的 积分 .看 一 个 只 传 例子 ， 积 分 
! dz 
| 并 (1) 
按 通 常 定 积分 定义 是 没有 意义 的 ， 因 为 它 的 被 积 函 数 天 界 ， 当 
-0 时 、 启 -> 十 oo， 但 对 一 切 0<e<l, 积分 | /空中 有 意义 
的 ， 我 们 把 “一 0 这 样 的 点 叫 逢 积分 (1) 的 “下 点 "有 现 点 的 积分 
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叫做 “ 瑕 积分 ?， 

从 形式 上 看 ,更 积 分 (1) 应 能 表示 曲线 y==、 志 和 直线 = 一 0， 
:~1,y=0 用 成 的 开口 曲 边 梯形 的 “ 桓 积 "(图 98)。 怎样 计算 这 块 
“而 积 " 呢 ? 我 们 先 看 轴线 9=、/ 产 和 直线 == ez 一 bg=0 图 成 
的 面积 (图 99 ): 


[=vVe), 


所 以 


这 应 就 是 我 们 要 计算 的 “面积 ">， 因 此 我 们 自然 地 定义 
1 dz ,. 1 dx 
| 站 -加 大 
一 般 地 , 我 们 定义 如 下 : 
定义 1 设 函 数 / 对 一 切 e>0 在 区 间 [e 十 ,5] 上 可 积 ， 如 
果 极 限 


lim 人 f {2) 
EP)0+* Jate 
存在 并 且 有 限 , 则 称 绒 积 分 
9 289 


as 下 mm. HE 


| = | fa (2) 


收敛 , 了 在 区 间 [e, 5 上 (广义 ) 可 积 ， 并 把 上 述 极限 定义 为 环 积 分 
(2) 的 值 , 妈 


| 天 四 
# 广 由 如 十 村 
反之 , 则 说 王 积 分 (2) 发 散 ，4a 时 做 玻 积 分 (2) 的 环 点 . 


同样 定义 其 它 各 种 情况 的 坡 积 分 : 
车 尔 数 站 对 一 切 e 之 0 在 区 间 La,&8 一 ej 上 可 积 ， 则 定义 再 积分 


| fe)dr -tim,| za 


这 时 5 是 积分 的 瑕 点 。 若 函数 对 一 著 e 汪 0 在 区 间 [a-HFe, 5 一 ej 
上 可 积 , 则 定义 环 积 分 


人 = 全 人 (3) 


其 中 c 是 (a，5) 中 任意 一 点 ， 这 时 当 且 只 当 右 端 两 个 瑕 积分 都 收 
化 时 , 左 绒 的 琶 积 分 才 是 收 化 的 ， 
注 上 述 定义 1 中， 恕 果 于 在 La, 5] 上古 通常 意义 下 可 积 的 ， 
则 易 义 一 积 分 (2) 器 大 通常 的 积分 ， 这 时 a 并 非 瑕 点 , 而 十“ 息 " 的 
显然 ， 和 无 穷 积分 一 样 ， 微 积分 基本 公式 以 及 定 积分 的 计算 
方法 也 都 适用 于 环 积 分 ， 例 如 , 若是 在 (a,5] 上 的 原 消 数 ，a 
是 瑟 点 , 则 


| .flz? 磊 -PC 一 PCer0)， 


例 1 证 明 刺 积 分 | 5 尾 当 p<1 时 收 化; 当 9 这 1 发散 


证 明 z=0 中 瑕 点 ， 当 8 冯 1 时 
”290。 


| ] -2 
jos I$ os 
车 ?< 二 则 lim x' “二 0; 所 以 

六 地 由 


{" dr 1 1 了 


oy i -tt ? 
1 J~- Pp 
积分 收 化 ， 若 21 则 lim yx 一 -co 所 以 积分 发 散 ， 当 ?= 1 
0 


时 
| 空 = nz| 一 : 十 ce， 
0 完 Or 
所 以 积分 也 发 收 ， 
例 2 计算 | Inzdz 


解 xz=-0 是 瑕 点 ， 用 分 部 积分 法 ， 


| mx 一 入 ]mz | .一 | dz=—1 中 
io 0 
1d2 
全 3 Hy 


衣 x=] 是 惠 点 .分 成 两 个 环 积 分 ; 
1 
ov iz—1| Jovl-z Jivz— 


a +2(z 一 Di =4 1 


Ux 
例 4 计 a We 


解 令 z=adcos?t ;1 bsin:t 即 得 所 给 积分 等 于 2| R=. Dn 

这 个 例子 把 坡 积 分 变 成 了 普通 和 定 积 分 . 
无 穷 积分 禄 琉 积 分 遂 称 广义 积分 ， 而 普通 定 积分 则 相对 地 称 
为 “党 义 积分 ”， 一 个 广 闵 积分 也 可 以 是 带 瑟 点 的 无 穷 积 分 , 例如 
s 2 号 页 


| dz 


|] A/ er 
它 既 是 无 穷 积分 , 又 是 瑕 积分 , 0 是 搬 点 . 这 种 广义 积分 的 定义 和 
计算 当然 已 无 琐 青 述 。 


习 题 
1， 何 兽 丽 积分 ” 绷 具 是 什么 意思 ?在 定义 1 中 ,如果 于 在 [a. 区 上 党 总 
可 积 . 则 腿 积 分 (2 为 何 ? 
2 计算 下 到 积分 ; 


a | ys 

(3 上 (4) 上 re 站 

| 0 | 

站 

(6) | Ee CEG | mvaar NEN, 
二 


1 一 -了 
| dr. neN., 
站 A dr rn 


2， 柑 用 3 1 习题 6 让 后 内 法 刊 别 下 如 积分 的 煞 散 性 ， 


dr 、r'idz 
2 ( 站 上 
:VIi—x ulnx 
| s ri:x! ~-*» x 
(31 —0Ox (1) - 产 
罗 er 
E Ee Wr i 
1， 设 9 (x) ee Incastat. | 5 汇 且 


Ys of Ron FY 
PT) ln 2 {3+ | 20 (3 i 


并 计算 v(#) 打 计 算 下 出 积分 : 
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lei a 


(1) {insinzdz. {2) | zotezaxr. 
a ng 
(3 》 ! a 1— ri 


5 有 -- 下 和 钨 为 工 米 ， 识 为 2 米 的 址 立国 福 桶 右 泪 了 水 。 栖 底 有 一 个 让 
稚 为 上 大 烷 的 小 也 ， 水 从 小 汇流 出 的 速度 为 ?二 0.6\7297, 下 是 星 时 水 深 ，9 
太 焉 力 丰 违 度 ， 问 水 全 部 该 完 需 果 友 何 ? 
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第 四 章 ”实数 连续 性 函数 的 连续 
性 和 可 积 性 


第 一 节 ”实数 连续 性 各 等 价 命 题 

81.1 磋 弄 

在 第 -- 章 $1.1 中 我 们 讲 了 直线 的 连续 性 , 并 指出 实数 应 有 机 
应 的 连续 性 ， 同 一 章 3 2.4 中 又 提出 了 实数 连续 性 的 一 个 等 价 命 
题 一 一 单调 有 凑 的 数列 收敛 ， 同 时 又 指出 , 所 背 实 数 连 续 性 , 表现 
光一 连 串 等 价 命 题 , 它们 是 分 析 学 的 基础 . 现在 我 们 要 不 依赖 十 直 
线 , 而 从 实数 各 身 来 发 现 这 些 命题 . 

定义 1 设 有 数 集 4， 如 果 有 -一 数 月 ,对 于 一 即 zs4 都 有 
Y 委 型 (7r 字 于 ), 则 说 到 是 4 的 一 个 上 界 ( 下 界 )， 如 果 4 既 有 .上 异 
又 有 下 界 , 如 说 4 为 有 内 的 ， 

显然 , 4 为 有 界 当 且 只 污 有 一 数 至 使 得 对 于 一 切 zsS4 有 
12| 委 有 弄 . 

例如 , 自然 数 集 交 有 下 列 上 ,无 上 笑 ， 一 切 不 大 于 工 的 数 孝 是 
它 的 下 界 ，1 是 它 的 最 大 的 下 异 。 区间 20， 蕊 显然 是 一 个 有 界 数 
集 , 1 龙 它 的 最 小 上 界 , 0 是 它 的 最 大 下 恰 . 

那么 , 是 再 - - 巧 有 .上 界 〈 下 界 ) 的 数 集 都 有 最 小 上 上 办 (最 大 下 
界 ) 紧 >? 间 答 是 肯定 的 ， 这 古 实 数 壕 续 性 合 题 之 一 ， 我 们 先 建 立 
一 个 极为 度 要 的 概 众 ， 

定义 2 数 人 入 4 的 最 小 上 蜡 ( 枉 大 下 窜 ) 叫 敌 4 的 上 确 界 (下 
确 界 ), 记 为 supAt(inf4). 
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inf N= 1, supl0, 1)=1; 


supjsinz: 0<z< 了 下 一 31 
sup{arcigx: vwER} = 地 


inf {arctgw: XER} 一 一 号 


inf 1: neN| 0 
n 


显然 , 车 数 集 4 中 有 最 大 ( 蝇 小 ) 的 数 a。， 则 a 二 sup4 (inf4). 

定理 1( 实 数 连续 性 命题 之 一 ) 有 上 (下 ) 界 的 非 空 数 集 有 上 
(下 ) 确 并. 

证 明 设 数 集 4 韭 空 有 上 界 . 不 大 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 4 中 
至 少 有 一 个 正 数 ， 考 虑 4 中 各 数 的 整数 部 分 ， 设 最 大 的 整数 部 分 
为 ao. 出 于 4 有 上 界 , 这 最 大 的 整数 部 分 显然 是 存在 的 ， 又 由 于 
4 中 有 正 数 , 所 以 oo >>0. 记 

4 一 tzE4: [z] 一 ao]}， 


共 中 [2z] 表示 数 zy 的 整数 部 分 , 则 如 天 好 . 车 xzE4 而 xE4d， 则 
Tos 洪 ZE 0， 则 pb PE -| 1, 再 考虑 Ao 中 各 数 的 第 一 位 小 
数 , 设 最 大 的 第 一 位 小 数 为 a . 记 

4 二 {XEAdo: 2 的 第 一 位 小 数 为 91)， 
则 4; 夫妇 .车 YE4do 而 XEA, 则 2 之 4do.q1; 车 YE41， 则 9g0 .91 所 
z< mo. 十 车 再 考虑 心中 各 数 的 第 二 位 小 数 , 设 其 最 大 者 为 we 
记 

4z:=ftzEdi: z 的 第 二 位 小 数 为 82)， 
则 4: 天 外， 若 xE41 而 2 所 4a2， 则 zY<<eo.aiaz 从 ZE4， 则 ao.dies 
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如 此 下 去 , 我 们 便 得 一 串 非 空 数 集 
4D DA DAI; 
同时 又 得 一 捉 有 理 数 
{0 Go-.01, odto, do-:ditG2da, "** 
于 是 我 们 又 得 一 数 
@ 一 40.9192ao 一 lim aoGiaa…gn- (1) 
下 面 先 证 , a 是 4 的 上 界 ， 事 实 上 , 营 xzE4 而 xzE4，, 则 
Tod,. 
车 zE4, 而 xzE4 对 某 一 个 n= 二 0, 1,2,… 成 立 , 则 
tA SSA, 


车 rEA, 对 一 切 2 一 0， 2, 收成 立 ， 则 


, i 
Lodz + 了 or 


1 
00.01 nT Gn i R=0, 1,2,.:, 


10 
令 mr> 十 co, 由 (1) 式 得 


所 以 < 是 4 的 上 界 . 
再 证 a=sup4. 弄 实 上 , 任 取 5<a. 由 (1? 式 , 则 有 上 自然数 20， 
b<ao .a qo SA. 
因此 当 xE4n,( 它 是 非 空 的 ) 时 ， 
+ 之 G0.a1'" ano >b. 


所 以 5 不 是 和 4 的 上 界 . 而 5 是 任意 的 , 所 以 a 是 4 的 最 小 上 界 . 
我 们 注意 到 , 这 一 命题 的 证 明 是 不 依赖 于 直线 连续 性 的 . 
为 方便 起 见 , 我 们 补充 下 述 定义 : 
定义 3 如果 非 空 数 集 4 无 上 界 ( 下 界 }， 则 定义 4 的 上 确 界 
(下 确 界 ) 为 二 cot 一 00); sup4== +oo(inf4= 一 00), 
例如 ， 
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supN= +o0, inf er: zE( -至 0 一 一 co 


这 样 ， 一 切 非 空 数 集 都 有 上 确 界 和 下 确 界 ， 有 -上 界 ( 下 界 ) 的 
数 集 有 和 有限 的 上 确 界 ( 下 确 界 ). 
设 了 是 一 国 数 , 我 们 也 常常 把 数 集 f(4) 的 上 、 下 确 界 分 别 记 
.为 supf(z) 和 inf f(z): 
supf(z)= supf (A)=sup{f(2):zEA), 
inf f(z) —inff(A)=inf{f(2):zEA4}. 
它们 分 别 叫做 图 数 了 在 集合 4 上 的 上 确 界 和 下 确 界 . 
定理 2 设 郴 数 了 和 8 在 集合 4 上 有 定义 ，c 是 常数 . 则 
1” 人 下 面 二 式 当 两 头 有 意义 时 成 立 : 
inf f(z) +infg(z)<inf (f+ 9)(7)<Sinf f(z) +supg(z); 
Dy ss i hd hs 
2° inf[Kz) 二 co] 一 inffCz)+o 
supLf 《zZ) 十 c] =supf(z)+e. 
3° inf(—f)(2)= —supf(7); 
sup(—f (7)= —inff(2). 
4” 车 了 和 9 在 4 上 非 负 , 则 下 面 二 式 当 两 头 有 意义 时 成 立 : 
inf f(5) inf 9(7) inf (fg)(z)<inf f(z) SP 六 
inf f(r): sup9(7) sup(fg)(r) supf(z) ， supg(7), 
5" 车 c 之 0, 则 
inf (ef )(z) =cintf(z); 
sup(ef )(7)=esupf(r). 
#5 ZEA 
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证 明 ”在 证 明 以 前 我 们 先 要 作 - -说明 .由 定义 3 知道 ， 确 界 
可 以 取 士 co, 因此 在 工 的 某 问 可 能 会 出 现 --oo0 一 co， 这 就 没有 意 
义 , 这 时 11 自然 不 成 立 . 同样 在 4" 的 基 端 可 能 会 出 现 0.{ 土 00)， 
这 也 是 无 意义 的 , 这 时 4° 自然 也 不 成 立 . 除 此 以 外 , 1” 和 4 都 是 
成 立 的 , 但 必须 认为 十 ce 十 (十 四) 一 十 外 ， 一 ce 十 (一 cp) 一 一 co， 
4 十 [ 士 oe) 一 士 co; 当 4 沪 0 有 a:( 寺 00) 二 土 00, 当 e<0 了 时 2 人 士 co) 
三 土 co， 在 本 书 中 , 除 涉 及 确 界 的 四 则 运算 外 , 购 不 谈 co 的 四 则 运 
算 . 下 面 我 们 来 证 明 本 定理 ， 对 于 各 款 只 证 一 个 式 子 . 
I” 我 们 还 明 1" 的 第 二 式 ， 显 然 , 对 于 一 切 xE4 有 
Cf+g(z)= (7) T9(7) sup/(z)+ snpg(z), 
所 以 
sup(f + 9)(2)<supf (7) + supg(z). 


另 一 方面 , 任 取 y<supg(7)( 注 意 一 P<supg(7)e 十 co), 则 不 


是 9(4) 的 上 界 , 因此 存在 zif 4 使 3 过 g(xo)， 于 是 
inf f(z) 十 8<<FCzn) 十 9(zo) 安 SP 92). 


由 于 乡 是 任意 的 , 令 9 ->sup9(Z) 即 得 
inff(z) 十 Sup9(7)<SSSUP(1 +9)(7). 
结合 前 而 的 不 等 式 ，1° 的 第 一 式 即 可 得 证 . 
2” 在 1 的 第 一 式 中 令 g=c 即 得 2” 的 第 一 式 . 
3” 当 zE4 肝 和 7)supf(z), 故 一 信 7) 之 一 supf(xY)， 所 以 


inf(— f(z)>—supf(z). 
另 一 方面, 任 政 y>> 一 sapf(7), 则 一 y<supf(z)， 因 此 存在 weE4 


使 -y<fz)、 于 是 
y> 一 Fez)>>inf( — f(z)), 
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令 y> 一 supf(z) 即 得 
—supf(7)>inf(—f)(7). 


和 前 面 不 等 式 比较 就 证 明了 3" 的 第 一 式 . 
4” 该 款 的 证 明 同 1*. 5" 的 证 图 与 3” 相似 (习题 3). 0 


例 1 求 数列 (一 二 的 上 确 界 ， 
解 由 定理 2 的 2"， 
sop 一 友 ) 一 tap 一 训 ) 一 1-i9f 坟 一 1 
事实 上 ,数列 (1 一 十 ) 非 喊 , 极限 为 1， 从 而 易 知 1 是 它 的 上 


n 
确 界 .中 
例 2 求 润 数 sin 十 aretg 在 上 的 上 确 界 , 
解 ”对 于 一 切 xER 有 


sinz 十 arctgz<<I 十 莹 ， 
所 以 1 十 子 是 函数 的 一 个 上 界 ， 另 一 方面 ， 
| , 
Tim | sin( 2n+ 村)= are te(2n 十 去 ) x |- 1 


从 而 易 知 1 十 己 是 最 小 的 上 界 、 故 所 求 上 确 界 是 1 十 过， 昌 


习 题 
1， 回 答 下 列 问题 : 
(1) 何谓 数 集 的 上 (下 ) 确 界 ? 
(2) 有 界 数 集 是 否 都 有 最 大 (最 小 ?的 数 ? 数 集 的 最 大 〈 景 小 ) 数 与 确 界 
有 何 关 系 ? 
(3) 确 界 反 映 的 实数 连续 性 命题 是 什么 ? 
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(4) 我 们 对 确 界 的 概念 又 作 了 怎样 的 推广 确 异 的 概念 经 推广 以 后 , 性 
何 非 空 数 集 是 否 都 有 确 界 ? 

{5》 用 确 界 如 个 表达 一 个 数 集 有 上 CF) 界 和 无 上 {下 ) 界 ? 

(6) 车 ga 是 数 集 4 的 上 上 (下) 确 界 , 则 a 与 4 中 的 数 有 何 关 系 ? 

(7) 车 a 是 数 集 4 的 确 界 , 则 4 中 是 否 有 单调 数列 5>at 反之 , 车 6 是 
4 的 上 (下 ) 界 . H 4 中 有 数列 zn->a, 则 a 是 否 一 定 是 4 的 上 (下 ) 确 界 ? 

(8) 营 隐 数 了 在 区 癌 了 上 连续 , 则 了 在 IT 上 的 上 、 下 确 界 为 何 ? 

(9) 函数 确 界 在 运算 上 有 哪些 共 本 性 质 ? 

2 指出 下 列 数 集 的 确 界 , 并 指出 确 界 是 否 是 最 大 或 最 小 数 : 


(1) {一 i， 3 8， 9, 20}. ti2) {a, 1 Ga} 

(3) 414 有理 数 z: z2<3}， {4) le: sin 工 ~0z> 路 
(5) {zx: lnz<<0}, 16) {zxz: tgz>1). 

{7) {zx: llnz!<1}. {8) 他: Zz—2x—3<0}. 

5 1 \". 

(9) {sinZ: neN!. {10) [+ 二 ac 
(11) {N/Rn: nEN). (12) {aresinz:0<7r<1}. 
(13) {es: zER}. {14) je: z< 二 neN 


《15》 fz: 4>(1+ 记 )， ocx 
3。. 证明 定理 2 的 4 和 5 . 
4 证 法 实数 连续 性 命题 之 一 (定理 1 ) 与 下 述 命题 等 价 : 《实数 的 连通 
件 ? 震 将 全 体 实 数 至 分 成 两 个 非 空 数 集 半 和 互 ， 则 或 者 4 中 有 数列 收 敏 于 五 
中 的 数 , 或 者 吾 中 有 数列 收敛 于 4 中 的 数 . 
5、 设 了 数 了 在 集合 4 上 有 界 ,证 明 
Sup lf (2) —/f |=supf (#) —inff (2). 


6。 投 了 消 数 了 在 一 点 zz 附近 有 定义 , T= 二 (2 一 +, 十 7)。 记 
Ox, 7) =—=supf (Ts) —inff I,), 


Qf CT) = im tz, y)。 
ro 
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artz) 叫做 了 在 点 z 上 的 “振幅 >” 证 明子 在 zx 连 续 的 充分 必 权 条 倍 是 
rt) 一 0. 
7， 设 函数 了 在 区 间 [a, 5] 上 连续 . 记 
mw) 一 jnf £8), NH({T) = sup f(1), zté[a, b] 
证 明 台 和 有 收 也 在 [a, 81 上 连续 . 
8. 设 隔 数 了 在 区 闻 [a, 5] 上 有 界 ， 记 
m(z) = inf f(i), Mn) ~ sup f(2), zE[a, b1. 
证 明和 和 到 在 [9 刀 上 去 连续 ， 
9. 设 函数 在 如 上 二 次 可 了 导 ， HEM:=suplf ko) |<+o, k=0, 1, 2. 
证 明 
2Mi<< HM,. 
提示 : 应 用 第 二 章 3 2.1 习题 25， 


$1.2 有 办 闭 区 间 的 紧 致 性 和 列 紧 性 

在 第 一 章 $ 2.4 中 , 我 们 已 经 指出 单调 有 界 数列 收 伍 ， 但 未 证 
朋 , 现在 我 们 可 以 由 $ 1.1 定理 1 来 证 明 这 个 命题 .这 是 极为 简单 
的 ， 

定理 1 (实数 连续 性 命题 之 二 ) 单调 有 办 数列 收 化 . 

证 明 设 数列 (as) 非 减 有 上 界 ， 对 于 非 增 有 下 界 情形 证 明 类 
似 ， 由 $ 1.1 定理 1, 它 有 有 限 的 上 确 究 


如 一 SUpan< 十 co。 
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任 给 e 守 0, 则 a 一 ce 过 a, 故 4a 一 e 不 是 (au) 的 上 界 . 因此 有 自然 数 #， 
使 w.>a 一 e。 而 (cx) 非 减 , 所 以 当 ”2 时 


4 一 2<<gn SAG, 
所 以 


limag, =:4 之 十 09， 
故 (ao) 收 化 .1 
定理 2 单调 数 询 有 极限 ， 若 (a) 非 减 , 则 
lima, -supan; 


” 30 了 。 


大 (as) 非 增 , 则 
liman = infa,. 
证 明 我 们 只 证 (a;) 非 减 的 情形 . 若 (as) 有 上 界 , 则 由 定理 1 
的 证 明 可 知 此 定理 成 立 ， 若 (aw) 无 上 界 ， 由 $1.1 定 义 3， Supan= 


十 吕 。 得 由 第 一 但 $2.4 定 理 2， 
limes = + eo = Suplas. 0 
定理 3( 实 数 连 续 性 命题 之 三 , 区 间 套 原理 ，G. Cantor) 
设 有 * 非 增 ? 的 闭 区 间 序 列 : 
Lai, bj 二 [ao pz 一 …， 
如 果 甚 长度 趋向 于 0 : 
lim(b;,— an)= 0, (1) 
则 此 区 闻 岩 列 有 唯一 的 公共 点 . 
证 明 由 假设 , 我 们 得 到 两 个 单调 有 界 数列 : 
站 Da 之 
qb, 
由 定理 1 ,数列 (ax) 和 (58。) 者 收敛， 又 由 假设 ， 
limb,— liman = lim(b,— an) =0, 
好 es) 和 (as) 收 敛 于 同一 数 , 记 为 zo。 则 由 党 理 2， 
en 
所 以 
On DD 
对 一 切 #EW 成 立 , 因此 zo 是 区 间 序 列 [an,5,.J(nEN) 的 公共 点 . 
如 果 这 个 区 间 序 列 又 有 公 洪 点 x, 则 
[zo Xz | ba max 
对 一 雪 zEN 成 六 在 此 式 中 令 % 了 十 0， 由 (1) 式 即 知 x 二 0， 
所 以 xo 是 唯一 的 公共 点 .日 
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注定 替 3 对 于 开 的 或 半 开 半 闲 的 区 间 序 列 显然 不 上 成立， 还 
应 特别 注意 到 , 这 一 实数 连续 性 命题 是 直接 与 第 一 章 § 1.1 中 提出 
的 直线 连续 性 相 一 致 的 、 实 数 野 能 正好 鱼 满 整个 直线 ， 理 应 有 这 
一 连续 性 ， 否 则 也 就 不 能 铺 满 性 个 直线 了 ， 实 数 之 所 以 能 铺 满 直 
线 , 正 是 因为 它 具 备 这 种 连续 性 . 

定理 4 (实数 连续 性 命题 之 四 ， 有 界 亲 区间 [e, 5] 的 紧 致 性 ， 
Heine-Borel) 设 .2 是 一 个 由 一 组 开 区 间 所 成 的 “集合 族 ”"， 如 果 
.2 能 枝 盖 有 界 闭 区 间 [e, 51, 就 是 说 , 对 于 每 一 个 zE[a, 5], 一 定 存 
在 一 个 开 区 间 TE€. 使 zE7, 则 在 .2 中 必 有 有 限 个 开 区 间 《71,*…， 
zs} 间 样 种 盖 住 [a, 61. 

证 明 〈 反 证 ) 假 设 区 间 Te, 8 不 能 被 .Z 中 有 限 多 个 区 间 覆 盖 . 
将 Fe 站 等 分 为 两 个 闲 区 问 | 6, 932 | 和 | 4 二 2 5 | 则 此 两 个 区 间 中 
必 有 一 个 不 能 坡 . 中 有 限 多 个 区 间 覆 盖 ， 记 此 区 间 为 [ma;6]， 和 有 
将 [au 人] 等 分 为 和 二， 二 者 又 必 有 一 不 能 被 .中 有 有限 多 个 区 间 覆 
盖 , 记 此 区 间 为 [az, 52J]， 如 此 下 去 , 我 位 便 得 一 非 增 区 间 序 列 

te 8. DLey, BelD*, (2) 
其 中 每 一 个 都 不 能 被 中 有 限 多 个 区 间 绑 盖 , 县 长度 
pb 


-一 他 
六 


因此 , 贝 定理 3， 区 闻 序 烈 (2) 有 队 一 的 公共 点 zoE[e, 5]， 由 于 六 
能 覆盖 He, 81, 改 必 有 一 个 区 全 mmE.2Z 使 xoE1o, 但 人 6 是 开 的 ， 显 
然 , 当 % 充 分 大 时 应 有 


bn— Gn = 


Xo EFqg, bn] CTo. 
于 是 区 向 Las, 5,] 被 各 中 的 一 个 (当然 是 有 限 多 个 ) 区 间 1。 发 盖 . 
这 就 产生 矛盾 、 
注 定理 4 对 于 不 朵 的 区 间 和 无 穷 区 间 都 是 不 成 立 的 . 例如 ， 
开 区 闻 序 列 
”30D3 虽 


= 二， 1): n=2,3, | 


覆盖 了 区 间 (0, 1), 显然 , 了 中 不 存在 有 限 个 区 间 和 覆盖 (0, 1). 

定理 5( 实 数 连续 性 命题 之 五 , 有 界 闭 区 池 [a, 8] 的 列 紧 性 ， 
Bolzano-Weierstrass) ”有 和 界 数 列 有 收敛 子 列 ， 

证 明 设 数列 (a,) 有 界 ; 9 所 an 志 ECn€EN).《 反 和 证) 假设 (a;) 无 
收 人 线 子 列 ， 风 对 于 每 一 个 xE[a,8]， 在 Ca») 中 一 定 没 有 收敛 于 
的 子 列 , 因此 必 存 在 一 个 开 区 间 7 x&7y, 在 7 中 最 多 只 有 (an) 的 
有 限 多 项 、 这 样 我 们 便 得 一 由 无 穷 多 个 开 区 间 所 成 之 集合 族 

FZ={1,: xEra, 6]}. 

显然 , 包 禾 盖 住 [a,8]. 由 定理 4 ,多 中 有 有 限 个 区 间 {fz,*…, Ts 》 
覆盖 住 La, 8]， 因 此 也 驳 盖 住 数列 (as)， 但 是 每 一 个 工 ; 至 多 只 含 
lan) 的 有 限 多 项 ， 因 此 {7s,,…, To} 至 多 只 能 材 盖 (ao ) 的 有 限 多 
项 , 不 能 材 盖 住 整 个 数列 (es }， 这 是 矛盾 . 吕 

注 定理 5 对 于 无 界 数列 当然 不 能 成 立 . 因此 , 在 各 种 形式 的 
区 间 中 , 有 界 闲 区 间 [a,81 具 有 这 样 的 性 质 : [a, 5 中 的 任何 数列 有 
收 伍 子 列 , 并且 (显然 ) 此 收敛 子 列 的 极限 仍 在 [co 58] 之 中 ， 这 样 的 
性 质 岂 做 [oa, 8 的 “ 列 紧 性 ”. 


习 题 


1。 回答 下 列 问 题 

(1) 哪 一 个 实数 过 续 性 命题 是 直接 与 直 绪 连续 性 相 一 到 的 ? 

(2) 区 问 赛 原 现 对 非 闸 区 后 的 序列 能 否 发 立 ? 在 定理 3 中 , 如 果 没 有 类 
件 lim(8, 一 4n) 一 0. 则 结论 如 柯 ? 

(3》 何 谓 有 界 闲 区 间 [a, 2 的 紧 致 性， 非 区 间 和 无 穷 区 间 有 没有 紧 致 
性 ?在 定 于 4 中, 如 时 .内 这 的 区 间 非 下 , 则 结论 能 否 成 立 ? 

(4) 何谓 有 界 亲 区 间 [o, 如 的 列 紧 性 ? 是 否 一 切 数列 都 有 收敛 子 列 ! 

2. 设 osE[q, 5](nEN)， 和 如果 (aw) 发 散 , 则 (no) 必 有 两 个 子 列 收 伍 于 不 网 
,304 。 


的 数 . . 
3。 试 用 有 界 闭 区 间 的 基 致 体 证 明 实 数 的 连通 性 (1.1 习题 4)， 

4， 试 用 区 间 讲 厌 理 证 明 有 界 闭 区 问 的 列 紧 性 . 

5- 汪 开 区 岂 族 .2 和 柳 盖 有 界 闭 区 间 {fa， 纪 ， 证 胃 必 有 一 数 A->>0， 当 
4CLe; 81, 有 由 的 "直径 ” 

L(A)=sup{|z—y|: x,3E4T <A 

时 , 则 有 .中 的 区 间 TDA，4 叫做 .的 一 个 "Lebesgue 数 ”. 

6. 设 数 坟 和 所 之 比 是 无理 数 ， 证 阴 : 若 有 界 数列 (yw 使 (e***) 和 
(etasn) 都 收 敏 , 则 (zs) 也 收效 ， 共 中 让 一 w 一 1 et 一 cosz 二 isinyx。 
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直到 现在 为 止 ， 我 们 只 讲 了 单调 有 界 数 列 是 收敛 的 .。 下面 再 
讲 一 个 关于 数列 收 敏 的 充分 必要 条 件 . 其 充分 性 也 是 一 个 实数 连 
续 性 命题 . 

定义 1 设 有 数列 (a.)。 如 果 对 于 每 一 个 正 数 e, 都 相应 有 自 
然 数 2,，, 当 1, > 有] 

[am— an| <e, 
则 称 《Caw) 为 一 个 Cauchy 数列 或 基本 数列 ， 

注 在 此 定义 中 , 由 于 自然 数 mw 和 一 般 说 来 不 相等 , 不 妨 设 
襄 访 驴 , 则 4 一 如 二 2 PEN， 因 此 定义 1 又 可 表述 为 : (qx) 为 Cauchy 
序列 , 就 是 任 给 e 之 0, 存在 月 然 数 2 当 #>R, 时 

[anrr—~ 0n|<e 
对 一 切 pEN 成 立 . 
特别 , 如 果 
lants— Gn | Sn (1) 
对 一 切 2 BE 成 二, 及 an 一 0, 则 (es) 显 然 是 一 Cauchy 数列 .但 
要 注意, 在 (1) 式 中 g 只 依赖 于 x, 不 依赖 于 7. 


例 1 证 明 as 一 元 (wnEN) 是 Cauchy 数列 . 
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证 明 因为 
1 


| as 一 ga| 一 有 一 


对 一 切 mw ?EN 成 立 , 而 二 ->0 故 得 证 . 
例 2 ”证明 .=( 一 1)* (naEN) 不 是 Cauchy 数列 . 
证 明 因为 
oa 一 中 一 |( 一 Dx9 一 (一 D 了 =1 一 (一 1 
= P=2, 4 
2， p= 1, 3 
显然 , 只 要 取 =1， 就 不 存在 符合 定义 所 要 求 的 2,、 站 
例 3 设 
qx 一 1 二 起 十 -十 二， nEN. 
证 明 数 列 (a,) 当 a 之 2 时 是 Cauchy 数列 , 当 g 志 1 时 不 是 Cauchy 
数列 . 
证 明 当 a 三 2 时 
1 I 
| one 一 an| Tn 
1 
Se 


了 1 
eT 
aa TFI Fayt 


1 
UT 1 


= 全 -二 1 H 村 和 i 


1 
有 
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对 一 切 PEN 成 立 ,而 二 >0， 所 以 (ou) 当 c2>2 了 时 是 Cauchy 


数列 . 
当 a 忆 1 时 
| emp 一 4r| 一 -+t tery 
> 1 Sr ee 
名 十 了 nip np 
特别 取 2=r 得 


1 
| con 一 如 | 之 方 . 


显然, 取 e 二 就 不 存在 符合 定义 所 要 求 的 ,所 以 (an) 当 a<1 时 


不 是 Cauchy 数列 . 

定理 数列 (an) 收 合 的 充分 必要 条 件 为 (a,) 是 -* Cauchy 
数列 . 

证 明 (必要 人 性) 设 (as) 收 全 于 4a. 这 就 是 说 任 给 二 0， 则 
有 自然 数 %,, 当 ? 盖 ?ze 时 


len--al < 元 
因此 , 当 %, mR. 时 
|am—gn| [an 一 el Fleanl< 辽 十 入 = 
所 以 (Ce 是 Cauchy 数列 . 
(充分 性 并 实 数 连续 性 命 顾 之 六 ， 巡 的 完备 性 ，A. Cauchy) 
设 (e.) 是 -… Cauchy 数列 , 要 证 (e,) 收 伐 ， 先 证 (as) 有 恰 ， 取 = 
由 定义 有 自然 数 mm， 当 rt, #2 时 
[an—an| 1. 
所 以 当 #>2a 时 
+ 307， 


|e， .一 az 到 1 
于 是 
[a,| < ler |+t1. 
因此 对 一 切 %&N 有 
Jarl <maxCiol,, [a1, [esi 十 1)， 
即 Ca) 有 界 . 
既然 (as) 有 曾 , 由 1 2 定理 5, (es) 有 委 敏 子 列 (ao)， 设 an， 
一 g。 亦 即 任 给 二 0, 则 有 自然数 刀 ,当天 人 > 时 
[av 一 42| <e/2. 
叉 因 (a;) 是 Cauchy 数列 , 惧 又 有 上 自然数 2.: 当 如, 43。 时 
[gm— x | <<e/2. 
任 取 一 白 然 数 £>max(tk,, 7n,), 则 4 宇 f 放 jx.， 于 是 当 n 汪 Rn. 时 


Ral £ £ 
(an—af{: < |e:— any | | om —4| 二 £, 


所 以 (Car) 收敛. 9 
例如 , 由 定理 1 和 例 3 和 数列 


mm 一 1 十 去 = 十， -十 志 ， nEN, 


当 ga 过 1 时 发 散 , 当 a 六 2 时 收敛 
以 上 我 们 此 讲 了 六 个 实数 连续 性 命题 .我们 证 明 的 路 线 是 ; 
命 古 之 一 -> 之 二 =>… 一 之 大. 
要 知道 这 些 命题 是 等 价 的 , 只 须 青 证 明 : 
命题 之 大 全 之 --， 
定理 2 ”实数 志 续 性 的 六 个 命题 是 等 价 的 . 
证 明 只 须 证 ， 玉 的 完备 性 全 有 上 (下 ) 界 的 非 空 数 集 有 上 
(下 ) 确 界 . 
设 数 集 4 有 上 界 MM( 对 于 有 下 界 的 情形 证 明 类 似 )、 若 人 LE4， 
则 显然 到 = sup4. 因此 设 NE 4, 在 4 中 任 取 一 数 w, 则 闭 区 间 f[m， 
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0] 有 4 中 之 数 .将 [m, 3] 等 分 为 二 :| mm 代 计时 | 全 吉 ,| 

若 | 四 计 革 下 | 有 4 中 之 数 , 取 中 = 到 二 2 忆 一 M; 反之 取 01= 

mM 
2 


1%, bi1 = 


， 则 是 和 4 的 上 界 , [asBl 有 4 中 之 数 . 再 将 [at 


5 等 分 为 一: | ,于 志 生 | | 拉 放生 ,61 |. 若 | 全 去 | 有 4 中 


之 数 ， 取 qs 一 后 -3 如 一 D; 反之 , 取 qs 二 ,后 一 开放 则 和 是 


4 的 上 界 ，feas，a 纪 有 4 中 之 效 ， 如 此 下 去 ， 得 两 个 数列 (a,) 和 
(C6): 


I. 5 (neEN) 都 有 和 的 上 界 ; 
2 [ap (nnEN) 都 有 4 中 之 数 ; 
A hr 


WA » 
有 一 所 NM—m 
4， | 一 any 1 | < si 9 15 — n+:| 三 Dnrl ? xEN, 


(4x) 和 (5a) 都 是 基本 数列 ， 事 实 上 


{gan— an,s| A | ta— Ans | 十 :一 [anro-i— nrol 


M-- mr 1 1 
< (1 P| 
于 一 和 人工 
一 0 (n> 十 00) 
对 (zx) 也 推 得 上 述 结果 


已 知 巡 是 完备 的 ， 因 此 (和 (5 都 收 仿 .由 3 知 ，(sn) 和 
(Cbs) 都 收 伍 十 间 一 数 e， 又 由 ] 可知 ，a 是 4 的 上 盎 . 因此 区 阅 
(oa, ps](zcw) 缘 无 4 中 之 数 ， 根 据 2， 区 问 [as，aitzcN) 都 有 4 
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中 乙 数 ， 而 en 一 c, 故 知 4 是 4 的 上 确 界 .上 

我 们 一 再 指出 , 上 述 各 等 价 命题 是 分 析 学 的 基础 . 分 析 学 中 的 
许多 重要 命题 都 是 依据 它们 得 到 证 明 的 .特别 是 完备 性 定理 ， 它 
对 分 析 学 的 发 展 起 着 重要 的 作用 . 

我 们 在 第 一 章 伊 始 就 构造 了 无 尽 小 数 ， 叫 做 实数 ， 现 在 我 们 
蕊 从 实数 自身 发 现 了 它 的 各 种 形式 的 连续 人 性 ， 其 中 连续 性 命题 之 
三 是 直接 与 直线 连续 性 相 一 致 的 ， 由 于 等 价 性 , 我 们 又 可 以 说 , 实 
数 的 连续 性 命题 都 是 与 直线 连续 性 相 一 致 的 。 因 此 ， 不 管用 什么 
方法 构造 实数 ， 它 都 必须 具备 连续 性 ， 否 则 它 就 不 能 完全 地 反映 
直线 . 

实数 除了 连续 性 以 外 ,还 有 共 它 已 为 大 家 熟知 的 性 质 , 这 就 是 
我 们 并 未 论 及 的 四 则 运算 和 大 小 关系 ， 由 于 无 尽 小 数 太 不 简洁 ， 
讨论 起 米 比 较 麻 烦 , 因而 没有 进一步 去 研究 ，19 世 纪 一 些 数 党 家， 
不 用 无 尽 小 数 的 办 法 而 用 其 它 方法 米 表 示 实 数 . 这 些 方 法 虽 无 实 
用 价值 , 但 便于 讨论 实数 的 基本 性 质 ， 在 致力 构造 实数 的 基础 上 ， 
人 和 们 的 思想 多 有 了 新 的 发 展 , 地 们 对 实数 的 性 质 作 一 些 归纳 , 反 过 
来 用 归纳 出 来 的 性 质 定义 实数 ， 把 全 体 实 数 所 成 的 "实数 空间 ”五 
定义 为 具 丰 某 些 性 质 的 集会 . 好 所 衣 公 理化 方法 ， 下面 就 是 实数 
的 公理 化 定义 ， 

所 谓 实 数 , 其 全体 构 成 “实数 空间 ”BR, 是 具有 下 列 性 质 的 任 一 
集合 : 

1) 五 是 一 个 “ 域 "， 意 思 是 说 ， 对 及 中 的 元 素 可 以 作 四 则 运 
算 ， 也 就 是 说 , 首先 有 加 法 利生 法 , 并 且 汪 是 : 

19 阁 4, bER, 则 a +t BER, abER, ER. 有 


a b=:b Fa, ab=bu; (交换 律 ) 
(Cat6) real(be) (ab)e:=atbe); 《结合 律 ) 
alb 0) -ab Fac. (分 配 律 》 
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2” 号 中 有 一 个 元 素 “0”, 对 一 切 saE 玉 有 a+0=0 又 有 一 个 
元 如“1”, 对 一 切 aER 有 la 二 a. 

3” 对 于 中 每 一 个 元 素 w， 相 应 有 一 个 元 素 《 记 为 ) 一 4 使 得 
a+( 一 4) 二 0， 如 果 4a 关 09， 则 又 相应 有 一 个 元 素 ( 记 为 ) a 使 得 
Ga !=1. 

设 a,5ER， 则 减法 就 是 4 一 5=a 十 (一 8)。， 如 果 8 天 0 则 除法 
就 是 二 一 0B 这 样 在 无 中 冻 有 了 全 部 四 则 运算 ， 


2) 有 是 一 个 “ 序 域 ". 意思 是 说 , 召 除 满足 1) 外 , 它 分 为 三 个 
互 不 相交 的 部 分 : 第 一 个 部 分 记 做 了 ,其 中 的 元 素 叫 做 “ 正 数 ”"， 第 
二 个 部 分 只 有 一 个 元 素 “07， 第 三 个 部 分 是 
—P={x: —2xEP,), 
其 中 的 元 素 叫 做 “负数 "但 要 求 卫 满足 条 件 : 
a, bEP=>a +bEP, abEP. (2) 
这 样 , 我 们 就 可 以 在 如 中 定义 大 小 次 序 : 如 果 ga 一 BEP， 则 说 
a>b. 特别, 佑 zE 忆 则 > 和 反之 亦 然 ， 有 了 正 , 负 数 以 后 , 于 是 
屿 可 以 定义 “绝对 值 ?: 
( bn 此 YED, 
ijz|= 0， 本 ?一 0, 
LS 起 2EP. . 
对 一 切 z 关 0, 我 们 有 对 一 az>>0， 事 实 上 . 如果 zEP， 则 由 忆 
所 满足 的 条 件 (2) 式 , 2*-=zzEP， 如 果 xE 一 P, 则 同样 由 (2) 式 ，x? 
一 zz 一 (一 z)( 一 7D)EP， 特 别 1 一 1">0， 我 们 记 
1]，1 小 1 一 2，1 直 1 一 1 一 3，，… 
叫做 “自然 数 ”, 它们 全 侏 记 为 普 . 
3) 尾 是 一 个 “Archimedes 序 威 ?意思 是 说 , 五 除 满足 条件 
1 和 2) 以 外 , 还 满足 : 
* 子 了 了 。 


CE 了 P, bER 志 > 存在 EN 使 904 六. (3) 
这 个 条 件 的 作用 在 于 , 如 果 a< 过 5, 则 可 证 明 一 定 存在 “ 有理数 ” 


音 (P 2 为 整数 ，g 才 0) 使 4<< 志 <b， 就 是 说 , 任意 两 个 “实数 "之 


间 均 有 有 理 数 ， 由 于 我 们 只 要 求知 道 实 数 公 理 的 大 意 ， 对 此 不 作 
详细 证 明 . 

4) 吾 有 连续 性 ， 就 是 说 , 除了 满足 1), 2) 和 3) 以 外 , 还 要 求 
连续 性 命题 成 立 ， 一 般 要 求 召 有 完备 性 , 即 Cauchy 数列 收敛 . 由 
于 等 价 性 , 自然 其 余 的 连续 性 命题 也 都 成 立 . 

以 上 四 条 叫做 实数 公理 ， 实 数 是 由 这 四 条 公理 定义 的 ， 实 数 
的 一 切 性 质 ， 剖 可 以 从 这 四 条 公理 推导 出 来 ， 这 四 条 公理 可 以 综 
合 为 一 句 话 : 

实数 公理 “实数 空间 ”是 一 个 完备 的 Archimedes 序 域 . 

任意 一 个 集合 R， 只 要 满足 这 一 实数 公理 ， 则 五 是 一 实数 空 
间 , 其 中 的 元 素 就 是 “实数 *， 前 面 我 们 讨论 的 无 尽 小 数 , 可 以 证 明 
它 满足 实数 公理 ， 所 以 无 尽 小 数 是 实数 公理 的 一 个 具体 实现 ， 实 
数 公理 还 有 其 它 较为 容易 的 实现 方法 ， 那 就 是 十 九 世纪 数学 家 构 
造 实数 所 用 的 方法 ， 这 就 是 具体 构造 一 个 集合 ， 使 之 满足 实数 公 
理 ; 也 就 是 实现 实数 公理 ; 亦 即 证 明 实数 公理 是 可 以 实现 的 ， 我 们 
在 数学 理论 中 应 用 实数 ， 就 是 应 用 由 实数 公理 产生 的 实数 性 质 . 


习 题 
i， 回答 下 列 问 题 : 
(1) 何谓 实数 的 洁 备 性 ? 
(2) 著 |astp 一 可 | 委 再 对 一 著 z， 26 成 立 ， 则 (aw) 是 不 是 一 Cauchy 


数列 ? 
(3) 为 什么 实数 的 六 个 “连续 性 命题 "可 以 统称 为 实数 的 “连续 性 ”? 
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(1) 什么 样 的 区 间 也 有 完备 性 ? 

(5》 实 数 的 公理 化 定义 为 何 ? 

(56) 在 实数 的 公理 化 定义 中 , 实数 的 次 序 关系 是 怎样 定义 的 ? 自然 数 和 
有 理 数 又 是 怎样 定义 的 ? 

《7) 你 能 否 从 所 给 实数 公理 出 发 , 证 表 酚 个 实数 之 闻 一 定 有 有 理 数 ， 

(8) 实数 公理 是 否 可 失实 现 ? 在 实用 中 是 用 什么 实现 实数 公理 的 ? 

2. 证 了 明 下 列 数 列 收 敏 : 

(1) aa 一 Ce 十 id 十 … 十 CagntaEN), 共 中 (a 昌 是 一 有 界 数列 ，18i1<1， 


(2) mm 一 1 一 坟 二 放下 (Dr 二，AEN. 


(3) qu 1 mEN, wR. 


sin2% Sri 3 8jr nz 
4 = 人 人 pp, 
(4) a 2(2 sin2x) 3(3 十 sin3z) 十 十 二 sinne) 


3. 证 明 : 蔡 数 列 51@ 二 18s[ 十 十 as -， 收 伍 , 则 数列 (qt 十 as 十 … 
十 gs 也 收 笋 ， 


4 设 数 列 [las 一 1 十 14s 一 951 十 … 十 |a4 一 0-11) 有 界 ， 证 明 数 列 (lan) 
收 敦 . 


5, 《不 动 点 原理 ) 设 函数 f 的 定义 域 汶 卫 , 且 有 一 数 gE(0, 1) 合 得 
[fr 一 zs 一 2 
对 一 著 z' ,5?ER 成 立 ， 任 取 za6BR, 令 
Zr 一 了 (Zn 


,NEN, weR. 


( 即 所 谓 选 代 法 1). 证 明 : 

(1) 数列 (zs) 收 鳅 ， 

(2) 记 z* 二 limzwr, 则 zx* 二 f(z*)， 这样 的 xz* 轴 做 子 的 “不 动 点 ”. 

(3) 方程 xz= 一 (cz) 的 解 是 唯一 的 , 即 子 只 有 一 个 不 动 点 ， 

C4) 设 so 1) ,证 明 Kepler 方程 

+ 十 esinx 二 4 

有 唯一 解 , 且 可 用 上 面 逐 次 “ 选 代 ” 的 办 ,法 得 到 解 的 近似 值 . 

6。 设 炒 数 子 在 一 点 2 附近 和 定义 。 证 由 在 zx， 有 有 限 极 限 的 充分 必 
要 条 件 为 ， 仁 给 >0, 存在 6.>0, 当 0<[3% 一 zo[ 过 6 0 过 [zs 一 Xol<6, 时 

fr) —f (0) |<. 
9 了 3 


i ws nN 


试 再 将 ro 的 成 士 co, oo, 叙述 上 上 述 命题 


7， 证 明 无 穷 积分 | “了 收 敏 的 充分 必要 条 件 是 : 任 给 *>0 存在 A,>0， 
当 4, 4s>A。 时 
区 
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由 比 证 明 积分 ”2ds 收敛 ， 再 用 部 分 积分 坡 证 明 Dirichiet 积分 


T 


<e. 


+ SiDY 
1 于 24x 收 纹 


$1.4 上 极限 和 下 极限 


上 面 我 们 齐 了 实数 连续 性 的 诸 等 价 命题 , 在 此 基础 上 , 我 们 再 
进一步 地 讨论 极限 的 概念 . 
考虑 一 个 数列 (ae,) (不 论 有 界 或 无 界 )， 如 果 它 有 极限 ， 那 么 
它 只 有 一 个 极限 ， 这 时 一 切 子 列 都 有 相同 的 极限 ， 如 果 它 没有 极 
限 , 那么 容易 明白 , 它 必 有 有 极限 的 子 询 ， 事 实 上 , 如 果 它 有 界 , 则 
就 有 收敛 的 了 列 (31. 2 定理 5 ); 如 果 它 无 界 ， 旭 就 有 以 .ee 或 
一 co 为 极限 的 子 列 ， 这 种 有 极限 的 子 列 可 以 有 很 多 个 ， 而 且 极 限 
各 不 相同 . 因而 它 就 有 很 多 个 * 极 限 ” 一 - 子 列 的 极限 , 记 工 为 (av) 
的 所 有 这 种 * 极 限 ?的 全 体 , 即 
二 =tz:， (有 子 列 an>x}. 
我 们 注意 到 , 工 中 可 以 有 堪 2， 央 CE 一 00, 十 co]， 记 工 的 上 确 
界 为 B, 下 确 界 为 g. 易 见 a, BEL. 干 是 a 为 的 最 小 省 :4 二 minL; 
为 工 的 最 大 者 :BmaxL，(a,) 的 这 种 最 小 的 “极限 ”a 叫 租 
(gn) 的 “下 极限 ”; 最 大 的 “极限 5 胃 做 (a) 的 < 上 极限 ”"， 显 然 ， 
(as) 有 极限 的 充分 必要 条 件 居 x= 有 8， 这 样 定 义 上 、 下 极限 嚼 共 自 
然 并 且 常 常 有 利 十 分 析 问 题 , 但 不 便士 运算， 因此， 下 面 我 们 给 
出 另 一 种 形式 的 定义 . 
定义 1 设 有 数列 (sa,)， 对 每 一 个 neENN 令 
. 314 ， 


ou 一 infei， B= supas. 
[ee 


则 Cea FE 减 , CB,) 非 增 .， 我 们 把 


=— limw, 一 SUp inf a, 
怕人 本 太 洋 中 


叫做 (4;) 的 下 极限 , 记 为 im inf oa, 或 lim wo 


RFF 


一 1imn inf an= liman = sup inf a&,, 


RT 3 上 ww EDR 
又 把 


P=limBn:=inf sup os 


La 


也 微 (a;) 的 上 极限 , 记 为 lim sup 或 lim cn 
各 呆 十 2 


RR 


P=lim sup alimo, 一 inf sup ou， 


过 各 于 十 + 加 和 和 

定理 1 

1” lim infa,<lim sup an。 

2” Vim dliminfan=limSupar:=a 

3” ab, (nEN)= 

lim infayslim infbs, lim Supas<clim Sup bn. 

证 明 1“ 和 3 好 然 . 

2” 我 们 就 e 为 有 限 的 情形 来 证 明 ， 关 于 a= 士 ce 的 情形 证 
明 类 似 . 

(=>) 设 limas==4， 任 给 e 放 0, 则 有 EN, 当 >>x, 轩 

0— ead. Lae. 


因此 当 ? 盖 2 村 


a— enf a Sup dr at ae. 
Bh 天守 民 


令 n>-1 0, 理 令 e->0 妈 得 证 , 
(二 ) 设 lim infrm=lm sup a 二 Q， 任 给 e 半 0. 由 上 、 下 
极限 的 定义 便 知 有 自然 数 z,, 当 za 时 
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4 一 上 <inf osup a <a-i-e. 
此 人 加 下 六 证 


因此 当 ?>? 计 
a—e<infa a,<sup Qate, 
所 以 
time 一 cx， 

从 上 、 下 极限 的 定义 看 到 ,下面 要 讲 的 上 、 下 极限 四 则 运算 的 
定理 是 与 确 界 的 四 则 运算 有 着 密切 联系 的 , 因而 对 §1. 1 定理 2 寂 
及 杀 十 cc 的 了 四则 适 算 的 规定 自然 对 下 述 定理 也 适用 . 

定理 2 1 不 面 二 式 当 两 头 有 意义 时 成 立 : 

liminf a; 上 liminfas < liminffa Tb) Sliminfa, J-limsupb.; 
limsupa,—-liminfb,<limsuplta, tb ) SlimsSupa, + limsupb.. 

2” 车 lint 思 一 则 下 面 二 式 当 右 端 有 意义 时 成 立 : 

liminf (a, 十 zy 一 liminfoay 十 2 
limsupta, 十 3 一 Lirmmsupan 十 五 。 

3° jliminf( 一 ao 一 一 1imstlpa limstup( 一 ao) 一 一 liminfe。 

4” 着 (ao 和 (bo) 均 为 非 负数 列 , 则 下 面 二 式 当 两 头 均 和 意义 
时 成 立 : 

liminf a, .liominfp,s<<liminfe postliminfa :limsupon; 

limsupe,-liminfB < limsubaop < limsuba limsupe,. 

5” 洲 (5,) 韭 负 ， 卫 limb; 二 5， 则 下 面 开 式 当 右 端 有 意义 时 
成 立 : 

liminf a.b, = bliminfa,; limsupanb; = blimsupan. 

证 明 由 1 定理 2 中 工 的 第 一 式 得 

infa FinfassSinf(e' ob ) infa, |-sup Be， 

En k= 这 牧 kn kn 
今 n> 十 0o 便 得 定理 中 1 的 第 一 式 ， 闻 理 可 证 第 二 式 ， 用 同样 的 
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方法 ,出 81. 工 定理 2 的 3 和 全 可 得 本 定理 的 3 科 4 5， 由 1 又 站 
好 得 2". 下 面 证 明 5 . 
因为 
Puinfass<Sap， REN, 


此 深 龟 
令 2> 十 op, 由 定 畦 1 的 2 "和 3" 即 得 
五 jiminfe sliminfa es。 
另 一 方面 , 车 liminfa, 玫 十 co, 任 取 


y>liminfa,=sup infa:, 
对 


EN 开关 入 
则 
y>inf a; 
此 产 世 
对 一 切 2 成 立 ， 因此 对 每 一 个 xEN, 存在 名 过 2 使 
Ys, 
所 以 
bi ga be infarbs. 
帮 浸 侯 
令 xa>+eo 得 


by>liminf a,b,. 
将令 ->iim infg; 便 得 
bliminf a, Sliminf a db,. 
党 lim infa = 100, 则 由 假设 应 有 8 关 0, 于 是 又 有 
blim infa,= + ooFlim infa,br. 
所 以 于 的 第 一 式 成 立 ， 同 样 可 证 第 二 式 。D 
上 、 下 极限 本 是 可 以 避免 的 运算 ， 但 应 用 它们 可 以 收 到 缩减 
“e-8 语言 之 利 ,因此 它们 一 直 被 广泛 地 使 用 ， 上 ,下 极限 有 - -个 
极 大 的 优点 , 就 是 它们 对 一 切 数 列 者 是 存在 的 . 
例 1 设 lime,-:4, 证 明 
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rr a 
GE WT SIT NT Fhe tm 


。 让 十 
limSi i Tar 


证 明 设 e 为 有 限 数 ， 任 给 上 >0， 则 有 PEN， 当 nm 时 
az 一 a| 过 ze， 因此 当 #>n, 时 


attas om Dt, 0) 
加 名 


二 《greatl 一 全 ) 十 (au 一 @) 
nn 


lr -( ). 
听 


~ 


令 LE 十 cc， 由 定理 得 


lim sup | ae 
再 令 e->0 即 得 


Lim sup | | =0. 
n 


由 定理 1 和 的 2 便 知 


| 和 由 一 [~ 
Ti | 二 0. 中 
La | 


例 2 再 证 五 的 完备 性 . 
证 明 设 (a.) 是 Cauchy 数列 ， 任 给 e 半 0, 于 是 有 3,EN， 当 
m,n 
dm— EA e, (1) 
令 Mr 地 十 oo, 由 定理 2 的 2 得 


qn<lim inf(an i e) lim infa 二 e 


四 十 ov mn 二 


对 一切 Rw 这 成立， 再 令 2 一 :co 又 得 


lim supu,tslim infa,,t ee. 


T+ 地 十 局 
令 >0 便 得 


lim supa<lim infa,. 
n+ r+ 
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由 定理 工 的 2", (a;) 的 极限 存在 ， 然 (1) 式 说 明 (as) 是 有 界 的 ， 因 
此 它 的 极限 只 能 是 有 限 数 , 所 以 收 钱 . 1 
例 3 假设 对 于 -… 切 m,nEN 有 
un.0, Gm+n 人 dm ne 
: Gn EN 
证 明 数列 (名 ) 收 全 ， 


证 明 任 取 入。 则 一 切 不 小 于 的 自然 数 % 可 汶 表 示 为 
n= 二 二 TD， [=0, 1, ,EC—1, mEeN, 


所 以 
nn ma a a og 
dd 5 
Ee n 7 名 和 “从 人 
令 -> 二 cc 即 得 
limsup 字 式 学 ， 


再 令 > 十 oo 便 得 


sy liminf 


所 以 至) 有 极限 ， 又 因 对 一 切 aEN 有 0<< 合 <ai, 所 以 (加) 收 


化 .中 

定理 3 设 有 数列 (a,)， 今 

到 一 人 (Cay) 有 TN n>2}. 
则 
liminfa,.. minL, limsupa, = maxL, 

证 明 第 一 式 与 第 式 证 明 方法 相似 ,我们 只 证 明 第 二 式 . 先 
看 Himsupan<< 十 co 的 情形 ， 设 (qi ) 为 (qa) 的 任 一 有 极限 的 地 列 . 
任 取 nEN, 则 当 3% 守 RR 村 Ry 守 i， 所 以 


dn, SUpar, 
珍 安 休 


* 3179， 


Pe HR FT rr A 


因此 


lime < SUpery 
大 守信 


了 + 
于 是 
lima; <lim SUPCn， 
和 +r n+ 
这 就 是 说 


maxL<limsupa. 
田 一 方面 , 企 取 ymaxL， 易 见 在 区 间 .y, -00) 中 最 多 只 有 (a4) 
的 有 限 多 项 , 因此 当天 充分 大 时 应 有 i 过 4， 所 以 当 % 充 分 大 时 
则 有 
suUpar 人 ey. 
汪 主 氏 
所 以 
limsupan<<y. 
邻 y->maxL 便 得 
limsupa,<<maxL, 
所 以 
lim supa, ~—~maxL. 

再 看 limsupe,= 十 co 的 情形 ， 由 于 supas 当 ? 增加 时 非 增 ， 
所 以 Super -09 对 一 切 nS 入 成 立 ， 因 此 不 难 明白 ,我们 可 以 取 
EN 使 得 a4, 之 J， 又 可 以 取 zaEN, ho 之 ki 使 得 44, 汪 2,…， 于 是 
得 qs.>+co， 所 以 十 coEL， 因 此 

maxL= 二 co0=limsupa,. [| 
定义 2 设 肌 数 子 在 一 点 fo 附近 除 zo 外 有 定义 . 令 
| p60)=inf {f(z): 0<lz—2o| <， 
pO)=sup{f(r): 0 <0). 
则 2 和 旨 均 是 单调 国 数 ， 我 们 把 <-: limgp(6) 岂 做 了 在 xz 的 下 极 
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限 , 把 B 一 lim¥《6)mH 伍 f 在 xo 的 上 极限 ， 记 为 
og= lim inf f(*)= lim f(x), 
B= lim sup f(7)= Jim f(2). 
同样 可 以 定义 
lim sup f(z), lim sup f(z) 
等 筝 . 
有 了 上 述 定义 , 容易 看 出 , 定理 1 和 定理 2 对 于 因数 的 情形 也 
同样 成 立 ， 
定理 4 人 肖 数 了 在 一 点 zo 的 下 极限 (上 极限 ) 是 一 切 数列 极 
限 imf 帮 az 多 其 中 0 和 jx 一 zo1 一 0) 中 之 最 小 (最 大) 者 ， 
证 明 留 作 习 题 ， 


例 4 x lim 大 (+)=0, 证 明 lim fF Js 


证 明 任 给 e>0， 由 所 设 存在 A>0 当 z>A 时 | (7)| <<e. 
因此 当 x,a>> A 时 由 微分 平均 值 定理 有 
Umi 


所 以 
[FC2)1<elz—al it!f(a)!, 
以 |x| 除 上 式 ， 


£2 a | Fe 
人 
由 此 
lim sup| 2|<e 
今 e->0 使 得 
lim sup 姓 2 0 


* 了 2 了 。 


到 | 得 证 . 吕 


习 题 
1 问答 下 列 门 题 ， 
(1) 为 什么 说 括 一 数列 都 大 有 极限 的 子 列 ? 
(2) 为 什么 说 征 一 数列 的 子 蜀 补 限 中 有 时 大 的 和 景 小 的 ? 
(3) 何谓 数列 的 上 ,下 和 极限 ”它们 与 子 列 极 刍 有 何 关 系 ? 
(4) 用 上 .下 和 奶 限 如 何 表达 数列 有 极限 的 充分 必要 条 件 ? 
《5) 小 ,下 极限 在 运算 上 人 有些 什么 性 质 。 
(6) 二, 下 密 限 与 实数 连续 性 有 何 关 系 ? 
(7)》 何谓 欧 数 在 一 点 的 上 ,下 极限 ? 


2. 求 lim ini? a, 和 Jimsupas. 设 (nEN) 


《1 a, 一 全 二 (2) ar 一 % 
(3) a = arntgn 1 14) qn =/1+2 DO"*, 
小 nk. 
《5) Gu 一 1 hEN. 
wt 几 二 28 一 1 ， 
《6) 0， 费 二 2 一 1， reN 
训 光 yar 1 =:2F、 二 
(7} a,—=—! ! nsin® 2., 《8) a om ‘con Tn, 
- | 2 a 1 二 和 3 


3. 证 上 骨 : lm sup a 二 a( 有 限 ) 的 充分 必要 条 件 是 ， 任 给 e>0, (a 一 
十 99) 中 有 (tas) 的 无 限 多 项 , Wi (ee, 中 最 多 共有 (awn) 的 有 限 多 项 
4， 谈 on DREN)， 且 


(lim sup a,)lim sup 二 一 1 


证 明 (a,) 收 敛 . 
5， 设 es 衬 0, nrm 扩 qngm MEN。 证 明 数列 (ga 收敛 ， 
6. 试用 上 ,下 棋 限 证 明 §$ 1.3 雪 题 6 中 的 这 分 性 ， 
7， 试 用 上 ,下 极限 简化 第 : 章 §2.6 定 埋 3 的 证 骨 ， 
8. 设 ,之 0(nEN), 证 明 
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lim inf EH lim inf Wa lim supt/a < 
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第 二 节 ” 藤 数 的 连续 性 和 可 积 性 

§ 2.1 连续 函数 性 质 的 证 明 

在 第 一 章 §4.2 中 我 们 用 几何 直观 介绍 了 连续 国 数 的 一 些 性 
质 ， 在 前 面 两 章 的 学 习 中 我 们 已 经 看 到 这 些 性 质 的 重要 作用 .这 
些 性 质 正 是 分 析 学 中 离开 实数 连续 性 不 能 得 到 证 明 的 和 典型 例子 . 
现在 我 们 来 对 它们 补充 严格 的 分 析 证 图 . 

1) 零 值 定 地 (第 一 章 $ 4.2 定理 1) 的 证 明 ; 

不 妨 设 fa)<0, fD) 盖 0. 《〈 反 证 ) 假 设 当 xzE(a, 3) 时 无 2) 和 


0， 考 虑 区 间 [a, 歼 的 中 点 9 二 2 车 天 2 入 )<0, 取 四 一 3 


=5; 车 玉生)>0, 取 ar=a,b1 = 则 fa1)<0, 7 


再 考虑 区 间 [al，51] 的 中 点 . 著作 )<0， 取 ao 二 全 二, bo 一 


D5; 若 凡人 )>0, 取 -wb, 一 和 二. 则 fas)<0，/(2,) 


宝 0， 如 此 下 去 , 得 一 些 增 区 也 序 列 
La, bloLa, [aa， 631 DO, 


ban— ->0. 


pp 
由 $1.2 定理 3 使 得 一 公共 点 xoE[La,5], 且 

lima, = limb,— xXo. (1) 
并 且 对 一 切 xEN 有 

fla.) <0, fb)>0. (2) 


-然而 了 在 fa 58] 上 是 连续 的 , 由 (1) 和 (2) 即 得 f(zo ) = 0， 与 假设 矛 
+ 323， 


拓 , 
2) 第 一 章 34.2 定 理 3 的 证 明 : 
设 了 是 有 异 闭 区 间 [e, 8] 上 的 连续 商 数 ， 记 M= sap ， f(r) 


( $1.1 定理 1 和 定 久 3), 则 开 沁 一 oo, 任 取 一 数列 (&;) 使 &, 二 人 Y 
(zCN), 用 6 一 型 ， 则 每 一 个 cx 都 不 是 了 的 上 和 界 ， 因 此 对 每 一 个 
REN 有 XELa,8]j 使 

on<f(ra)EY. (3) 
(zs) 是 一 有 界 数列 , 由 $1.2 定 埋 5, (x;) 有 收 化 子 列 (zw,)。 设 zw。 
一 z0, 则 xoELa,5]。. 由 (3)， 

on fr ERM, EEN. 
而 了 在 [a, 6] 上 连续 ,在 上 式 中 今 E 志 十 吕 即 得 f(xo) 二 对 ,因此 
彤 必 笔 是 有 限 数 ， 显 然 f(zo) 就 是 的 最 大 值 ， 同 样 可 证 了 有 最 
小 值 . 于 


习 题 
1， 回 等 下 列 阿 题 : 
(]) 在 1) 和 2) 前 证 明 中 用 到 了 哪些 实数 迁 续 人 性 命题 ? 
《2) 在 第 二 亮 和 第 三 章 中 哪些 地 方 用 到 了 第 一 章 8 4.2 定 理 1 和 定理 3 
2. 分别 肯 下 到 关 种 方法 证 明 零 值 定 理 ; 
《1) 有 界 闭 坊 问 的 紧 致 性 ， 
(2) 若 Fo) 一 0, 8) 人 0, 泣 卡 0c 一 supfxt[a. B67: f(z) < 之 0}, 
(3) 实效 的 连通 性 (8$1I.1 习题 4). 
3， 设 是 有 界 半 区间 5a， 幻 上 的 连续 隐 数 ， 试 按 下 列 步 难 证 明了 有 景 
大伯: 


(1) 了 有 界 . 
(2) 及 证 , 设 了 无 县 类 值 ， 令 和 = Sup f(z2)， 得 令 
= 1 ; 1 
下 (2 一再- (oa rE[a, Bi. 


则 五 是 [a, 本寺 的 正 值 连续 函数 , 因此 也 有 界 , 即 有 数 寻 ;使 
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OF (lz) EH, rtla, b]. 

由 此 得 出 矛盾 . 

4 ， 设 国 数 了 在 一 点 各 的 堪 变 (ro 一 9. zj 连续, 又 

lim ,inf f(a < ,lim sup f(z). 

则 一 定 有 数列 zs-zo--0 使 f(z) -> 

5， 设 函数 了 在 开 区 向 了 上 连续 , 并 上 了 中 每 一 点 都 是 了 的 极 值 点 ,证 明 
了 在 了 上 是 一 常数 . 

提示 : 反 证 ， 则 在 了 中 一 定 存 在 三 点 mm <zzczs，F(z)<f(zs)< 了 (za) 
(或 7 站 zz) 站 Crs))， 

6 证 出 不 存在 一 个 定义 在 召 上 的 函数 ,在 有 理 点 上 连续 , 在 无 理 点 上 不 

提示 : 设 了 了 是 一 个 题 中 所 述 的 函数 .人 尾 取 -无理 数 ”, 令 9(z) = f(x 十 7) 
(ze 有 )， 用 区 同 套 原理 可 以 证 明 ，9 和 了 一定 有 公共 的 连续 点 ， 从 而 得 到 
矛盾 . 


§ 2.2 一 致 连续 

如 果 我 们 深入 地 分 析 区 间 上 的 连续 一 数 ， 则 会 发 现 有 不 同 的 
连续 性 . We eh 

设 扩 xz) = 二 ,7>0， 现 从 连续 的 定义 进一步 分 析 耳 数 了 在 区 
间 (0， 全 生生 直面 分 三 个 部 分 来 讨论 这 个 问题 . 

1) 从 连续 的 定义 证 明了 在 区 间 (0, + co ) 上 连续 . 


任 取 一 点 加 盖 0， 则 当 > 二 区 时 


If(z) — le < 
因此 , 任 给 e>0, 赵 ( 图 100) 


x, 


一 


图 100 


i zi Xp 
3. 一 min( 学 < 本 上 
则 当 |z 一 zo | << 6. 时 
(f(D) f(s) < <e. 


而 z 是 任意 的 , 所 以 了 在 (0, 十 co) 上 连续 ， 

由 此 我 们 发 现 , 所 选 6, 不 仅 与 & 有 关 , 还 与 z。 有 关 . 随 着 z0 
的 位 置 变化 ,所 选 6, 起 不 同 的 .部 么 , 是 否 存 在 与 加 无 关 ， 因 而 
对 一 切 ze(0, 十 co) 都 同时 适用 
的 6. 呢 ? 

2) 不 存在 与 ze 无 关 的 5.. 

〈( 反 证 ) 假设 存在 只 与 < 有 
关 , 与 zo 无 关 的 5.， 则 对 一 切 x， 
wot{0, 十 co) 当 |z 一 20 | 过 2. 时 

Jf(z)— f(r)!= 圭一 
特别 当 0<<z 过 zo 过 5, 和 冒 上 式 成 广 
(图 101)，、 邻 x20 便 得 4 co 去 
2, 耶 后 . 图 10I 

3) 设 a 六 0, 则 对 下 区 站 |(a, 一 02) 存 在 与 xo 无 关 的 5， 

事实 上 , 因为 当 x, jE(a, 二 co) 时 


fn) f= el. 


<2. 


取 G. 一 Ge， 则 0, 只 和 与 e 有 天， 与 Yo 无 其; 对 一 绪 Ww, Xo Et({a, 下 co ) 
当 |z 一 Zo | 过 9, 半 便 在 
2) -fr ) 1 <6.=e. 
从 上 例 我 们 看 到 ， 虽 然 图 数 了 人 在 区 间 (0, -- co) 和 (a, 十 cc) 上 


都 是 连续 的 ， 但 仔细 观察 便 发 现 差 别 ， 由 此 我 们 可 以 提出 一 个 比 
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定义 1 设 函 数 了 在 区 间 工 上 有 定义 . 如 果 对 于 每 一 数 e 半 0， 
都 相应 存在 一 数 6.>0(46. 只 与 e 有 关 )， 对 一 切 xi zsE7 当 | zi 一 
zz|<6, 时 便 有 
[f(z.)—f(%) | <e, 
则 称 消 数 在 区 问 了 上 一 致 连续 . 
上 述 函 数 了 在 区 间 (e， 十 ce ) 上 是 一 致 连续 的 ， 但 在 区 间 (0， 
二 ce) 上 便 不 一 致 连续 . 
例 1 - 当 zER 时 定义 f(+)=7x,g(7) 二 2*， 讨 论 函 数 f 和 yg 在 
上 是 否 一 致 过 续 , 
解 ”因为 对 一 切 zi xz2ER 有 
1 一 六 oa 一 1z: 一 如 |， 
任 给 s>0, 内 须 取 4.=*, 即 见 了 在 性 上 是 一 致 连续 的 ， 对 于 加 数 
9 有 
[g(r)— g(r)| = |z rl Trl, Y!, TER. 
任 给 e 二 0, 如 果 存 在 只 与 有 关 的 6. 使 得 当 |zx1 一 2| < 之 5. 时 
(g(x) —g9(¢) | <ie, 


我 们 只 要 取 zw 和 zz 使 z 二 z= 和， 一 二 守 <<6,, 而 
19(zi) 一 gza) | = 条 ' 守 -2e>e 


便 得 矛盾 ， 所 以 y 在 R 上 不 一 臻 连续， 
例 2 设 马 z) = si 二 ,0<z<1， 还 明了 在 (0, 1) 上 不 一 致 过 
续 , 
证 明 ( 反 证 ) 假 设 f 存 (0，1) 上 一 臻 连续， 任 给 e>0, 则 有 
只 与 £ 有 关 的 6,.>0, 当 Tl Tr2E {0, 开刀 |2,— ws| <6, 时 


| elo <e, 
| Vo 


特别 取 z; = 


1 2 1 多 
(Gari Ge 自然 数 . 显然 yb 
2 2 
zs€E(0, 1), 且 当 Rw 充分 大 时 |zj 一 zz|<<51, 但 
a te I re | 
Ti C2 


这 与 假设 矛盾 . 0 

定理 1(G. Cantor) 有 界 拷 区 间 [a, 所 上 的 连续 国 数 在 [ee, $1 
上 一 竹 连 续 ， 

证 明 已 知 函数 了 在 有 界 闭 区 间 [o, bj 上 连续 ,〈 反 证 ) 假 设 f 
在 La, 5] 上 不 一 臻 连续， 则 有 一 个 e>0 对 一 切 EN 存在 zw Xn 


ELa, 5], 1s 一 a" | < 二 ,而 


[f(zn)— f(r, 7 之 e， (1) 
因为 (zx,) 有 界 ， 由 § 1.2 定理 5， 《za) 有 收 丝 子 列 (Cz。)， 设 Xn wo, 
则 zoELa, 858]. 另 一 方面 , 因为 当下 -> 十 co 时 


1 
| Tne es | < 一 0, 
ng 


所 以 又 得 za 一 Io。 但 由 (1) 式 ， 
[f(an.)— f(rs.)| 2e 
对 一 团 AEN 成 六 , 令 k 一 十 oo, 由 了 了 的 连续 性 便 得 0 六 8?， 了 矛盾 . 
例 3 证 明 函 数 arc tg 在 呈 上 一 致 连续 ， 


证 明 任 给 >>0， 因 为 对 一 切 xER 有 |arctgz|<， 又 因 
为 


lim arctgz= 过 ， lim arctgzx 二 一 之 ， 
2 ed 2 


并 元 十 oo 


所 以 有 A,>0, 当 z>A. 了 时 


e< arc ter< 
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当 zx<< 一 A, 时 


Er _ 
-<artgez<™ 5 十 e， 
因此 当 zu 22 盖 A. 或 zh ma 二 一 A, 时 
|arctgx— arctes, | <e, 《2) 


再 取 一 数 4.,>A.( 图 102)， 因为 arct 志 在 请 上 连续 ， 所 以 由 定理 
1, arctg 在 有 界 闭 区 问 [一 4,，4,.] 上 一 致 连续 ， 因 此 存在 4,>0， 
当 zi zaE[ 一 4.4. 12 一 Z| 过 4 时 (2) 式 成 立 , 只 要 取 6. 一 min 
(24.,4. 一 A 只 与 & 有 基 ), 则 易 见 , 对 一 切 2 2:ER， 当 |7z1 一 Z| 
去 G. 时 (2) 式 成 立 ， 所 以 arctg 在 RR 上 一 致 达 续 . 0 


1， 回答 下 列 问 题 : 

(1) 卫 数 在 一 个 区 闻 上 一 致 连续 与 连续 有 何不 同 ? 

(2) 消 数 在 一 个 区 阿 上 不 一 致 连续 足 什 么 意思 ? 

(3) 潜 沙 数 丰 区间 7 上 一 致 迹 续 , 当 区 则 CI 时 ,这 个 函数 在 了 上 是 否 
一 臻 连续? 

(4) 河 阴 数 了 和 9 都 在 风 同 TIT 上 一 致 连 续 则 了 9 和 fg 是 否 一 较 
连续 ? 

《5) 定理 1 旦 否 出 实数 连续 怀 证 出 的 ? 

2.， 证 明 ; 着 国 数 了 在 区 间 了 工 上 有 有 办 导数 , 则 了 在 7 上 一 致 连续 . 

3， 没 隔 数 于 在 并 区 问 (4,8) 上 上 连续 ， 且 f(a 十 0) 和 了 (6 一 0) 丰 在, 有限， 
证 胃 了 在 (ec, 9) 上 一 致 巡 续 . 

4 设 国 数 了 在 区 疗 fe, -+ co) 上 连续 , 日 lim 了 (zx) 存在 有限， 证 表 子 在 
Lo, 十 se)_E 一 致 连续 . 人 

5， 证 明 ; 车 函数 了 在 区 间 (4， 嫉 上 一 黎 连 续 ， 则 在 在 沼 数 9 在 闭 区 间 
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[a,51 上 连续 , 且 当 zE(a, 马 时 glx) 一 f(z)， 邢 了 可 以 延 拓 为 [a, 所 上 的 连续 
函数 . 

6G。 没 国 数 了 在 区 间 [a 二 oo) 上 连续 , 了 有 渐 近 线 , 即 有 数 5 和 < 使 得 

1im ipx 十 ec 一 了 (xz 一 0. 

证 明了 在 Ta, 十 %) 上 一致 连续 , 

7. 证 明 连 续 的 届 期 图 数 一 致 连续 . 

8、 讨 座 下 列 孜 数 子 的 一 致 连续 性 , 设 

(1) (xz) 一 z2arcesinz，|2| 和 1. 

(2) f(z)=zarctgr, rER, 

(3) fo = os, z>>0. 

(C4) fiz} = sinr’, reER. 

(5) f lz) = 8/ sm, v0. 


(6) fix) 一 zeos， Ep 


$2.3 函数 的 可 积 性 

现在 我 们 可 以 来 研究 第 三 章 3 2. 2 中 提出 的 第 一 个 问题 ， 即 
团 数 可 积 的 条 件 是 什么 ? 为 此 我 们 先 引进 一 些 概 念 ， 并 证 明 几 个 
21 理由 第 三 章 §2.2 定理 2 知道 ， 可 积 贸 数 有 界 . 因此 我 们 假 
定 下 面 所 讨论 的 函数 了 均 在 区 闻 [a, 68] 上 有 界 : 


EM, zea,b). (GD 
设 [e, 缮 的 一 个 分 荐 为 
TT; = ToT b. 


记 
S(F, T)-- Dsupf (Lz Zi )Azi， 


Sf y= yinfF([z ai])Ar， 


i 


分 蜀 叫 做 了 在 [a,8] 上 的 上 和 和 下 和 . 记 f 在 [a,8] 上 的 Riemann 
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和 为 
SF rr) 一 FE )Azi 


其 中 二 二 (é&1, te En), ER zij, 一 1, "7 显然 


S(f, LIF, x EYLI, ar)， (2) 
设 zl 和 rs 是 fe, 5 的 任意 两 个 分 割 , 若 x! 中 的 分 点 都 是 rs 
中 的 分 点 , 则 记 x1 志 77s， 


引 理 1 车 x 所 x2, 出 
S(f, ES (ff, x) SSF, ra) ES, x1). 
证 明 设 
Ty G=-ge<zi< Y=, 
区 2 G20<Z1 = 6. 
任 取 区 浊 (y,. ,9;), 为 简单 起 见 ， 不 妨 设 (9;_ 14,89) 中 只 有 rz 的 一 
个 分 点 2 图 103)， 则 zi 二 所 -2jr1 二 所， 显 见 ， 
: 者 了 -上 gy js 
0 gil #; 
图 103 
supf ({[z;-1 27])Az3;d- supf Les, zj) 人 zi 
supf([y i, yAz;+ supf (yi Y;])Asj,s 
=SUPpf (Ly, #1])AY, 
按 下 标 取 和 即 得 态 (f, ro) 委 SCf Tr1)， 同 样 可 证 SC(F, ww) 所 5 (F， 
Xx2)， 由 (2) 式 便 得 证 . 昌 
引 理 2 设 r 和 xz; 中 [a; 6 的 任意 两 个 分 神 , 则 
S(f,x)ES(F, Ta )。 
证 明 将 到 和 za 的 分 点 合 在 一 起 构成 新 的 一 个 分 割 x， 则 
TiSA, TT 由 引 理 1 和 (2) 式 便 得 
S(f,x)ES(F, rES(f, rsS(Cf za). 0 


» 了 了 


er a 时 MM a PO ET 生 3Hbt 相 入 生 io -md 


7=inf{S(f, x): 并 是 [ut 的 分 割 }， 
z =SupfS (fr): x 是 La, 28] 的 分 割 }， 
分 别 叫 做 了 在 [La, 8] 上 的 上 积分 和 下 积分 . 
引 理 3 I<L. 
证 明 由 引 理 2, 显然 . 
因此 我 们 得 到 , 对 一 切 分 割 z+ 有 
S(f, rT IB, x). (3) 
定理 1 函数 上 在 区 问 :o 夺 上 可 积 的 充分 必要 条 件 为 , 任 给 
e>>0, 存在 分 割 =. 使 
S(f, x,)-— SCf, rx.)e. (4) 
证 明 《充分 性 ) 设 定理 中 的 条 件 成 立 . 任 给 2 汪 >0, 则 有 分 割 
x, 使 (4) 式 成 立 ， 由 (3) 式 恒 有 
0<1—1 <e. 
而 e 是 任意 的 , 所 以 了 = ， 并 把 它 记 为 I， 下 面 我 们 来 证 明了 在 
[a,5] 上 可 积 , 积分 就 是 了 设 定理 条 件 中 的 分 割 ro 为 
Lk 
记 6.=min(e/4mMM, minAy;), 其 中 性 由 (1) 式 定义 ， 任 了 到 分 割 
Tt: i 
设 |z|<6.， 则 每 一 个 开 区 间 (zi_1,2;) 或 者 含有 一 个 (只 有 一 个 》 
y» 或 者 不 含 任何 90， 如 果 (zi bz) 不 含 任何 gj 则 [zi ?i 包含 
于 某 一 个 [gy .1, 扩 ]， 暂 称 前 一 种 区 疝 为 第 一 种 区 阿 , 后 一 种 区 但 
为 第 -种 区 间 . 记 
wi=supf (Fz, 27])—inff (Lr, 1]), 2=1, ,Rn,. (5) 


[SCF, 发 | 6)—1T|ES(, xn) S(f,x) 


一 DoAr: 一 过 1OiAz， 十 ZO AL; 
t=1 


。3 了 32 


其 中 ZZ, 表示 相应 于 第 一 种 区 间 的 和 ， 了 z 表示 相应 于 第 二 种 区 间 
的 和 ， 对 于 第 一 个 和 , 其 中 最 多 只 有 ?rw 一 1 项 , 所 以 


Bw,Az, 2ME A <2mM6, < 5 
对 于 第 二 个 和 , 容易 明白 ， 


Es A > {supf [ys 9x1)—inff (Ly ge]))AYs 
-1 


=S(], zn)— SF, wn) < 


所 以 
IS(F, x,£)—I|<e, 
其 中 皇 内 的 每 一 所 E[zi zi 是 完全 任意 的 .所 以 了 在 [ce， 站 上 
可 积 , 积分 为 7 
(必要 性 ) 设 f 了 在 [a,5] 上 可 积 ,积分 为 I 任 给 se 之 0。 则 由 
积分 定义 , 自然 存在 分 =. 使 


2 | 
FEDAri 一 7 < 


Fh 
1 


对 一 切 让 Xls ep 15 ry 3 ) 有 成立， 上 式 可 写成 


Ea 


-$< fE Ar <I+S. 


i 
由 诸 5; 的 任意 性 便 得 

I- <8(f, x )<I S$ 

1 ES (fr) El 
所 以 

Bf a) Sf,n.) < See, 0 
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1 一 


根据 上 述 定 理 , 现在 我 们 就 可 以 对 第 三 党 4$ 2.2 定 理工 予以 证 
明 . 
定理 2 若 国 数 了 在 区 间 [e, 到 上 上 单调, 则 了 在 [ae, 58] 上 可 积 . 
证 明 不 候 设 了 在 [oa,8] 上 非 减 ， 显然 
SupF(Lzi-t， £7])=f(z;), inf f(x, zi1)= (1), 
i=1, ,Rn, 所 以 
六 (了 x)—S(F, 工 ) = Ef) fz) IA 


SELF) — fx) zd =L768)— fa) al. 


由 定理 1, 显然 了 在 [a,8] 上 可 积 . 9 
定理 3 若 函 数 了 在 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 了 在 [a,5] 上 可 积 . 
证 明 由 $2.2 定理 1, 了 在 [a,8] 上 一 致 连续， 因此， 仔 给 。 

守 0, 存在 只 与 有 关 的 62>0, 对 tsE[a,b], |s 一 直达 6 时 


5 
f(D- I) | < aga: {6) 


任 取 分 割 

x: Gb， 
且 |z|j<6， 和 于 是 (6) 式 在 每 一 个 区 间 [z; -ji x;] 上 成 立 ， 因 此 易 知 
《ao; 由 (5) 式 定义 ) 


€ We 2 
Vay t= 1, "mw,R. 
所 以 
S(f,m)—S(f, rT)}— Pohr gp sy TAS <. 
py 1-1 
由 定理 1, ff 在 -a,8] 下 可 积 . 0 
引 理 4 车 旺 数 了 在 区 间 [a,8] 上 有 界 ， 上 且 在 区 间 (a,5) 上 过 


续 , 则 让 在 2q,5] 上 可 积 . 
。 33 了， 


证 明 任 给 e>0, 取 op 满足 wa<<e<a<a 且 


2 
4 一 06 和 六 8 和 7， 


其 中 弄 由 (1) 式 定义 ， 因 为 了 在 区 间 [e, 2 上 连续 , 由 定理 3， 上 
在 [ca B11 上 可 积 . 再 由 定理 1, 有 分 制 
d= v1 = 
使 
Sw hr,<$, 
其 中 w; 由 (5) 式 定义 .到 分 割 x, 为 
d= Toa=F T= = 6 
则 


美 一 1 


S{f, A.)— S(f, Tt.)= A OAT 十 OnAzn 
i =2 


: 


6 

由 定理 1, 了 在 La, 扑 上 可 各 ， 

定理 4 若 苹 数 了 在 区 间 [c，2] 上 有 界 ， 且 只 有 有 限 个 间断 
点 , 则 了 在 Le, 8] 上 可 积 . 

证 明 设 f 在 [a,8]j 上 的 间断 点 为 

Qe, 

则 yz 在 区 间 (e，c)，(c， ca)，…: (cn,56) 上 连续 , 在 区 间 [a. ec11， 
[ei caj,…, [cnrs6] 上 有 界 ， 由 引 理 4， 了 在 区 间 [e, ei], [ei, esj, 
…, [co 8] 苇 可 积 ， 和 再 由 定理 1, 显然 了 在 [a,5] 上 可 积 . 

关于 消 数 的 可 积 性 问题 ， 暂 且 讨 沦 至 上 比 ， 在 (第 二 册 ) 第 七 党 
中 , 我 们 还 要 继续 研究 这 个 问题 . 


[3 


<2N 二 全 二 2M 一 


m 335. 


Ce er ra we we ee hp hada 20 TH TE re vo he a 


习 


1 回答 下 列 问 题 : 

《1) 何谓 上 和 ,下 和 ? 它们 有 了 哪些 性 质 ? 

(2) 何谓 -二 .于 积分 ? 它们 与 上 .下 和 有 向 关系 ? 

《3) 国 数 可 积 的 充分 必要 条 件 为 何 ? 

(4) 疗 数 的 可 积 性 问题 在 哪些 方面 依赖 于 实数 连续 性 ? 

(5》 由 定理 1 是 否 可 得 下 述 结论 : 质数 了 在 区 半 Ta. 58] 上 可 积 , 且 积 分 为 
了 的 充 要 条 件 是 , 任 给 e>>0, 存在 分 着 x, 使 

IS(f, x,, 6) ~I|<e 

对 一 切 上 一 (和 0) 成立， 

2， 设 了 藻 数 后 在 区 间 [0、1] 上 有 界 ， 且 只 有 一 上 捉 疗 断 点 c1，5s，… 满足 
lime, 一 0. 证 明子 在 [0, 1] 上 可 积 . 

3。 研究 下 列 薄 数 子 在 区 间 [0, 1] 圭 的 可 积 性 , 设 


| Ts zl, 
名 
n€N, 


(1) fiw) 一 
Ls z 一 二 ， 
又 问 | j=? 
1 Fi 
(2) ro es 
0， 攻 一 人 


4。 研究 Riemann 国 数 了 (第 一 章 $3.1 习题 5) 的 可 积 性 ， 
当 z 一 秘 . 9,9 为 无 公 因子 的 正 加 孝 ,< pi 
fl = 当 xz 一 0.1 
0， 当 zt(0, 1) 为 无 理 数 . 
5。 设 蚁 数 了 在 区 间 [as， 引 上 可 积 ， 旦 当 zc[a， 隐 时 了 ( 鸭 盖 0， 证明 
| > 
6. 设 隔 数 了 在 区 问 [a, 杂工 可 积 , [oa 站 所 Le，2], 则 了 在 [ax Bj 上 也 可 
积 ， 
,336。 


7， 设 月 数 f 各 9 都 在 区 间 Le， 的 上 可 积 ， 证 明 函 数 |f| 和 fg 也 都 在 
fa, Dj 上 上 可 积 ， 

8， 设 函 数 了 在 区 闻 [a 6 上 可 积 , 则 
<| 上 | 
9，、 设 国 数 闻 和 ?9 在 区 问 [a,p1 上 右 可 和 的 导 国 数 ,证 明 部 分 积分 公式 成 


立 . 

10。 设 蝴 数 史 在 区 疝 [ga， 上 严格 增 ， 有 可 积 的 导 者 数 ，P(a]) 一 由 ， 
p(B) -83， 又 国 数 了 在 区 癌 [aa，5」 上 可 积 ， 证 明 换 元 公式 第 二 章 83.5(1) 
成 立 . 

11. 设 函 数 了 在 区 辣 [a, 妃 汪 有 定义 ， 对 一 雪 ce 之 0 在 区 问 [4a 十 e, 8] 上 可 
积 ， 证明: 

(1) 蔡 了 在 [% 6] 上 可 积 , 则 

[= lm {,f. 

(2) 车 了 在 和 4,8] 上 有 界 , 则 于 在 Ca,5] 上 可 积 , 

{3》 若 了 在 [0,8J 上 不 可 积 ， 则 对 一 切 e 记 0, 于 在 区 间 La, 4 十 e) 上 无 和 界 . 

12， 设 


ls 过 


0， z=0. 
证 明 (通过 估计 , 不 变 础 算 ) 
2 s A i dr 
A ge 


但 了 在 [0, 11 上 不 ( 常 义 ) 可 积 , 如 何 解 释 ? 
13， 设 钞 数 /在 区 间 [a,5] 上 可 积 ， 证 明 : 任 给 se>0， 存 在 [Le 8] 上 的 连 
续 函 数 罗 使 


J if-el<e. 


+ 3 了 37 ， 


第 五 章 尺 中 的 拓扑 知识 


第 一 节 ”集合 和 映射 

81.1 集合 运算 和 欧 氏 空间 

我 们 在 第 一 般 的 开头 已 经 提出 了 “集合 "的 概念 和 表示 方法 ， 
这 里 就 不 再 重复 ， 和 集合 与 集合 是 可 以 作 运 算 的 . 在 定义 集合 运算 
之 前 , 我 们 先 回顾 一 下 集合 关系 “CC" 和 “二 "的 意义 ， 若 4,B 是 两 
个 集合 , 4CB 意 指 , 世 aE4, 则 aEB， 即 

ueAdA—>atB. 
也 就 是 4 中 的 元 素 均 是 B 中 的 元 素 , 4=B 意 指 , 车 ueE4, 则 aEB 
且 反 之 亦 然 ， 即 
uA<—> atB. 

若 4CB, 但 4B, 划 4 是 B 的 “真子 集 ”. 

关系 “C”" 显 然 具 有 下 列 性 质 : 

1” 4Ca4( 自 反 性 ). 

2” 4C BCA=->4=8B( 反 对 称 性 ), 

3” A4CB, BCC-> ACO( 传 递 性 ). 
在 这 些 性 质 中 , 我 们 常常 要 用 性 质 2 来 证 明 两 个 集合 相等 . 

下 面 我 们 来 介绍 集合 运算 . 

定义 了 设 4 和 B 是 两 个 集 
合 , 旭 AUB 是 一 个 集合 是 4 和 
B 两 集中 爹 体 元 素 所 成 之 集 (图 1)， 
即 AUB={a: ac4 或 acB)}， 


沁 做 4 和 号 的 并 集 . 
这 个 概念 自然 可 以 推广 到 任意 多 个 集 合 . 设 41, 4,,… 都 是 集 
合 , 则 定义 


U4=4U4U…Ua， 


={z: xEA; 对 某 个 i= 1 ,成立 }， 
U 4;= 4,U 4:U. 


= {z: zEd 对 某 个 自然 数 i 成立}. 
一 般 地 , 若 了 是 一 个 集合 ， 如 果 对 于 每 一 个 wE7 相应 有 -- 个 集合 
4 则 定义 


1 4.={z: xzE4s 对 某 个 aEf 成 立 }. 


cf 
AU B= BU, 
AU A4= 4. AU @ = 4, 
AU CBUC) (AU BUC— AU BUO, 
AUB-:A€>BCA, 
例 1 看 一 些 例子 : 
[90,2] Ui1,31=[0,3]. 
[0o, 2) U [0,1]=[0, 2). 
0, 1) U10} Ut{1}= £70, 11. 
{Cr, 9): TT]) 
={(x,8): zy UI{ry): ry 1)}, 


R= U 《一 2 Rn) 一 {] [rn, 1]. 


LL 


{rER: :>0}=U jzeR: z> 计 | 


REN 


{rER: f(x)>0) 


U jsa: f(z)> pn 


= UU , {rER: f(2)>0). 


rt0, to 


图 2 
定义 2 设 4 和 8B 是 两 个 集合 , 则 4 站 B 是 一 个 集合 ,是 4 和 
5 两 集 的 爹 体 公共 元 业 所 成 之 集 (图 2), 即 
ANB {na: at4 和 waEB}, 
叫做 4 和 8 的 交集 ， 具 4 站 B= 儿 , 即 4 和 B 无 公共 元 素 ， 则 称 
4 和 BB 不 相交 ， 同 祥 定 义 
站 4.= 二 {x: xzE4d。 对 一 切 ae7 成 立 }. 


显然 
ANB= BN4, 
4 门 4 一 水 ANg=@, 
AN BNMNCO)=(AN BNC= ANBNG, 
AN {BUC = (ANB)U (ANMO), 
AN BBC, 
ANMB~- 4< 一 > ACB. 
例 2 看 几 个 例子 : 
[0, 3] 门 [1 3]= [1,2]. 
[0, 2] 让 (9, 1) 一 (0, 17. 
{Cz,9): 2z<2 YR): rN {zDD): 31}， 


{zER: f(z) =0}= 门 jzse: f(z) |< 


= 站 {rER: |f(2)!<a}. 
定义 3 固定 一 个 集合 苹 ， 考 虑 丈 的 子 集 . 了 常常 称 散 “ 空 
间 ”, 其 中 的 元 素 也 称 做 “点 ”， 设 4CCX, 定义 
A: ={zEE: rEA), 
叫做 4( 在 及 中 ) 的 余 集 或 补 集 (图 3). 


{0; 二 {XER: 7 天 0 2 二 {XER: 7 为 无 理 数 }， 
(0,1)° =(-—00,0]ULl, 十 co)， 
此 ACCK, BC 芋 , 则 
BN A ~irzEX: vwEB, rEA} 
《网 4)， 这 个 集合 也 叫做 4 在 B 中 的 仿 集 , 即 从 BB 中 去 掉 4 的 元 
素 所 得 之 集 ， 显 然 
这: 二 名， 2* 二 半 ， 
C4)°=4, 
AN 4°=2, 
NB=o< > ACB', 
较为 重要 的 是 下 列 二 式 : 
ACB<—> 4 IOB. 


4UB=4UCBmde) 
《图 和 ， 最 后 一 式 表 示 ， 任 意 二 集 之 并 可 以 表示 为 两 个 不 相交 的 
集合 之 并 . 
定理 1( 对 侦 律 , DE Morgan 律 ) 
(AUB)=A°NB', 
《dB A°UB:, 


Uay= (4c, {Nay)=U as. 
CT cI mel wel 
证 明 证 第 三 个 等 式 ， 
zE( Ae) <>7E [4c>xE4o 对 一切 gs 成立 


EF CE 了 


<:>z642 对 一 切 cEZ 成 立 


<—ze (4. 
otf 


同 理 可 证 明 其 余 三 个 等 式 ， 日 

定义 4 设 有 集合 4 和 有 在 4 中 取 一 元 素 4 放 在 第 一 个 位 
置 上 , 在 互 中 到 一 个 元 索 8 放 在 第 二 个 位 置 上 , 得 一 有 序 的 元 素 对 
(qa,5)， 全 体 这 种 元 素 对 所 成 之 集 记 为 4x B 叫 数 4 和 吾 的 Car- 
tesian 积 , 纯 

AxB=-{(a,b8): aEA,bEB}. 
例 4 若 4={a,5,c),8={g, 8B), 则 
AxB={(a,&), (ba (co (a, PB), (5, B), Ce, BP)}, 


又 如 
[0,1] x [0,1]={(x,9): 0<z 委 bb 0<?y 委 1。 


今后 我 们 记 
R:=RxR={(2,8): rER, 3ER)， 
R=RxXRxR={(x,y,2): wr,y,2ER), 
R"—RxX xR={x, ra): TER, 1=1, ,1}, 


我 们 看 到 , R? 中 的 元 素 (2, 旭 就 是 平面 坐标 系 中 的 点 , R? 中 的 
元 素 (z, % z) 就 是 空间 坐标 系 中 的 点 ， 我 们 也 把 这 种 点 记 成 p= 
《2z, g) 和 入 一 (z;, 9 2， 平 面 和 空间 中 的 点 也 就 是 “ 癌 量 "， 它 们 有 
下 列 运 算 : 
1” 车 和 =(zg,z0D， D3= (22, gz， 则 
Pit Psa= r+ rt2, YT Ya, 2 十 22)。、 
2 ” 若 p= (2,8,%), CEB, 如 
cp= (cr, cy, c2). 
3” 记 
Pi: P= <p:, Pe? 一 Yiz2 十 33 十 3422 
叫做 如， 和 ;的 "内 积 " 或 “点 乘 *， 又 记 
p= p= yt, 
叫做 问 量 六 的 " 范 数 "或 " 横 ”， 即 Bp 的 长 度 (p 点 到 原点 的 距离 ). 
在 ER?( 或 82) 中 引进 了 上 述 运 算 以 后 ，Ra 便 叫 做 “三 维 欧 氏 空间 ?”. 
特别 记 
i={1, 0,0),j7= (0, 1,0),k= (0,0, 1), 
这 是 坐标 铀 上 三 个 相互 正 交 的 单位 向量 ， 于 是 , 任 一 向 量 p= (zx， 
yz) 可 以 表示 为 
p=rit+yit+zk. 
在 8* 中 还 可 以 定义 “外 积 " 或 “又 乘 ”; 
| jk 
pix pbz=[p, Pal= x, gh zi1l. 
| To Yo Lz 
以 上 这 些 运算 的 几何 意义 大 家 都 早已 熟悉 , 这 里 不 再 约 述 . 
这 些 运算 (除外 积 外 ?也 可 依 样 推广 到 全 中 . 记 瑟 中 的 点 
《向 量 ) 为 z= (zy zs) 定义 
2 十 8 一 (Zub py Zn) 十 (3 Yn ) 


= (vit, Tn yn) 
CC 一 CUzi ee Ta) = (CR, CE), 
其 中 cER， 又 
Tg 7, RY a ya, 
叫做 向 量 z 和 zy 的 “内 积 "或 “点 乘 ”, 这 是 一 个 数 ， 又 数 
jz 一、A<rs z> = tT 
叫做 向 量 z 的 “ 范 数 ”"， 引进 了 这 些 运算 以 后 , R" 便 叫 做 “x 维 欧 氏 
空间 ?”、 多 元 微 积分 就 是 在 二 维 ,三 维和 维 欧 氏 空 间 中 研究 微分 
和 积分 间 题 的 . 
在 维 欧 氏 空间 BB" 中 我 们 也 可 以 选 出 zw 个 相互 正 交 的 单位 
问 量 
ei=(1,0,.,0),es=(0,1,0, ,0),., en =(0,.., 0, 1)， 
则 R? 中 的 一 切 向 量 可 以 表示 为 
X= Pei 十" Tn En, 
关于 内 积 和 范 数 有 以 下 关系 式 .: 
<T, ?> 一 《YY 8>。 
«Cz, Y> = er, >, CER, 人 
zy, 2> — <7, 2> + CY, 2>, 7 
Izil>=0 lz|=0<>¢=0. 
lerh =1ellzl, cER. 
fx 十 于 委 1z1 + yl. KKD) 图 5 
最 后 这 个 不 黎 式 叫做 “三 角形 不 等 式 ”， 它 的 几何 意义 是 三 角形 两 
边 之 和 大 于 第 三 边 ( 图 5)， 这 个 不 等 式 来 源 于 Schwarz 不 党 式 
1<z, > |lzllyl. (2) 
除了 向 量 范 数 以 外 , 今后 我 们 还 需要 和 矩阵 范 数 . 设 有 甜 阵 


I 


我 们 定义 
141=V 奖 i (3) 
叫做 矩阵 4 的 “ 范 数 >，、 和 矩阵 范 数 的 定义 方法 实际 上 就 是 把 垂 阵 4 
看 作 mz 维 向 量 , 因此 向量 范 数 的 基本 性 质 对 撼 阵 范 数 都 成 立 : 设 
4 积 吾 同 为 mxz 阶 矩阵 , 则 
{41 守 0; 141=0<=>4=0. 
leAl=:|c]lAl, cER. 
(A+BI<IAN+ Bf. 
此 外 ,车 4 为 mxn 阶 入 阵 ,B 为 nxli 阶 矩阵 , 则 
LABI:<1ANIBL. (4) 
事实 上 , 设 4 中 的 行 向 其 为 1,…, 4m 8 中 的 列 向 量 为 好,…， 
5b'. 由 Schwarz 不 等 式 (2 )， 


[aBl =1 (a6)1 汉王 之 (8 人 


本 2 
< ETI pi V 之 和 下 
一 148 
最 后 指出 , 以 后 在 作 和 矩阵 运算 时 ， 我 们 经 常 把 R" 中 的 点 同时 
也 表 为 列 向 量 


并 且 把 列 人 向 量 和 行 坷 量 都 看 作 年 阵 来 运算 , 请 恋 者 注意 . 

上 上面 这 些 知 识 我 们 假定 读者 都 是 已 知 的 ， 提 出 来 只 不 过 是 为 
统一 语言 和 符号 罢了 下 面 我 们 再 回 到 集合 运算 ， 

定义 5 设 DCAxB,aE4. 记 
四 磺 a 


Ds={bEB: (a,b)ED}CB, 


叫做 忆 在 点 a 的 截 ， 局 样 , 若 bEB,D 在 点 5 的 截 记 为 


则 


例 5 在 例 4 中 , 设 


D'=~{aEA: (a, DED}CA. 


D={(0, &), co, &), (a, 8B), 
(ce, BY}CAxB, 


De 一 {a, 有 
D.={8}, D*= {0a, c}. 
例 6 设 


D={(2, DER: sy ETCR 


《图 昌 ， 若 |z| 过 1, 则 Ds 二 [一 VI 一 x， 和 1 一 下 J; 法 z= 士 1 则 
DD; 一 {0); 车 x 之 1， 旭 D;, = 仿 ， 


习 题 
1， 回 答 下 列 问 题 : 
(1) 集合 有 有 哪 几 种 运算 , 是 怎样 定义 的 ? 
(2) 两 集 不 相 人 交 是 什么 意思 ? 4 门 B°* 是 什么 意思 ? 
(3) 何 凌 对偶 律 ? 
《4) 集合 的 Cartesian 积 症 什么 意 妨 ? 集合 的 截 是 什么 意思 ? 怎样 用 


几何 图 形 米 类 示 它 们 ? 


(5) 何谓 欧 氏 空间 ? 欧 氏 空 间 中 的 内 积 和 范 数 有 些 什么 大 本 人 性质? 
(6) 你 能 否 证 明 Schwarz 不 等 式 ? 
2， 化 简 下 列 集 合 : 


(1) (4UB) 广 Be C2) ANBN (AU Be); 
(3) (AU B®) UB; (4) (AU BN (AUO), 
(5) (4U (BU (CUDDD))s (6) (XUT) NXUY')), 


{7) (ANBNOU (CANBNOU (ANBP NC U (4NNBNC) 


Uj (AF 


3， 汪 有明 : 蔷 一 


:五 Ce) 1 
站 < > 革 一 (天门 7 LU IR'), 


1A .BNOVU CA TB NC). 


4。 作 出 下 列 点 全 的 图 形 : 


(1) {z€R: |z 


(2) 12€R: 


f 
16) 1 


(7) {(7, YER?: 


(8) fz, De : 


jz y) ER: : 


[>1 


22— x—2<0}: 
(3) fa, 8 XLe, 
(4) {lz, #) ER?: 
(5) {(zx, 1) ER?: 


dj: 
|z! <1}; 
zyET, TE0, yO0Y; 


0 
i 


(9) Tia, yo)ERS: rgd2 1 yO0, sO0}; 

(C10) {tr y,. ZER: yi—r}: 

(11) fig. ,OER': gr 0 

(12) ge 3 2 ER 0207. 

0 (1 设 电 的 体积 为 何 ? 
(2) 设 {CR 各 一 苯 平 而 及 线 ; 同 XBR 为 和 [3 

6. (4% Br? 


~ 
上 


< 人 |* 


8, 


9。 设 p. aE2, 


并 解释 其 几何 意 浆 ， 


§1.2 映射 
在 第 
们 要 进 一步 把 这 - 


f, 则 其 图 象 , 即 由 线 #-- 


。 IO * 


设 B= YER:: 
让: 邯 


i |- 让 )=? (2) UG 一 站 |= 


8 注 何 ? 


ptall:+iip- ql = 2)p;j* 2llali’, 


“ 章 $1.2 中 我 们 已 经 直观 地 定义 了 映射 (函数 ), 现在 我 


` 概 念 严 格 化 。 我 人 知道 . 
fx) 


给 定 了 一 个 一 元 国 数 
让 如 中 的 一 个 点 集 。 这 个 点 集 就 是 


{(z, 8)ER :3 一 FCz))。 
其 特点 是 它 与 # 轴 的 平行 直线 相 
交 最 多 只 有 一 点 (图 7)， 即 对 于 
每 一 个 最 多 只 有 一 个 使 〈z， 
四 属于 这 个 点 集 ， 这 个 事实 启发 
我 们 可 以 用 集合 来 定义 因数 ， 即 
用 函数 的 图 象 来 定义 函数 . 
定义 1 设 久 和 了 是 两 个 集合 ， 义 集合 fC 了 xY， 如 果 对 
于 每 一 个 xzE 最 多 只 有 一 个 8EY 使 (z, 9)Ef， 则 说 集合 f 有 单 
值 性 ， 如 果 f 己 入 xY 有 单 信 性 , 则 集合 了 叫做 一 个 函数 (映射 , 变 
换 )、 集 合 
domf 一 {zEX: 存在 3#E7 使 (rz, Sf} 性 久 
叫做 了 的 定义 域 ; 集合 
rngj 一 fyE7: 存在 了 
2 人 了 使 (z, 纪委 了 ] CC 了 
叫做 了 的 值 域 . 若 (z, DEJ, 则 记 8 
y= 二 f(z), 叫做 下 在 zx 的 值 或 z 关  “ 


于 了 的 像 . 酸 
图 8 是 函数 概念 的 一 个 示意 下 
图 ， 在 此 图 中 我 们 把 集合 了 和 Y 图 8 


设想 为 正 交 的 坐标 轴 , 这 当然 是 很 性 殊 的 , 只 是 为 了 形象 化 . 
按 上 述 定 闵 , 如 果 我 们 知道 了 一 个 图 数 ( 点 集 ) 了 的 定义 域 4 一 
domf, 又 知道 了 对 于 怎 一 个 zYES4 的 畏 数 值 Y=fGz)， 则 就 完全 知 
道 了 点 集 了 所 以 , 一 个 图 数 了 仍然 中 由 定义 域 4 和 国 数值 jz) 
《zc4)- -者 来 名 定 的 . 因此 这 个 需 数 概念 与 我 们 在 第 一 章 31.2 
中 的 国 数 概 念 元 企 一 致 ， 用 集合 定义 国 数 吓 一 个 比较 严格 的 丢 
念 . 既然 国 数 是 集合 , 就 可 以 对 函数 作 和 集合 运算 , 图 数 与 基数 就 可 


ss 和 


以 有 “CC” 的 关系 ， 因 此 在 某 些 数学 领域 中 表达 和 证 明 命 题 时 就 会 
很 方便 , 

我 们 过 去 (在 第 一 章 第 一 节 中 ) 约 定 的 销 数 表示 方法 以 及 一 切 
有 关 概 念 和 术语 都 继续 适用 ， 现 在 再 约定 一 个 表示 方法 : 若 图 数 f 
的 定 尺 域 为 由 则 子 可 以 表示 为 

r(x), zrEA, 
例如 

>7x, rER; 

Cx, 9) br +, (7, ER, 

(x,y, 2) > lnryz, ry,2>0 
等 都 是 销 数 . 在 无 须 用 专门 符号 f,g 等 去 表示 一 个 国 数 时 就 可 以 
使 用 这 个 表示 方法 . 

我 们 在 第 …… 册 中 已 经 约定 的 关于 随 数 和 了 上 映 射 的 区 分 也 继续 秃 
用 : 若 rngfCR, 则 了 是 函数 , 否则 称 做 有 映射。 这 只 是 本 书 的 约定 . 
按 定 义 , 函数 , 映射 , 变换 还 有 算 子 等 都 足 同 一 概念 , 只 不 过 在 不 同 
场合 人 们 的 习惯 叫 法 不 同 而 已 ， 

本 册 讨 论 的 对 象 是 多 元 国 数 和 由 疡 中 到 A” 中 的 映射 ( 即 
domfCR", rngfcC8”)，、 上 而 第 一 个 例子 是 二 元 图 数 ， 第 二 个 例 
子 是 二 无 国 数 . 若 domyC 有 , 则 子 是 二 元 国 数 ; 若 domfCR', 划 
了 是 三 元 国 数 ， 例 如 , 如 


J(z, gg) =rsing -tycost, (2,y)ER’, 
gz, 2) 1—ry, ry 人 Sl, 
则 子 是 一 元 国 数 ,8 是 让 元 函数 .当然 ， 二 元 函数 也 可 以 看 作 三 元 
国 数 ; 一 元 函数 也 可 以 看 作 元 销 数 和 三 元 了 负数 ， 
一 个 一 元 晒 数 fj， 根据 定义 ， 是 形 x 如 =- 吾 : 中 的 单 值 性 点 集 
(图 9), 就 是 说 , 与 平行 于 z 轴 的 直线 相交 最 多 一 点 ， 这 是 一 个 空 
。 了 2 。 


间 图 形 , 与 一 元 函数 辟 平 面 图 形 不 同 ， 我 们 常常 把 一 个 二 元 图 数 :# 
设想 为 一 张 " 曲面， 它 的 方程 总 
2=f(z, 9). 


图 9 
不 面 我 们 要 重点 介绍 的 是 由 BR* 中 到 B? 中 的 映射 ， 


设 


f(t)= (Reost, Rsint), 三 [0， 27]. 

则 对 二 每 -个 坛 [0. 2zj, 天 ( 缮 是 局 平 而 上 上 一 点 ,所 以 了 是 一 个 由 

[0,2z]CCR 到 如 中 的 映射 我们 知道 , 像 了 ([0, 2r]) 就 是 吾 平 

而 下 以 原点 为 中 心 ， 以 为 半径 的 圆周 ， 这 个 圆周 我 们 过 去 是 用 

参数 方程 

xT- Reost, y=Rsint, Ogte2x 
表示 的 .现在 末 以 统一 起 来 表示 为 
(Cx,9)= f(t) (Reosi, Rsint), ttE[0, 2x], 
令 p(L) = Reosi, pit)= Rsint, tiEL02zj， 则 2 和 就 叫 敌 映 
射 子 的 "“ 坐 慰 国 数 ”- 
一 般 , 设 
f: [eo,b1—>R’ 

是 一 个 由 区 间 8e, 菇 到 下 中 的 映射 , 则 对 于 每 一 个 ELa, 85], (2) 

四 13 * 


是 玫 中 一 点 , 这 一 点 应 有 两 个 坐标 , 设 为 (2 人 区 (2)， 这 位 我 们 
就 得 到 定义 在 Lea, 58] 上 的 两 个 -元 函数 mp 和 #, 分 别 叫 做 映射 子 的 
第 一 个 和 第 二 个 坐标 函数 .于 是 子 可 以 表示 为 


f=(¢, 9p), 
而 方程 
(z=f(), teE[a, 5] (1) 
就 相当 于 两 个 方程 
r=p(0),g=$(), Lo 的. 《2 ) 


我 们 习惯 常 把 像 4([a,57), 也 就 是 委 方 程 (1 了) 或 (2) 表 示 的 平面 点 
集 叫 做 一 条 下 而 贡 线 "或 平面 "参数 曲线 ”， 方 程 (1) 和 (2) 中 的 # 
叫做 “参数 ". 但 应 指出 ,即使 P 和 节 都 是 连续 是 数 , 点 集 了 (Le 2 ) 
和 我 们 直观 中 的 “出线 ”也 可 以 大 相 径 庭 。 以 后 我 们 可 以 看 到 ， 在 
较 强 的 条 件 王 , 它 局 部 地 价 足 "真正 的 "曲线 ， 
同样 , 设 
f: La,b—B,, 
则 映射 应 有 三 个 坐标 阴 数 2 8 Xx， 定义 域 为 [4,5]。 当 tS[o， 
8] 时 | 
FOE) FE pIE), x(t)). 
所 以 了 可 以 表示 为 
ff (9p, ,xX). 
我 们 把 像 (La, 5), 也 就 是 由 方程 
P=:(r,y,2) = f(t), ie[La, bl] 
或 
=9(t), y= p(t), s=X(t), teta, 6b] 
PE 做 “空间 曲线 "或 空间 “参数 曲线 ”. 
例 1 骂 旋 线 容易 明白 , 参数 方程 
r=Reost, y= Rsint,zs={, i1€ER 
+» 了 各。 


表示 一 条 盘旋 在 圆柱 面 x 十 纺 一 
R? 上 的 全线 , 如 图 10 所 示 . 
设 DCR? 是 一 平面 点 集 , 人 而 
了 :万 >> 玉 3 
则 正身 子 的 二 个 爸 标 姜 数 ,yu， 
X 都 是 定义 在 DD 上 的 二 元 了 消 数 . 
对 于 一 切 (&, 2)ED 有 
f {u,v) 
— (Pu, 0), pu DY, Xu, 0)), 
我 们 把 像 f(DD), 也 就 是 由 方程 
P=Cx,9,2)= fu2), (uNED 


或 

z=, 909=p ,0),2= Xu 0), 《5 2)ED 
表示 的 空间 点 集 《 图 170) 出 做 “参数 邮 面 "， 方 程 中 的 %, + 叫做 “ 参 
数 "， 各 曲线 一 样 , 这 并 不 意味 着 A(D) 就 是 我 们 直观 想象 中 的 一 
张 * 曲 画 ”. 


区 11 
例 2 设 0 和 ww 为 图 12 所 示 的 两 个 角度 , 则 方程 
r=— Raingcos .y= RsinOsin ,2=Reos0, 00 二 TY OEPELA 
表示 的 图 形 是 以 原点 为 中 心 , 以 RB 为 半径 的 球面 ，( 图 13) 国定 吧 ， 
9 13 。 


图 12 . 图 13 

当日 由 0 变 到 工时 得 球面 上 一 条 “经 线 ” 固定 9， 当 9 由 0 变 到 
2z 时 得 球面 上 一 条 " 纬 线 ?. 

例 3 参数 方 积 

z=Recosh, y -Rsind, 

2 一 2 0 所 0 二 2r, |z| 过 十 oo， 
表示 圆柱 看 天 小 拓 一 下 《图 14). 
固定 z, 当 8 由 0 变 到 2r | 寺 得 圆 
柱 面 上 的 一 个 圆 ; 固定 9, 当 zz 册 
一 变色 二 co 时 得 圆柱 面 上 一 条 
平行 于 z 锁 的 直线 . 

一 般 地 , 设 DCR", 又 设 图 14 

1: D->R™. 
则 映射 有 台 个 誉 标 晴 数 ，…, fm， 都 是 定义 在 D. 上 的 % 元 也 
数 ， 当 z 一 (ra ,Xa)SD 时 有 
f(z) 三 (Ce F(z)). 

所 以 了 可 以 表示 为 


i 
我 们 把 像 1 叫做 EB” 中 的 一 张 * 超 曲面 ", 它 的 方程 是 


ss 1 » 


y=f(x), ED, 
(¥1, Im) = f(r, Tn ), (x1, …"， zn}ED, 


gl = fi Ci, 3 Xn) 
Ym 一 六 (2 Xn), (gz Tn ED. 
下 面 举 出 一 个 对 我 们 有 特别 重要 意义 的 由 RE" 到 "中 的 映 
射 , 是 我 们 在 线 代数 中 已 经 熟知 的 ， 设 有 mx 1 阶 算 阵 


J Gs 
A=: 和 
m1 “ri 


将 RE" 中 的 点 用 列 回 量 表 示 ( 人 1 中 的 约定 ); 


四 


f(x) = Axz, 
则 了 是 一 个 由 BR? 到 BR” 中 的 映射 (线性 变换 ), domf 一 R". 显然 ,了 
的 m 个 坐标 困 数 1、…, fm 均 是 线性 x 元 函数 ,由 下 列 式 地 定义 : 
后 (zi 一 GZ 十 十 Bin2n， 


和 


对 每 一 点 xER" 定义 


了 (Crz) = amtlt et dmn Tn 


而 方程 y= 了 (2) 就 是 方程 组 


Y= GmiT! 十 “oT mn Tn. 


s" 17 * 


若 了 和 ?9 都 是 从 BR" 中 到 R” 中 的 映射 , 旭 因子 和 9 的 值 域内 
在 ER" 中 ,了 和 8 就 可 作 代数 运算 ， 我 们 定义 of 十 89g(a: BEBR) 仍 
是 一 个 由 中 到 RY 中 的 映射 , 它 在 zSdomf aomg 的 值 为 
(af+ B89) (7) =af tx) + Bo(z). 
同样 定义 内 积 f 了 9、 如 果 了 和 8g 是 值 威 在 R? 中 的 上 映射, 则 同样 定 
义 外 积 了 x&&. 


习 题 
1. 回答 下 列 问题 : 
(1) 上 映射 的 集合 定义 为 何 ? 在 集合 定义 中 定义 域 是 什么 ? 值 域 是 什么 
值 f (x) 是 什么 意思 ? 
《2) 下 列 集 全 哪些 是 轿 数 ? 哪些 不 是 ? 定义 域 和 值 域 为 何 ? 
8 (2 EB; riry:—at:s b. {e.g)ER: zi—y}s 
ce. {{{w. 9) ER: 2 y=0}; 
了 {C(x ERS: zlnis—y) =0): 
e. {tz, Sinr)eR:: rER!, 
(3) 一死 ,， 二 元 和 和 基 元 跑 娄 着 什 么 意思 ? 一 全 二 元 图 数 子 是 什么 样 的 集 


合 ? 


(4) 由 区 癌 -e, 芒 到 如 或 下 中 的 上 映射 有 什么 几何 意义 ? 由 DCR 到 
到 中 的 喘 射 行 什么 几何 意义 ? 由 了 二 如 到 如” 中 的 映射 呢 : 

(5) 例 1， 例 2 和 例 3 中 的 方程 各 定 叉 了 什么 样 的 映射 ? 它们 的 坐标 孙 
数 是 什么 ? 

(6) 设 了 和 9 是 映射 ,天 85 复合) 是 什么 集合 ? 

(7》 设 跌 射 了 有 闻 射 了 则 拓 : 是 什么 集合 ? 

{8) 设 一 匹 国 数 于 丰 芭 国 监 六; 则 天 的 世 何 图 象 如 何 * 

2， 设 一人， 28 42), ERR. 则 了 (BR) 为 何 ? 夯 出 其 几何 图 形 . 

3， 设 了 人 一 (一 oa 一 2) ， 则 了 将 直线 & 十 4 一 4 映 成 什么 ? 将 2 一 2 
二 8 映 成 什么 ; 将 # 一 a 和 2=4 各 瞻 成 什么 ? (BR*)，flEa,5]X Ec, 0))， 
a 13。 


三 :Ca 的 X[e.e]) 各 是 什么? 
4， 设 (ww, 如) 一 G2?)。 则 于 将 圆周 如 十 2? 二 a? 映 成 什么 ? 
f {BR2), 三 1 (0z, IER: 十 yc )》， 
f(y, ER: ZE fr, DER: Sa3p) 痢 是 什么 ? 


5。 设 
加 BMF 
feu, =(, 交手 
则 FE xx]X[ou 22 为 何 ? 面积 为 条 ? 
6， 构 洁 一 个 疾 射 ff; RR:->R?, 将 zw 平 区 上 的 曲线 2 二 wr? 映 成 xy 平面 
十 的 区 轴 , 将 gp 平面 上 的 直线 ?9 一 2 上映 成 zy 平面 上 的 y 辆 ， 
7-。 六 程 


a |x0 
ce ay 


A 
定义 了 一 个 怎样 的 映射 ? 
于 CCG 人 + a) =? f(RY) 一 ? 
下 02 yg) LYE2})}=? 
8， 方 程 : 


2 
了 一 2 十 02，8 一 一 


定义 了 一 个 怎样 的 上 映射? 洗 的 定义 域 和 值 域 为 何 ? 上 半 平 面 的 逆 父 为何 ? 

9， 试 用 套 数 方程 表示 椭 球 . 

10. 设 f Rt:->R 由 方程 

ZTv, =v, =u 

定义 ,了 把 直线 4=2b 觅 成 于 么 ? ”把 4=0 里 成 千 么 ? ”把 $+ 二 0 上映 卜 灶 么 ? 
f(R*)}=—? 

11， 设 

gu, 9) = (ueosv, ysin vy, 1—2), 

问 g(R?) 一 ? g{[0, 1]X[0,2z1) 一 ? 《0.0, 1 和 (1 0, 0 的 造像 为 何 ? 

12. 求 f.9， 变 | 

C4) flr yg) 一 (2 一 所 2 十 30) Gu, 区 = (Hi, Uy). 

(2) 了 (rz 8,2) 一 (6z 一 # 上 上 3235, 2 12), gu 2) = (Wu— 9, 2x 20—WD, ) 

13。 求 喘 射 上 的 阁 射 . 设 

(C1) fu, 0) 一 (2 十 2 2 一 如 (2 D)ERz， 

» JI9 * 


(2) Fr = (reosb, rsing), ?0,0<0<2x. 
(3) rp 一 (rsinfgeoso rsingsing,reosd), 
7>0,0<0<A, OpA2T, 
14. 诗 助 : 
(CD TU4.) -Uf(4o). 
(2) 了 了 (4B)CF(D 人 10B)， 何 时 等 式 成 并 ? 
135， 证明 
{1) Tj.) “Uf A). 
(2) fA.) = f(A 
3) fd) =7 H(A", 
16， 证明 
(1 了 Cf (B)) 守 B., 开放 明 合 时 千 式 成 并 ? 
(2) 设 于 是 旦 瑟 到 王 革 的 肌 射 , 4 之 入 而 
fCfF CA). 
漠 说 明 但 有 时 等 式 成 立 ? 


第 二 节 RR 拓 扑 
$ 2.1 开 集 和 财 集 
我 们 在 $ 丰 工 中 蕊 经 指出 ， 多 元 微 积 分 是 在 二 维 、 三 维和 维 
欧 氏 空间 中 研究 微分 和 积分 问题 的 ， 这 就 首先 要 研究 欧 代 空间 的 
a ”结构 ， 因 为 它 是 欧 氏 空间 中 分 析 学 的 基础 ， 由 于 二 维 欧 氏 
空间 BB 与 高 维 欧 氏 空 间 的 护 挤 结构 是 一 样 的 , 所 以 我 们 只 旧 研 究 
R? 中 的 拓扑 泸 够 了 ， 得 到 和 的 知识 同样 适用 于 户 和 RR"， 了 起 适用 
于 ER, 
在 $14.1 中， 我 们 3[ 进 了 三 维 欧 氏 空 河中 的 点 (也 就 是 向 
营 ) 范 数 ， 现 奏 , 玫 范 数 表 于 明 点 之 亲 的 距 铅 ， 
设 Dp.= (zi 81), Pe Cx, #2), 则 
[有 Pal Vv (ra) + (yr ya)s 
* 20 3 


就 是 Pi 和 ps 之 间 的 距离 ， 由 范 数 的 三 角形 不 等 式 {§ 1. 1(1)) 我 
们 有 

Tpi— pi! < IPi— Psl+ [Ps ~ Dp:l, 
其 中 ps 一 《xs，Y9) 下 第 :点 ， 它 的 几何 意义 仍然 是 三 角形 两 边 之 
和 大 于 第 汪 边 (图 15)， 

设 PER 实数 7 记 0， 则 点 集 

B.(p) {qtR’: je -pl<r)} 
是 以 了 了 点 为 中 心 以 7 为 半径 的 四 的 内 部 ， 叫 做 一 个 * 开 贺 ”". 开 
贺 总 谨 中 拓 扩 结构 的 基础 在 本 ， 交 与 六 中 分 别 是 " 开 球 "， 超 
玉环 "与 天 区 问 . 


图 15 图 16 

定义 1 任 取 集合 4CRR， 则 如 中 的 点 了 DP 因 之 分 为 二 类 (图 
16): ]) 存在 ”20 使 刀 (bp)C4 ， 这 时 尹 叫 做 44 的 肉 点 ; 2) 存 
在 7>0 使 有 (pp)C4 ， 这 时 也 叫做 4 的 外 点 ; 3) 对 于 一切 7 盖 
0，B.(D) 中 既 有 有 44 中 之 点 也 有 有 44* 中 之 成 ， 这 时 叫做 4 的 边界 
点 . 4 的 内 点 全 休 所 成 之 集 叫 做 4 的 悉 ， 记 为 4， 4 的 边界 点 他 
体 所 成 之 集 叫做 4 的 边界 ， 记 为 934. 记 4=4 Us4 叫 做 4 的 
闭 包 . 

最 然 , 4 的 边界 点 也 是 4° 的 边界 点 , 反之 亦 然 , 所 以 

24=24°. 
ss 人 了 了 we 


又 因 4 的 外 点 就 是 机 的 内 点 , 所 以 我 们 有 
R= A UdAU (A')®, (1) 

旦 右 端 三 集 是 互 不 相交 的 ， 其 中 C4') ”当然 无 4 的 点 ，4” 中 强 4 
的 点 ,所 以 
小 CC4Cd4-， 2) 

例 1 铬 多 个 例子 : 

1， 由 平面 上 -一 个 点 QER* 所 成 的 独 点 集 {aj 显然 没有 内 点 ， 
中 1aj ”= 名， 平 而 上 除 a 点 以 外 邦 是 点 集 {Q} 的 外 点 : taj 一 
({q} 中 、 而 点 a 则 是 {2} 的 唯一 的 边界 点 : 9{9) 二 {a}. 

2， 谱 1CR? 是 条 直线 , 则 了 同样 有 

t=, 3 一 1 

3， 整 个 平面 瑟 无 外 点 和 边界 点 , 平面 上 每 一 点 都 是 内 点 : 忆 
-= (RPR2) 与 此 形成 对 照 的 此 鹤 集 记 无 内 点 : 人 "二 说 ， 

4。 开 图 Bi( 力 ) 中 的 点 玫 是 它 区 内 点 ， 辆 周 上 的 点 契 边 界 点 ， 
网 周 员 外 的 点 是 外 点 : 

B,(p) ~ (Bp))", 
aB.(p)- lg: lg- pi=7}, 
(BP : iq: lg—pl>r7}. 

5， 痕 中 在 理 点 (坐标 暂 有 理 数 的 点 ) 的 全 体 所 成 之 集 ， 即 号 
x& 一 宪 , 既 无 外 点 也 无 肉 点 , 所 有 点 均 是 其 边界 点 : 382 二 展 

定义 2 ”如果 一 个 集合 4 的 点 都 是 共 内 点 , 即 4= 4", 也 就 是 
说 ，4 不 含 共 边界 点 ， 唱 称 4 为 开 焦 ， 如果 4 是 开 集 ， 昌 4°= 
C45)”, 则 称 4 为 闭 集 . 

例 2 看 几 个 例子 : 

1.， 4 例 工交 4 开 人 8,《P) 是 开 集 ， 

2， 上 半 平 西 {z, 所 ER 8> 人 是 开 集 ， 余 集 {(z ER?: 
y 志 0} 是 闭 集 ， 
#4 22 a 


3， 由 例 1 的 1, {qj "是 开 集 , 所 以 {a} 是 闭 集 . 

4. 由 例 1 的 2 直线 ?的 余 集 ! 是 开 集 , 所 以 1 是 闲 集 ， 

5。 不 带 边 的 矩形 (a, 8) x (ec, 中 是 开 集 ， 带 边 的 给 形 [a, 5] x 
[c, 引 是 闭 集 . Ta, 5) x[c,Q) 既 韭 开 集 , 也 非 闭 集 。 同样 , (a, 十 ce) 
x (5b, 十 ce) 是 开 集 , [a, -50) x [5, 二 0) 是 闭 集 ，La, 十 50)x (5b. 
十 ce) 既 非 于 集 , 也 非 团 集 . 

6， 出 例 1 的 5, 既 韭 开 集 也 非 闭 集 . 

集合 所 成 之 集 (其 元 素 暂 为 集合 ) 叫做 集合 类 或 集合 族 . 例 
如 , BR? 中 的 全 体 开 圆 所 成 之 集 

{B.(p): pER’,r>0} 
是 一 个 集合 类 ， 它 的 每 一 个 元 娄 是 一 个 开 贺 ， 再 如 ，R"* 中 的 矩形 
‘La,b)x Lc,d]: a,b,ce, dER, gb, c<ad} 

也 是 -个 集合 类 ， 刀 中 的 全 体 开 区 间 所 成 之 集 世 是 一 个 集合 类 . 

通常 以 大 每 草 体 字母 ,人 ， 现 ,人 ，… 记 集合 类 . 设 .x 是 一 个 
集合 类 , sz 中 全 体 集 合 之 并 记 为 

Uw= UA: AE.x}. 
同样 , ,wf 中 全 体 集 合 之 交 记 为 
NM.w— NM {A: AE.A}. 
例如 , 变 4 是 一 开 集 、 如 果 把 4 中 开国 的 全 体 记 为 切 , 则 易 知 
4 一 出. 静 ， 

我 们 把 R? 中 开 集 的 全 体 记 为 @, 巾 有 

定理 1 

1 ,DEO( 因 而 总 和 3 也 都 是 闭 集 ); 

2 HOS UWEO; 

3” AEO, BEO—> AN BEO. 

证 明 

3 了 3 


1° pe 

2 设 人 BCCB， 苦 aeEU 人 3， 则 存在 O53 使 aE0. 因 0 是 开 
集 ， i 但 0CU 汉 ， 故 和 也 是 口 的 内 点 .而 区 
是 UU 令 中 任意 一 点 , 所 以 册 中 之 点 都 是 UU 台 的 内 点 , 故 U 窑 是 
开 集 . 

3” 设 46E 仓 , BE 信任 有 取 aE4NmB, 则 a 同 为 4 和 B 的 内 点 . 
时 见 存 在 ?90 全 (0)54055 明 如 六 有 加 的 内 次: 所 以 2 站 
B 是 开 集 . 中 

定理 2 如果 A4 和 5B 郊 是 用 集 ， 则 4UB 也 是 闭 集 ， 如 果 丈 
是 阁 干 亲 集 所 成 之 集合 类 , 则 站 有 也 是 闭 集 , 

证 明 ”要 证 4UB 为 子 集 ， 册 定义 须 证 《4UB)"° 为 开 集 ， 由 
对 偶 律 人 11 定理 1) 

(AUB):—A°NB:. 
再 由 假设 和 定义 2,， 汪 和 8° 均 是 开 集 .根据 定理 1 的 3", 和 站 BB* 
也 是 开 集 , 即 (4UB)“ 是 开 代 .同样 ， 
(NF = (NN {FF: Fes})e -Ut{F: FEF). 

由 假设 和 定理 1 的 2°,U {F*: FE 多 )} 是 开 集 , 所 以 门 窑 是 闭 集 . 

定义 3 设 4CRR， 叉 PER* 可 以 是 或 不 是 4 中 之 点 。 如 果 
对 一 切 7 守 0, 开 圆 B,CP) 中 除了 外 还 有 中 的 点 , 也 就 是 说 

ANMNB(PIN {PAL 


对 一 切 ”>0 成 并, 则 说 了 P 足 4 的 一 个 极限 点 如果 PE4， 又 不 是 
4 的 极限 点 , 也 就 是 说 , 存在 7 之 0 使 B,(P) 中 除了 DP 外 没有 和 4 的 点 ， 
则 说 了 P 缉 4 的 孤立 点 . 

例 3 设 


则 (C0, 0 十 4 的 极限 点 ,1 41) 是 4 的 扳 荆 点 ， 事 实 上 , 4 中 全 部 是 


加 了 和 


孤立 点 . 
34 中 的 点 或 在 4 中 , 或 不 在 4 中 ; 如 果 不 在 4 中 , 则 由 定义 必 
是 4 的 极限 点 ， 而 (4°)" 中 喷 无 4 的 点 ， 也 无 4 的 极限 点 .因此 
由 (了 ) 式 和 (2) 式 容易 知道 
4 二 4*U34=AU {pER*: 是 4 的 极限 点 }. (3) 
又 显然 ，4 的 靳 立 点 必定 是 和 4 的 边界 点 ， 所 以 34 中 有 两 种 点 ，4 
的 一 部 分 极限 点 和 4 的 全 部 孤立 点 . 
定理 3 
1。4° 是 开 集 , 4- 和 34 都 是 闭 集 ， 
2” 若 开 集 0CC4, 则 OCA4*， 因 而 4° 是 包含 在 4 中 的 最 大 
开 集 . 
3” 若 闭 集 fF 习 4, 则 24-. 因而 4- 是 包含 4 的 景 小 闭 集 , 
4”4 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 4 二 4-. 
5" 4 为 闲 集 的 充分 必要 条 件 是 4 含有 其 全 部 极限 点 . 
证 明 
1” 设 pE4"， 则 由 定义 存在 开园 B.(p)C4. 显然 ， 这 时 
B,(p) 中 的 点 莉 是 4 的 内 点 ， 即 B.(p)C4"， 因 此 Pp 是 4° 的 内 
点 ， 所 以 4° 的 点 都 是 4 的 内 点 ， 均 4* 是 开 集 ， 由 此 , (4")* 是 
开 集 , 再 由 (1) 式 即 知 4- 是 闭 集 ， 册 定理 1 的 22，4"U(A4")' 是 
再 由 (1) 式 便 知 34 是 闭 集 . 
” 设 开 集 OC4. 车 psO, 则 坊 是 0 的 内 点 ， 当 然 也 是 4 的 
有 即 PPs4*。 所 以 OCA®, 
3” 设 闭 集 F 汪 4， 则 C4 所 以 CF) "CC4)*. 但 严 是 开 
集 , 所 以 严 = (Bo9", 士 是 "CC4")"。 由 此 和 (1) 式 便 得 
FO(CA))=A" U34=A4A. 
4" 苗 4 为 团 集 , 则 4 就 是 包含 4 的 最 小 闭 集 ， 由 3°, 4=4-。 
反之 , 若 4 二 4-, 则 由 1", 4 是 闲 集 . 
* 253 。 


5” 由 4* 和 (3) 式 ,0 
习 


]。 回答 下 列 问 题 : 

(1) 任 给 集合 .45RS, 则 BR? 中 的 点 因 之 分 为 哪 兰 种 点 ?对 于 尾 何 集合 4 
R? 中 是 否 孝 有 这 渤 种 点 

(2) 和 任 给 集合 4 二 RR2, 则 有 34, 4 和 (4) “是 些 什 么 集合 ?EB? 用 这 些 集 
含 分 成 哪 三 个 部 分 ? 4 了 包含 十 此 中 哪 两 个 部 分 ?7 4C A 对 否 ? 4Cd4 对 否 ? 
94 二 4 对 人 省? 4 所 二 对 共 ?14C4 并 否 ? - 

《3) 竹 么 器 开 集 > 什 么 叫 冻 集 ? 是 否 有 个 开 不 闲 的 集 ? 为 什么 说 空 集 是 
开 集 ?为 什么 说 形 和 儿 是 两 个 既 开 双 闭 的 集 ? 

{4》 无 限 多 个 上 并 集 的 交集 是 否 还 是 开 集 ?无 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 否 还 是 


闭 集 + 
(5) 集合 4C. 袁 的 授 限 点 是 慎 么 意思 : 天 立 点 是 升 么 意思 ?此 外 还 有 浴 
有 第 工种 到? .4 的 朴 限 点 是 本 … 0 否 一 定 在 4 中 ? 
《61 324 中 在 鄂 荐 各 点 ? 4 的 极限 点 丰 舍 一 定 在 24 中 ?是 否 -- 定 在 契 中 


吗 ? 志 的 庆 立 点 下 下 一 证 在 324 中 * 是 Rs 有 4 站 94 中? 

C7) 由 的 点 或 为 4 的 点 ， 吏 为 二 的 摄 县 点 .对 否 ? 中 的 点 或 为 4 的 
措 限 旦 . 成 为 全 防 匠 实 后 好 队 ， 

(8) 为 什么 放 尺 切 下 集 5 为 们 么 过 4 是 闲 集 724 是 开 集 还 是 交集 ， 

(9) 代 纹 集 分 4 二 也 广 于 和 中 的 下 集 是 否 一 定 有 最 大 的 ? 包含 A 
的 开 集 是 否 一 室 在 舟 小 的 ? 世 会 十 六 四 的 闭 集 是 否 一 定 有 最 大 的 y 包含 4 
的 刚 集 足 盘 一定 有 取水 的 ? 

(10) 二 全 用 加 各 攻 概 眼下 才 达 出 保 的 堪 空 ? 

(11) 有 4 胃 半 人 入 的 完 归 生生 旺 3.1 二 .it， 计 和 污 ? 4 为 开 集 的 充 讽 条件 证 
924 一 渐 、 对 在 ” 

C2) 3092) 94 对 再 ?7 24934) 34、 对 答 ? (7) 二 4 ,对 否 ? 

2。， 指出 于 六 谨 售 二 的 二 .24,4-， 设 

(1 4 六 恩 有 限 昌 ， 


2 
(3) A= {x, I: Oy<r+1, 2>—1}, 


以 上 集合 哪个 是 开 的 ”哪个 足 闭 的 ? 哪个 是 不 开 不 闭 的 ? 

3。 证明: p6E4 所 冯 及 (p) 门 4 关 下 对 一 雪 了 >0 成 立 ， 

4. 证 明 :34= 4 Pd) =4- 由 (A")". 

53。 证明: 4 ”一 4 

6 证明 4 的 极限 点 售 是 闲 集 . 

7， 证 好，《(4UB) -4UB-, (dB) =4°1B*. 

8， 作 出 六 集 4 4 … 后 ,U4 一 B: (0); 

作出 开 集 4， 4 … 使 们 4, 一 B,(0) 

9 证 明 (n40 Sn， 介 47 避 4 

举例 说 明 千 式 不 一 定 成 立 . 

10， 设 Px. 办 =x，P 仙人 敌 “ 投 影 算 子 "证 明 ， 若 4 呈 R?: 是 开 集 ， 则 
已 (有 四 是 至 中 的 开 集 ， 举 出 例子 : 4 4 亲信 ,而 P(J) 不 是 采集 

11， 设 4C 下 、 汪 明 : 

(1) 4 和 和 都 蚌 开 焦 , 当 且 仅 当 妆 一 吾 或 4 一 迪 . 

(2) 24 一 ZB <->4=R 或 4=%. 

12. 设 4CRz 证 明 上 题 . 


§2.2 ?的 完备 性 
在 RB 环 我 们 春 到 数 多 有 很 大 的 作用 , 同样 在 R? 中 “点 列 ” 阳 有 有 
很 大 的 作用 .和 数列 一 样 ，R? 中 的 一 个 点 列 就 是 一 列 按 序 排列 
的 后 : 
Pi, Pp, . (1) 
我 们 把 它 简 记 为 (pwn) 或 (ps)， 它 的 各 项 可 以 重复 ， 怒 不 间 的 项 
可 以 是 同一 点 .加 此 把 它 看 成 一 个 点 集 


ip, p;, “0 } (2) 
时 , 其 中 可 能 丰 无 限 全 点; 可 能 只 有 有 限 全 点 ， 这 时 它 是 一 个 有 限 
集 . 然而 作为 点 列 , (1) 有 有 无限 多 项 . 


定义 1 设 有 点 列 (1)}。 如 果 有 一 上 感 4a， 使 得 任 给 >>0, 存在 
n.EN, 3 n>n. 时 
二 也 万 鲁 


| 也 一 @ 一 se， 
也 就 是 当 # 疡 x 时 PnEB8.(9)， 则 说 a 为 态 到 红 ) 的 极限 ; 记号 与 
数列 和 极限 相同 , 记 六 
in pa —a. 
这 时 称 点 列 《1) 为 收 但 的 , 否则 (1) 俐 是 发 散 的 . 
定理 1 点 列 (pi) =((zs,Ya)) 收敛 于 点 Q=(&, JB) 的 充分 
必要 条 件 为 


lim > =&, lim 2 一 用， 
卫 史上 十 oo % FT 


证 明 因为 兴 2sw 时 
"pa—al=~v (zo-g)2 十 (9 一 有 2， 
所 以 
[za —al lp -al: lr — gl+ |yr— BI!, 
[ys -B'S |pa -Ql lra—al+ ly —Bl. 
这 全 证 明了 和 定理， 了 


例如 因为 lim -==0， limx % 一 1, 所 以 
lim( 二 ， Y/R)=(0.1). 

我 们 应 特别 注意 ， 上 总 列 的 极限 和 点 集 的 极限 点 是 两 个 不 同 的 
概念 ， 如 果 点 列 (1) 收 钱 于 点 @, 点 a 未必 是 点 集 (2) 的 极限 点 .从 
如 [ 坊 到 

pb, Ee (1, 1), nEN 
显然 收敛 于 霹 (1,1)， 但 相应 的 点 集 (2) 这 时 上 只 有 一 个 扳 涝 态 (1， 
1)， 反 之 , 如 理 点 集 (2) 有 极限 点 a， 点 列 (1) 术 必 收 僵 于 Q， 这 只 
这 铬 点 到 
p, =—((— D" 十 工 ， 中 n€EN. 


中 28 


此 时 相应 的 点 集 (2) 有 两 个 极限 点 (1, 0) 和 (一 1,0), 它们 都 不 是 这 
个 点 列 的 极限 . 

如 有 果 操 列 (1) 收 人 鳅 于 点 49， 卫 有 无 限 多 个 nSN 使 p, 关 9, 则 显 
然 @ 也 臣 点 集 (2) 的 极限 点 、 反 之 ， 如 果 一 个 点 集 4 有 极限 点 a 
则 易 见 4 中 一 定 有 点 列 收敛 于 a。、 因 此， 由 2 工 定理 3 的 5” 我 
们 得 
定理 2 4 性 RR 为 团 集 的 充分 必要 条件 是 ， 苦 4 中 的 点 列 
《 思 思 ) 收 化 于 一 点 o 则 ns 4， 

岂 定 理 1, 从 下 的 完备 性 可 得 RB 的 完备 性 . 我 们 先 给 出 定义 : 

定义 2 设 有 点 列 PrEBR*, REN。， 如 果 对 于 任 给 之 0， 存 在 
REN, Wn, mR, 时 

|ps—pnl <e, 

则 说 (p,) 是 一 基本 点 列 或 Cauchy 点 列 , 

和 定理 1 同样 推 继 可 得 


外 定式 1 和 定理 3 又 得 

定理 4 点 列 (bx) 履 敛 的 充分 必要 条 件 为 (ps) 是 一 Cauchy 
战 列 . 

注 定理 的 充分 性 就 是 R? 的 完备 性 ， 因 此 , R? 是 完备 的 ， 

设 ACR, 记 

diam.4=sup{jp—al: p,qs4}, 

财 骸 点 集 了 的 直径 . 

定理 3 (G. Cantor) 设 了 性 沪 是 一 “ 韭 增 ? 闭 集 序 列 ， 
且 了 ,关怀 (EN)， 著 


lim diamF ,= 0, 


Li dd 


.29 +。. 


则 五), Fs, … 有 唯一 的 公共 点 ， 即 门卫 , 是 一 独 点 集 . 


证 明 因为 了 都 不 空 , 所 以 对 于 每 一 个 nEN 可 得 一 点 psE 

坟 s, 于 是 得 一 成 列 (ps)， 因 为 (F,) 非 增 , 所 以 
{ps, pp， NEN, 
因此 当 m 之 x 时 
[ps— pm!l<diamF.—0 (n> 十 00). 

即 (p;) 是 一 Cauchy 点 列 ， 故 必 收 部 于 一 点 4， 但 及, 都 是 财 集 ， 
而 当下 六 2 时 PiEF,， 所 以 aEFs 对 一 雪 nS&N 成 立 ( 定 理 2?， 即 
aS 门 下 


EN 


和 如果 又 有 BE 人 Rs 则 a, bE 对 一 切 nEN 成 立 , 因此 


ED 


lb—al<diamP, 


对 一 切 n&EN 成 立 ， 令 n>-+co， 由 所 设 便 得 =a 即 门 了 ,= 


nN 


{d} 是 一 独 点 集 ， 0 


习 题 

1。 于 答 下 多 向 题 : 

《LI) 何谓 点 列 极限 ? 点 列 收 茂 与 战 列 的 坐标 有 何 关 系 ? 

《2) 点 列 级 限 辟 大 一 定 是 点 询 的 相应 皮 集 的 极限 点 ? 点 到 极限 是 相应 
点 集 的 胡 限 点 芍 庆 分 必要 条 作为 阿 ? 

03) 乌 集 钧 极限 点 是 否 一 定 是 点 集中 一 个 点 列 的 报 限 ? 反之 对 本 ? 

《4) 如 何 用 点 到 极限 训 达 闭 集 的 慨 念 ? - 

(5) 何谓 RR 的 完备 性 ? 瑟 的 完备 性 源 吕 何 处 ? 

(6) 定理 5(G. Cantor) 对 应 于 第 四 章 中 什么 定理 ? 

(7) 非 增 闲 集 序列 的 交集 是 否 一 定 非 空 ? 
@ 也 De 


2 证 明 4C. 嫩 是 闭 集 的 充分 必要 条 和 件 为 4 是 完备 的 , 即 4 中 前 Cau- 
chy 点 列 一 定 收 化 于 4 中 某 点 ， 

3， 根 设 G. Cantor 定理 成 立 , 试 内 此 证 明 8&? 的 完备 性 . 

4， 设 4, BCR， 证明 :车 4, B 起 开 集 ， 则 A4XB 是 开 集 车 4,B 是 闭 
集 , 则 4XB 是 闭 集 . 


§2.3 紧 致 性 

我 们 在 第 四 章 中 已 经 知道 闭 区 间 [e, 5] 是 紧 致 的 , 现在 我 们 要 
进一步 研究 , 欧 氏 空间 中 什么 点 集 是 紧 致 的 ， 

定义 1 设 4CR2 从 是 R?* 中 车 干 开 集 所 成 之 集合 类 ， 若 
U 多 二 4, 则 说 多 是 4 的 一 个 开 材 盖 ， 或 说 多 “覆盖 ”4， 如 果 在 4 
的 每 -- 个 开 杆 著 各 中 都 有 有限 的 子 类 {C.，Go pv, G 覆盖 4， 
则 称 4 是 紧 致 的 . 

定理 1(Heine-Borel) ACR? 沪 紧 致 集 的 充分 必要 条 件 是 
4 为 有 界 闭 集 . 

证 明 ( 必 归 性 ) 设 4 为 紧 致 集 ， 考虑 以 原点 0=(0,0) 为 
中 心 , 以 nSN 为 于 答 的 开 圆 族 厄 二 {Bs(0): nnEN}. 因为 山 次 二 
R? 汪 4, 所 以 多 是 4 的 一 个 开 覆 盖 ， 由 假设 ， 绍 中 有 有 限 个 开国 
五 (0),…, B,(0) 覆 访 4 所 以 下 (0) 忆 4 上 放 4 有 界 . 

再 证 4 是 闭 集 ， 只 更 证 4 是 开 集 . 设 pE4*， 对 于 每 一 点 
qE4 必定 存在 充分 小 的 开园 B,C(q) 使 得 B,(q) 站 B,Cp)= 二 GY， 所 
有 这 种 开罗 的 爹 体 覆 盖 4, 由 假设 , 其 中 存在 有 限 个 开 圆 B,,(q1)， 
…，B,,(qs) 猎 盖 4 因为 B,.(9) 站 B, (Pp) = (i=1，…，)， 
所 以 

Us) 和 v= fp) 


不 相交 ， 所 以 4m= 你， 因此 pSEVUCAh*. 但 局 是 一 开 集 (8§ 2. 1， 
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定理 1,3*), 所 以 pE(49*， 改 4 是 开 集 ， 
(充分 性 ) 设 4 为 有 界 困 集 , 多 为 4 的 任 一 开 覆 盖 ，( 反 证 ) 
设 多 无 有 限 的 子 履 盖 ， 作 一 六 第 形 7 二 4( 图 17)， 将 了 等 分 为 四 


个 闭 矩 形 了 .72,73,， 则 了 站 4(i==1, 2,3,4) 中 至 少 有 一 个 ， 设 
为 1 站 4, 不 能 被 你 的 有 限 了 类 禄 盖 ， 改 记 攻 =1' 将 7 有 斑 竺 
分 为 四 个 闭 短 形 ， 又 可 得 出 -个 闭 和 矩形 7?C7Y, 714 不 能 被 
多 的 有 限 子 类 覆 膏 ， 如 此 下 去 ， 便 得 一 - 非 锚 闭 算 形 序列 1 二 
7 十 …， 每 一 个 7 站 4 都 不 能 被 多 的 有 限 子 类 覆盖 , 当然 都 非 
空 ,并 且 limdiam7m 一 0， 内 $2,2 定 理 5， 门 1 中 ={a}. 显然 
4 中 有 点 列 收 化 于 a， 因 4 是 闭 集 , 所 以 ae4， 于 是 在 弥 中 应 有 
一 开 集 G 使 asG， 因 GQ 是 开 集 ， 当 % 充 分 大 时 应 有 7mCG， 于 
是 得 7 A4CG， 这 是 六 盾 .， 上 

定义 2 设 4C RR， 如 果 4 中 的 任 一 点 列 丝 有 收 全 的 子 列 收 
钙 十 44 中 的 点 , 则 称 4 为 到 紧 的 . 

定理 2 。 4C R? 为 列 紧 的 充分 必要 条 件 总 4 为 有 界 闭 集 . 

证 明 (必要 性 ) 车 4 为 无 界 ， 则 易 知 4 中 必 有 无 收 敏 子 列 
的 点 列 ， 故 4 不 能 是 列 紧 的 . 车 4 非 闭 集 ， 则 和 4 中 有 一 点 列 (P:) 
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收 钱 于 一 点 ae4(8 2.2 定理 2)， 当 然 (Pp,) 的 一 切 子 列 也 都 收 纹 
于 a, 然而 a 4, 故 寻 也 不 能 是 列 紧 的 ， 这 就 证 明了 必要 性 ， 

(充分 性 ) 设 4 为 有 界 闭 集 ，( 反 证) 设 4 不 是 列 紧 的 ， 则 在 4 
中 有 一 点 列 (pa)》 励 收 化 于 4 中 之 点 的 子 列 ， 因 此 对 于 笑 一 点 aE 
4 一 定 有 一 开 辐 8,Cq)， 贺 中 最 多 只 售 (P;) 的 有 限 多 项 ， 这 些 圆 
覆盖 4, 由 定理 1， 有 有 限 多 个 圆 B,, (a1),…, B., (am 收益 当 
然 也 窗 赣 (Pn)， 这 昂 然 是 矛盾 .1[ 

注 显然 ， 有 界 闭 集 列 紧 备 价 于 有 界 点 列 有 收敛 站 列 。 由 于 
在 欧 氏 空间 中 ,点 列 具 有 特别 重要 的 作用 , 因此 我 们 往往 应 用 列 紧 
性 , 卫 有 和 质点 列 丰收 敏 子 列 , 而 较 少 地 应 用 紧 致 性 . 

以 上 我 们 看 到 ， 

忆 的 完 苛 性 一 >Cantor“ 辣 焦 套 ”原理 =>> 有 界 闭 集 紧 
臻 一 > 有 界 闭 集 列 紧 ( 右 界 点 列 有 上 收 化 子 列 ). 

容易 证 明 ( 习 题 ): 

有 界 点 列 有 收 伍 子 列 一 他 嫩 是 完备 的 . 

所 以 这 四 条 命题 是 杠 互 等 价 的 ， 因 此 说 的 古 同 一 件 事 情 ， 这 
是 实数 连续 性 在 R? 中 的 反映 . 


习 题 

J， 回答 下 列 后 题 : 

《1) 集合 4CR? 为 紧 到 的 是 什么 意思 ? 为 列 紧 的 是 什么 意 轧 ? 二 省 者 
等 价 于 什么 ? 

(2) 集合 4 站 刚 紧 是 什么 意思 ? 

(3) 为 什么 汶 有 界 闲 集 记 紧 等 价 于 有 界 点 列 有 收 化 于 列 ? 

(4) RR? 的 完备 性 有 了 蛙 些 竺 价 命题 ? 

2， 武 从 有 界 点 列 有 收 敏 子 庆 证 明 好 的 完备 性 ， 

3， 没 也是 投影 算 了 于 (82.1 习题 10), 4ACBR: 是 紧 救 集 ， 证 明 P(A) 也 是 
紧 数 集 . 

ss 33 4 


4 设 4,BCR 证 明生 X 召 为 紧 致 集 的 光 分 必要 条 件 是 丸和 如 都 是 紧 
致 集 ， 

5， 设 4ACCR? 是 紧 玫 的 , 允 是 4 的 一 个 开 扩 盖 .证 明 : 存在 4 之 0, 普 BC 
4, diamB-<4, 则 存在 CE 终 使 万 二 @G、， 4 叫做 多 的 一 个 “ 工 ebesgue 数 ”. 

6， 证 时 4 己 R? 为 紧 致 的 充分 必要 条 件 是 : 荐 球 是 BR? 中 的 一 个 闭 集 类 ， 
有 4NCN 7) 一 多 , 则 有 4 4e 味 使 4 有 (站 4 ) 一 区. 

7， 帮 果 4c 的 每 一 个 元 穷 广 集 普 生 中 部 有 一 个 极限 点 ， 则 说 4 是 
“Frechet 紧 ” 的 . 证 明 在 Fr? 中 Frechet 昌 与 列 革 (从 而 与 紧 致 ) 是 等 价 的 . 

8。， 设 (pn 为 有 界 点 列 ， 证明: 如果 (pa 的 一 田 收 合子 列 均 收 化 于 a 
WN limp, = a. 

9， 设 及 CR 为 紧 怪 集 ， 共 中 任意 不 同 的 二 点 p 和 49 之 凌 p 一 g 均 非 形 
如 (2mzr, 2RT) 的 点 (IR,R 为 整数 )}， 证 明 存 在 开 集 UK 使 得 映射 (2, 拉 上 一 > 
(eosz, siny} 在 U 上 为 单 射 . 


$2.4 连通 性 

在 第 … 册 中 我 们 看 到 ， 一 元 微 积 分 的 命题 都 号 在 区 间 上 建立 
起 来 的 区间 的 一 个 特点 是 有 “连通 狂 "， 厅 断 开 .在 本 (同样 在 
RR") 中 也 有 具有 连通 性 的 点 代 ，- -部分 多 元 微 积 分 的 命题 只 在 有 有 
连通 性 的 点 集 二 成 并. 

定义 工 虑 集 广 CE 连通 的 意思 是 说 : 芭 呈 -= 如， 其 中 
4 和 如 为 不 由 交 的 间 空 集 ， 则 或 者 4 含有 有 五 的 极限 点 , 或 者 号 含有 
4 的 极限 点 ， 也 试 是 说 ,4 门 B 和 447 人 间 B 至 少 有 - 非 空 ， 连通 的 
开 集 叫 敌 区 域 ， 区 域 的 闭 包 叫做 闭 域 . 

但 对 于 开 集 来 说 ， 连通 性 示 有 另 一 种 炎 达 形式， 这 DCER?* 是 
一 开 集 ， 刀 果 吾 可 以 分 为 两 个 不 社区 的 正 空 开 集 志 并 :已 一 UP， 
旭 因 和 4 中 的 点 都 是 半 的 内 点 . 吾 中 的 点 都 是 吾 的 内 点 ,于 是 4 中 无 
B 的 极限 点 ,BB 中 尤 4 的 极限 点 ,所 以 隔 是 不 连 首 的， 反之 , 如果 
是 不 连通 的 ， 则 存在 不 相交 的 非 空 集 4 和 8 使 D=4UB, 且 4 中 
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无 召 的 极限 点 ,好 中 无 4 的 极限 点 , 显 见 4 和 B 均 是 开 集 ， 因 此 我 
们 得 到 : 
定理 1 设 DCR 是 一 开 集 ， 则 了 DD 为 连通 集 ( 即 为 区 域 ) 的 充 
分 必要 条 件 是 了 不 能 分 为 两 个 不 姐 交 的 非 空 开 集 之 并 . 
§ 2.1 习题 11(1) 说 的 就 是 实数 空间 五 的 连通 性 , 这 是 实数 连 
续 人 性 的 又 一 个 等 价 命题 . 同样 可 知 ， 一 切 区 间 {CB 都 是 连通 的 . 
§ 2.1 习题 12 说 的 是 平面 R? 的 连通 性 . 
为 了 判别 一 个 点 集 是 否 连通 ， 我 们 再 引进 一 个 更 为 直观 的 连 
定 尽 2 设 8C Re 如果 对 于 任何 两 点 pp，9sEB8， 邦 有 一 条 
“连续 井 线 ?2 握 百 联结 疡 和 9, 九 说 点 集 召 足 道路 连通 的 .也 就 是 
说 , 的 方程 是 
rT—wp(t), y=$t), teLo,b), 
其 中 和 都 是 [rx，81 上 的 连续 函数 ， 当 iE[a，Bj 有 时 (gp(1), 
pIENDEBR, HE 
(pla), #0)) =D, (PB), $60))=qg. 
由 区 间 的 连通 性 易 知 
定理 2 道路 连通 集 都 是 连通 集 ， 
证 明 设 ZCR* 是 道路 连通 集 ， 设 吾 = 4 好 其 中 4 和 至 为 
不 相交 的 非 空 集 ， 在 4 中 任 肥 一 点 自 , 在 吾 中 任 取 一 点 9, 则 在 定 
义 1 中 的 曲线 工 联 结 记 和 9， 这 
T={tE[la, Bb]: (p(t), p(t) EA}, 
A={tEfa,b]: (g(t), bt) EB}. 
则 信和 4 为 不 相交 的 上 峰 空 集 ， 且 [a, 如 = 个 U4， 由 区 间 的 连通 
性 ,不妨 设 厂 中 有 一 个 4 的 极限 点 c<， 则 由 gp 和 的 连续 性 易 见 ， 
半 中 有 BB 的 极限 点 (pg(e), (ec))，、 所 以 如 是 联通 集 . 中 
由 此 又 知 , 道路 连通 的 开 集 都 是 区 域 . 例 如 


BR?, Bp), {rER: a<r<b), (rs DEER: 3 产 0} 
都 是 道路 连通 集 ， 前 三 者 是 区 域 ，{a}* 也 是 一 个 区 域 . 直线 了 己 
R? 的 一 边 也 是 区 域 . 但 天 不足 区域 , 因为 它 显然 没有 连通 性 . 
下 面 我 们 再 介绍 一 个 识别 平面 区 域 的 命题 ， 
定义 3 ”如果 平面 曲线 /可 以 天 示 为 
=p(1). y=- pi), ai<， 
且 当 如, bE [Lg, 有 二天 加 有时 
(PED, EEN ECP), pH)), (1) 
(三 2 无 * 重 点") 则 称 7 为 -条 简单 昌 线 ， 如 果 
(pla), pla)) = (PB), p(B)), 
而 当 二 ta€E (2 )， 和 了 关 t 时 (1) 式 成 六 (好 除 起 点 和 终点 重合 以 
外 ,没有 共 它 重点 ), 则 称 ?7 是 一 条 “ 寺 闭 "的 简单 动 线 ， 连 续 的 ( 封 
闭 或 不 封 闷 的 ) 简单 曲线 半 做 Jordan 曲线 . 
定理 3 如 果 1CER? 是 ~- 条 封闭 的 Jordan 邮 线 ， 则 为 西 
个 不 相交 的 区 域 ， 一 个 是 右 界 的 ， 训 做 的 * 内 部 ”3 一 个 吓 无 寞 
的 , 叫 知 二 的 “外 部 (图 18). 


图 18 轩 19 
这 个 命题 在 直观 上 息 韭 党 济 楚 移 , 但 还 明 殊 难 , 不 属 本 书 的 范 
园 , 故 巾 ， 
像 图 19 中 的 封 团 曲 线 , 其 余 集 就 不 是 两 个 区 域 ， 它 有 一 个 重 
PD. 
ae 3G se 


习 题 
1。 人 回答 下 列 问 题 : 
(1)》 何谓 过 通 集 y 何谓 区 城 ? 
(2) 如 何 江 过 开 集 的 迹 通 性 ? 
(3) 为 什么 五 中 的 区 间 是 连通 的 ? 
(4) 坦 路 连通 性 与 过 通 性 有 何 尖 系 ? 
《5) 道路 连通 的 开 集 是 不 是 区 城 ? 
(6) 何谓 简单 出 线 ? 何谓 Jordan 出线 ? 
(7) 封闭 的 Jordan 抽 线 将 平 区 R: 制 开 成 两 个 何 种 点 集 ? 
2. 证 明 : 阁 吾 为 连通 集 , 则 吾 -也 是 连通 集 ， 
3. ean it nl 
4， 举 出 一 连通 集 吾 . 具 召 -不 是 道路 连 膛 的 .因此 连通 混 并 不 都 是 道路 
5。 证 出 : 者 7C 吾 是 连通 集 , 则 了 是 一 区 周 . 


党 过节 连续 困 数 

$3.1 区 数 极 限 

Re tle 

定义 1 设 DCRf 了 : D> 是 一 个 二 元 函数 ; po = {xo, Yn) 
是 上 D ee 又 4 号- 一 数 。 如果 对 于 任 给 =s>0, 存在 56 汪 0， 
Ap={r, ED EOLIp- pol<6H 

[fpP)— A|=1f(,9)— Al<e, 
则 说 了 在 点 ps 有 极限 4, 记 为 
bin f(Pp)=4 

或 
ps f(z, y#) = lim flz, 9) := A. 


rr, Yi 


这 个 极限 也 常常 册 做 “二 重 极限 ”. 
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我 们 看 到 ， 二 元 图 数 ( 三 元 函数 和 印 元 国 数 ) 与 一 元 图 数 极限 
的 定义 胡同 , 因此 有 关 极 限 的 性 质 也 相同 , 这 里 不 再 细 述 . 


例 1 设 /人 z, 妇 一 二 所 (z 妇 天 (0,0)。 求 极限 


Ty 
im f(x, 8). 
解 ” 我 们 看 到 , 函数 在 点 0 无 定义 , 但 0 显然 是 节 的 定义 域 
的 极限 点 ， 因 此 我 们 可 以 考虑 了 在 点 0 的 极限 ， 六 为 当 《〈z, 站) 了 
0 时 


zy lzy|. 2lzy| ~ |xy| 
0 Ty 2 I? Ty 2 3 


任 给 =s>>0, 只 须 取 6.=~v2e， 册 当 0<j(z, 力 一 00 = 二 | (x. 站 1<6, 
时 [zx| < [gy! 6,, 所 以 


~ Ty 
Oc =€ 
由 定义 , limf(z, 9) 二 0， 
yO 


我 们 讨论 一 元 函数 有 时， 定义 域 都 是 区 间 ， 儿 乎 不 考虑 其 它 点 
集 ， 而 现在 讨论 二 元 函数 的 定义 域 既 然 已 是 一 般 的 点 集 D， 自 然 
就 可 以 考虑 了 DD 中 的 各 种 袜 集 ， 因 此 在 考 虚 (Pp) 当 “ 动 点 ”DP 变动 
时 的 极限 ， 就 可 以 性 虑 点 了 P 存 品 中 沿 各 种 不 同 子 集 去 接近 po 这 
是 其 一 ， 其 二 ， 当 点 户 = (7, 四 接近 点 bo 一 (ze， go 时 坐标 二 和 #y 
分 别 同 时 地 接近 ze 和 yo, 因此 我 们 还 可 以 考虑 和 和? 乡 按 先后 次 序 
分 别 接近 ze 和 加， 由 以 上 这 些 考 虑 , 我 们 如 出 下 列 二 注 . 

注 1 设 函 数 f 的 定义 域 为 DCR”, X lim fp) 二 4. 如 果 
ZCD, 下 加 是 的 极限 点 (图 20)， 则 limf(p) 二 44， 这 个 极限 的 

pert 

意思 是 把 定义 1 中 P 的 “活动 范围 "从 DD 限制 到 DD 中 的 1 上， 也 就 
是 说 , 视 了 的 定义 域 为 { 则 了 在 po 的 极限 也 是 4. 


P 8 ? 


注 2 二 元 函数 除了 了 上面 的 
二 重 极限 lim Fz ,的 以 外 ， 还 有 


一 种 极限 , RU 做“ 累 次 极限 ”， 是 
lim Mi fx, y), 


3 屯 94 工 字 


本 lim fr, y). 


第 一 个 极限 的 态 思 是 ， 先 国定 了 图 20 
计算 当 z 一 ze 电 了 (zz 的 极限 :也 就 是 计算 一 元 基数 f(', 阴 在 zo 
的 报 限 ， 这 个 仆 限 外 数 
P89) = lim flr, y). 

再 计算 当 3-> 加 上 时 29 的 极限 ， 也 识 是 再 计算 函数 mp 在 ?go 的 
极限 : 

a p(y) = Mim an f(x,y), 
间 样 理解 第 汪 个 累 次 极限 ， 必 须 注意 ， 二 重 极 限 和 累 次 极限 是 不 
同 的 概念 。 二 和 恒 极 限 和 两 个 累 次 极限 ， 三 者 中 一 个 或 两 个 存在 不 
能 导致 共 余 的 极限 也 存在 . 


例 2 讨论 函数 人 D> 二 天 在 原点 的 二 重 极限 和 轩 次 


极限 ， 
解 因为 (图 21) 


故 由 上 迈 的 注 1, 二 重 极 距 不 作 在 . 
但 两 个 款 次 极限 部 存在 ; 图 21 
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py 


TY 


Himlima mlm ry 0 
例 3 研究 两 数 (z, 妨 F->gysin 二 在 原点 的 二 重 极限 和 累 次 
极限 . 
解 ”因为 
加 
_ ysin 二 | (x0), 
所 以 
lim |ysin 二 一 0 
3 一 昌 
又 累 次 极限 


] 
limlimysin ~—* 0. 
20n74 0 下 


晶 另 一 个 累 次 极限 显然 不 存在 ， 
最 后 我 们 后 用 一 个 例子 求 说 现 
lim f(p), lim fz, 27 


lpll?+ 忆 
y+ 


等 极限 . 
例 4 ”计算 极限 Um zye 3 
解 ”因为 


| 5 E42 1 


Ea Tey te [ay 


见 所 求 极限 为 0。 吊 


习 题 
1、 回 答 下 列 司 题 : 
一 元 的 数 的 极限 是 怎样 定义 的 ? 
。 了 D 。 


(2) 何 亩 巢 次 极限 ? 黑 次 极限 和 二 重 极限 的 存在 性 是 否 相互 依赖 ? 
(3) 一 重 极限 dim ft, 妨 一 4 的 定义 是 否 可 改 述 为 : 任 给 e 之 0， 存在 


620, Orr | ,01gy—yol<6 fH (rED NH 有 
lf tz, 1—Al<e. 
人) 设 lim et 人 = 机 又 flz 护 =g(z) 对 一 切 z 9 成立， 则 


lim f ix, y) 一 ? 


(5) 如 轴 对 杆 一 切 道 过 a 4， 是 否 有 
limf (p)=4A? 

(6) 如 何 定义 极限 lim f(z, 维和 el y)? 

2. 讨论 下 列 函 数 i 0) 的 二 看 极限 和 累 次 极限 设 

(1) fiz, ¥) = (2) fr +sinl ein 


3， 证 如 妈 果 二 元 商 数 存 一 点 的 二 重 极限 和 累 次 极限 均 存在 ， 虽 必 相 


4， 设 是 定义 在 也 = 形 上 的 一 元 国 数 ，Pe 是 轧 的 极限 点， 证明 : 
lim f(p) -…4 的 充分 必要 条 件 是 对 于 史 中 -- 切 收敛 主 me 的 号 列 lpn? 均 有 
lim f (pn) =4. 
5， 试 建立 偶合 国 数 求 极限 的 命题 . 
6 计算 下 列 昧 次 极限 : 


村 
a 


2 
(1) Umlimss 
Ir+wy rw 


(2) Um lim Tr > , 交换 次 序 ; 


交换 次 序 ; 


(3) sin 
i a TT 


(4) limtim.tg 2 交换 次 序 。 
roy+m 人 ty lxy 


7, wg 


二 z+y 
(1) li ee re (2) = a 


® 41 ae 


《3) iim (4) lim (z+ + )e- e+, 


T+ 


y+a 电 汪 二 的 
2 Ke I® 。 2 
er (0) lm (FP) 
3+%m 下 
、 In (z+e’) 


(7) lim 
pe 


上 rt +y ” 
8。 设 9.b,IER" 讨论 下 列 极限 : 


(gar) (br) 。 Nz—all 
1 i mp 2 1 ~ 
(1) lm; | 


9， 设 lim gp(y) 二 4,1im 功 (x) 二 0, 且 在 (zo, Yo} 附近 有 
Yo#o | 


[fz, -~ pO) [REY ). 
证 明 1im f(x, =4. 


Fyo 


$3.2 函数 和 映射 的 连续 性 
对 于 任 准 -个 集合 DPC 下 , 呈 中 的 点 不 一 定 都 是 六 的 极限 点 ， 
因此 我 们 应 该 用 e-6 语言 ， 测 不 能 单 用 极限 式 来 表达 一 个 函数 在 
D 上 的 连续 性 . 
定义 1 设 DCERS,f: D>R，pPpo5SD， 如 果 对 于 任 给 2 守 0， 
存在 6.>0, 当 p&D 上 Ip 一 ps] <G. 于 
| ACP) -fpo) | <e, 
则 说 乓 数 f 在 点 po 连续 ， 如 果 了 在 忆 上 每 一 点 都 连续 , 则 说 了 在 
上 连续 , 了 为 连续 函数 ， 
由 定义 知道 , 些 po 是 DD 的 极限 点 , 则 当 且 仅 当 
Vim fp) =f(po) 


时 了 在 po 连续， 如 果 po 是 的 弧 立 点 , 则 一 定 是 了 的 连续 点 . 

沟 然 -2 元 函数 迁 续 的 定义 与 一 元 函数 相同 ， 因 此 连续 函数 的 
一 些 简 单 性 质 ( 连 续 国 数 经 过 四 则 运算 仍 得 连续 函数 , 经 过 复合 也 
* 42。 


得 连续 函数 等 ) 与 一 元 函数 一 样 地 成 立 . 


例 1 设 f(x,) ~ 和 s， 讨 论 卫 数 开 的 连续 性 . 


解 函数 是 由 沙 数 (f， 维 路 >z? 和 (x, 维 路 > 扩 经 四 则 运 
算 而 得 的 , 而 这 两 个 阔 数 显然 都 是 处 处 连续 的 , 故 了 在 其 定义 域 D 
二 {(7,V): (2,9) 玫 0} 上 是 连续 的 ,事实 上 , 当 (zo, go) 天 (0, 07 时 


lim xf? .+ lim 多 2 


Ds EE NN 
LE XY lm z2 十 zy 
To 


如 果 补 充 定义 1(0,0) =0， 则 由 $ 3.1 例 1 在 整个 BR* 上 是 连续 
的 .中 

例 2 设 f(z,y,z) 一 sin (zy 十 x)、 证明 尔 数 在 RI 上 是 连 

证 邻 g(z,9,z) 一 xy 十 z, 则 同 例 1 的 讨论 一 样 ,函数 g 在 R? 
上 是 连续 的 ， 再 令 (1) 一 sint， 则 函数 在 瑟 上 是 过 续 的 。 所 以 
复合 阅 数 1 二 hog 在 RB? 上 是 连续 的 .中 

注 苦 一 元 靖 数 了 在 一 点 〈zo，3o) 连 续 ， 则 显然 两 个 一 元 的 
“边缘 ` 国 数 f(' ,40) 和 f(zxo,-) 分 别 在 z 和 yo 连续 ， 但 是 ， 反 过 
来 由 $ 3.1 注 2 可 知 ， 从 边缘 函数 了,y) 和 了 (zx,:) 的 连续 性 , 不 
能 得 出 -元 晴 数 f 的 连续 性 .下 面 邑 是 一 例 . 


例 3 设 
0.0 
二 | 
0， 人 六 =(0,0). 
研究 隙 数 ff(-,9) 和 了 (x) 的 连续 性 . 


解 ” 因 为 
limf (2, 四 =0=/(0,9), 3 天 0 
lif (2, 0) =0=f(0, 0)， 


A433» 


所 以 对 一 苇 y€E8 国 数 f(', 办 在 2 二 0 是 连续 的 .这 个 函数 在 其 它 
点 上 同样 也 是 连续 的 ， 即 对 一 切 yER 边缘 凌 数 f(, 四 在 呈 上 是 
连续 的 ， 在 阅 数 了 的 定义 中 x 和 3 是 同等 的 所 以 对 一 切 YE 有 边 
缘 函 数 f(z, :) 在 情 上 也 是 连续 和 的， 但 函数 了 在 (0，0) 不 连续 ， 
为 
tant; f(z, ) = 

对 于 不 同 的 天 有 不 回 的 值 . 昌 

定义 2 设 DCR’,f: D->R， 如 果 任 给 ce 半 0， 存 在 5.>0， 
当 p, PED, 1p1— pt<6, 时 

[fC(p) —f (pz) |<s, 

则 说 (在 D 上 ) 一 致 连 续 . 


例 4 设 了 zz 女王 


域 上 ) 不一致 连续 . 
证 明 因为 


二 ; 和 十 振 天 0 证明 国 数 了 (在 其 定义 


lf(z, 2) —f(z, 0) |= 亏 


当 xz 关 0 时 成 立 , 而 
lz, 2) — (Cz, 0) b= |x| 

可 以 任意 小 , 显然 了 不 一 致 连续 ， 喇 

以 上 关于 函数 极限 ,连续 与 一 至 连续 的 概念 同样 适用 于 (从 R” 
到 8” 中 的 ) 映 射 . 

定义 3 设 DCR"”，f; D>BR"* 又 x 中 是 吕 的 一 个 极限 点 . 
设 aeR"， 和 如 果 任 给 e 汪 0， 和 在 在 5.>>0， 当 0<1z~z 中 1<6, 且 
ED HY 

fz)—al<e, 
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则 记 
lim f(%)=a. 


如 果 z 人 EDC 不 必 是 极限 点 ), 并 匡 生 给 2 之 0. 存在 6.>0， 妆 
1z 一 zji<6. 且 wxED 时 
fz)—f (zr ) Ne, 
则 说 了 在 z 疏 连续 ， 如 果 任 给 s 盖 0 存在 6.>>0, 当 zx, yED,， 
[zr—y1l<6, 时 
f(z)—1 9) =<, 
则 说 廊 在 五 上 上) 一 致 连续 . 

由 于 平 而 点 列 相当 于 从 自然 数 党 六 到 尽 中 的 了 映射， 因此 与 
§ 2.2 定理 1 同样 推理 可 知 , 映射 极限 、 连 续 和 一 狼 连 续 与 坐标 图 
数 的 关系 如 下 : 

定理 1 在 定义 3 中 , 如 果 

f=(Cfi,, fmn), a= (81, On) 

如 | lim f(z) 二 & 的 充分 必要 条 件 是 


lim (zz) 一 ai 0m. 


同样 ，f 在 * 全 连续 的 充分 必要 条 件 是 各 坐 标 函 数 f 都 在 z@2 连 
续 .f 一致 连续 的 充分 必要 条 件 是 各 坐标 函数 f; 都 一 致 连续 ， 

下 面 我 们 讨论 连续 映射 和 多 元 连续 函数 的 性 质 ， 它 们 与 一 元 
连续 函数 的 性 质 ( 第 四 章 $ 2. 1) 相 当 . 

定理 2 设 BCEA" 是 一 连通 集 , 映射 f: RB" 连续， 则 像 
f(B) 也 是 连通 集 . 

证 明 设 f(8)=AUB, 4 和 B 非 空 ,不 相交 ， 则 

B=f-1(A UF B), 
其 中 -71(4) 和 了 1(8) 也 非 空 、 不 相交 由 如 的 连通 性 ， 或 者 
» Af5 » 


1 (4 含有 三 《5) 的 极限 点 , 或 者 六 (2) 含 有 万 《4) 的 极限 点 。 
不 妨 设 为 前 者 ， 则 后 1(B) 中 有 点 列 (zs) 收 敏 于 廊 《4 中 的 一 点 
Zz， 由 f 的 连续 性 有 (zn)->f(7). 但 fxn) 都 在 B 中 ，f(7) 在 4 
中 , 所 以 4 中 有 B 的 极限 点 ， 即 (加) 是 连通 的 . 虽 

推论 。 设 ZCR" 是 一 连通 集 ， 函 数 了: -> 连续， 如 果 有 
a,6E 如 使 fa)<r<f09), 则 有 cE 如 使 (ce) 二 7. 

证 明 由 定理 2，f(E) 是 哺 中 的 连通 集 ， 因 此 j() 是 区 间 
(C32.4 习 题 5)， /J(e) 和 f(5) 都 在 区 闻 f(8) 中 , 所 以 

Cfo) FDCIE . 

所 以 rEf(E)， 因此 有 csE 使 f(c)=7. 

例 5 设 有 二线 

Ar i By -0O=0. 

册 志 将 平面 鹿 玫 为 嘎 但 , 试 求 出 两 出 的 分 析 表 示 . 

解 设 

FL 的 AzH By 0 (x, YER. 


今 


Dy Hr, WY: 的 0D》， 
Dy {x9): fOr, Y) >0). 
则 RBR? DIUZUDs， 任 到 asDi，bsD， 则 Fa 一 0 一 FCB)， 而 f 
是 连续 函数 , 因此 出 定性 2 的 推论 , 在 直线 段 aB (连通 集 } 上 一 定 
有 点 C 使 jCc) 0， 玫 是 cEL， 这 就 是 说 a 利 古 位 二 直线 [的 两 
侧 ， 由 4 的 人 六 性 ,史册 天 和 2D; 使 是 了 的 两 侧 的 分 析 赤 未 . 了 
定理 3 设 KCR* 是 -- 紧 致 集 ,映射 1: KK 一 k” 连续 , 则 像 
FS) 出 是 紧 殖 焦 ， 
证 明 ”由 § 2.3 定理 1 和 定理 2， 紧 致 集 即 列 紧 集 ， 在 fF(K) 
中 任 琉 点 别 GY 下 )， 则 在 天 中 有 对 应 的 点 列 (zx 中) 使 123) 二 
《二 1,2,…)， 内 为 丰 是 列 紧 的 ， 所 以 (2 中 ) 有 收 伊 子 列 (zx) 收 
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化 于 五 中 的 一 点 z。 但 了 是 连续 的 , 所 以 
y= f(r) > f(TIEFK). 
即 (y() 有 子 列 收 敛 于 (下) 中 的 点 ， 所 以 KD) 是 列 紧 的 ， 即 烘 
致 的 ， 1 
推论 。 设 KCA" 是 一 紧 致 集 , 函数 1f: KB 连续 ， 则 了 有 
最 小 值 和 最 大 值 . 
证 明 由 定理 3, (KX) 是 及 中 的 紧 致 集 , 因此 易 见 ， 
inff (CK)EF(KE), supf (AYEFK). 
所 以 在 五 中 有 点 a 和 5 使 
f(a)=inff(kK), f(6) =supf (K). 
显然 , f(a) 和 了 (5) 分 别 就 是 了 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 日 
例 6 设 陋 数 J: Rr 一 [0，- co) 连续 ,是 
,im fp) —0. 


证 明了 有 最 大 值 . 

证 明 如 果 了 一 0， 划 盛 须 让 明 . 没有 记 使 f(po) 汪 0， 由 所 
设 可 取 -很 大 的 数 7, 使 当 1 了 pl>7 时 了 (Cp)<f(po) 了 Ipos<<7- 由 
定理 3 的 推论 , 了 在 紧 致 集 五 (0) 上 有 最 大 值 ， 设 为 了 Ca)、 因 为 
pocB 0)， 所 以 Jpos1a)， 因此 当 !P4>>7 时 也有 了 (p)< 
1(Po) 所 f(a)， 所 以 fq) 是 了 的 晤 大 值 . 日 

定理 4 设 玉 CR" 丰 一 紧 致 集 ,映射 f: ->R" 连续 , 则 f 
一 致 过 续 . 

证 明 《〈 反 证 ? 设 了 了 不一致 连 续 ， 则 存在 s 盖 0 和 下 中 的 点 列 
《zz (8 使 得 对 一 到 2 2 … 有 有 

lorml<d 村 

但 


2") — f(y") Ie. (2) 
417、 


因为 下 是 紧 致 的 , 即 列 紧 的 , 所 以 (zx 路) 有 收 化 子 列 (xz) 收 钙 于 下 
中 一 点 z. 由 (DD) 式 ，(8"*0) 也 四 化 于 z， 将 xz 和 "0 代 人 (2) 
式 , 令 8& 一 十 cc, 用 了 的 连续 性 即 得 0*， 矛盾 中 
例 7 设 函 数 了 在 辟 ' 了 连续 , 且 
A fl(p)=0. 


证 明了 (在 户 -至 加 续 
证 明 任 给 e>0， 由 所 设 存在 >0， 当 敢 1>7 时 17(p)| 到 


2-， 因 为 半圆 盘 3,.:(0) 是 紧 致 集 (§ 2. 3 定理 D)， 而 了 是 连续 


的 , 所 以 由 定理 4 存在 0<6<1, 当 p, qeB:,,()-, Ip 一 ql<6 时 

|f(p) -f(gq) I<e. (3) 
因此 ,对 于 任意 二 点 PD, gq 当 季 一 al<6 时 , 考 [p17 或 lql<n 
则 Pp, qeB; ;1(0) ,因此 (3) 式 成 立 ;车 怕人 > 14qi7, 则 显然 (3) 
式 也 成 立 ， 所 以 1/ -… 译 连续. 0 


习 题 

1、 同 答 下 列 问题 : 

(1} 如何 用 极限 表达 才 元 贸 数 法 续 的 魏 念 ? 

(2) 设 二 元 国 数 子 在 一 点 5zn go) 连续, 则 边 毕 函 数 了 (go 和 (ze ) 是 
否 分 别 在 x。 和 刀 连 综 ? 若 了 在 ie 所 XTc,d 上 连续 , 则 边缘 函数 如 何 ? 

《3) 上 面 问 题 中 的 送 是 否 成 立 ， 

(4) 若 一 元 函数 o 在 Le, 1 上 连续 ， 当 (x, 四 fa,63XBR 时 令 f(x, 及 一 
D(z), 则 于 在 [u, 654 XR 上 是 否 迹 续 ? 是 否 -' 致 连续 ? 

《5) 设 了 是 由 DP 元 R* 到 五 "中 的 映射 , 则 了 的 极限 、 连 续 和 一 致 连续 与 
其 全 标 国 数 的 关系 为 何 ? 为 什么 ? 

(6) 连续 映射 把 连通 集 和 紧 政 集 喘 成 什么 集 ? 连通 集 和 时 致 集 上 的 连 
线 臣 数 有 什么 性 质 ? 

(7) 和 什么 集 上 的 连续 映射 一 定 是 一 笃 连 续 的 。 

2， 求 出 下 列 图 数 了 的 间断 点 集 , 设 00,0) =0. 
网 


1 
(1) f(x. 9) et (2) fx, ) -a 


zsin ,yD, 


EE 和 节 十 如 和 
(3) fiz, 办 ee + (4) fz, bo y=0. 


3， 设 请 : 有 一 情 避 连续 , 变 号 的 函数 . 证明 集 合 1(z, 办 7 下 (2 用 天 0 
是 非 连 通 的 . 
4， 下 列 由 缕 将 平面 而 开 为 若干 部 分 , 试 求 出 各 部 分 的 分 析 赤 示 ， 


(1) ; (2) y= pr’; 
(3) 到 一 所 一 
二 二 
5， 没 
fiz, a (x, g) ELO0, 1) x £0, 1)， 


证 明了 连 综 但 不 一- 防 过 统 . 
6， 设 fg 全 由 卫 二 RF 到 站 中 的 瑞 射 ,im 一 elim 9{z) 二. 证明 
01) lin, f icy: lla.. 


《2) lim/ flry, g(t) ia. b>», 


Fe HA 


7， 没 吾 --_R*。， 证明; 共有 鼎 射 和 6 阅 RF 一致 迹 续 ， 则 站 可 以 扩充 为 EE 
上 的 一 致 这 红 防 肯 . 

4。 建立 有 有 关 复 合 距 身 极限 和 韦 续 的 命题 . 延明 -一致 连 续 喘 射 的 复合 基 
一 致 自 续 的 . 

9， 弃 下 :二 RR 时 蜂 玻 集 , 二 R99 民 ->R!' 为 - -对 “的 连续 喘 射 3 太 大 
说 臣 ， 玉 -=:9:f， 证 其 

《1 若 二 这 于, 则 于 连 经 ， 

(2) 六 天 一 致 连续 , 则 了 入 注 续 . 

《3) 举例 说 明天 的 紧 致 诗 荣 件 是 不 让 和 通 的 ， 

10。 设 己 为 投影 算 节 (0821 习题 10), 4 和 是 紧 致 集 , 正 明 Pt) 也 号 

11， 设 五 二 六 是 这 路 连 章 集 ,映射 ff 5->R? 连续 , 诈 明 像 f(8) 也 是 道 

12. 设 f Rf->R" 连续 .证 明志 小 CAB)-， 每 式 何 时 成 六 ? 

. 9 。 


13。 设 ECRET: E>R". 证 时 

(1) 举 名 不 闭 集 、 卫 连续, 则 函数 图 象 ， 即 集合 111.2 定义 了 是 RX 
六 =” 中 的 闭 集 ， 

(3) 车 瑟 是 紧 致 集 , 了 连续 , 则 于 是 紧 致 集 . 

(3) 若是 紧 致 集 , 则 了 了 连续。 

]4。 设 如 是 紧 臻 集 . 了 是 连续 单 射 ， 证 明 f"! 连续 、 

15。 证 明 不 存在 由 i0, 1 到 阅 周 上 的 一 对 - 连续 聊 射 . 

提示 :， 不 存在 由 圆周 到 0, 1 上 的 一 对 - -连续 册 射 . 

156、 让 明 不 存在 由 [0 1] 到 [0.1 Xf0, 1] 上 的 一 对 一 连续 映射 . 

17。 设 Dc-R” 是 开 集 , f; D>R™， 证 明了 为 连续 的 充分 必要 策 件 是 ， 
车 GCR"m 是 于 集 , 则 广 !CG) 也 是 开 集 . 

18， 设 4 和 CCR? pER?， 定 义 

ptp, 4 —infillp—all: aédy 

为 点 p 与 集合 4 的 "中 房 "， 证 其 

(1) , 蔡 4 关 史 , 则 A 二 和 pER2: ptp, 4) 一 00}, 

{2) [plp, A) -plg, A) | plp, 9)， 

(3) 洛 4 吾 是 不 相交 的 用 焦 , 则 疫 数 天: 


Pr 2 - pC 如 (p,B) rR? 
{Cp) Bi A (pER’) 


连续 , 于 天 (4) :- 人 {19,4(B) 一 10}. BR(R?) = [0, 1j. 
(4) 兰 4, 吾 是 不 机 父 的 财 集 ， 则 在 在 不 相交 的 开 集 避 刀 使 4CG， 
BEC, 
19， 设 4,B 三 BR 定义 
piA, B) =inf{llp—gll: péA,gEBY 
为 集合 4 和 五 的 "距离 "， 证 明 
(1)》 苦 4 为 紧 致 集 , 则 存在 af4 使 pla,B)= pt4, 8B). 
(2) 挡 提 和 BB 都 是 紧 致 集 , 则 存在 ak4, BEB 使 pla, bb) 二 p(4, 8B). 
(3) 若 44 为 紧 黎 集 , B 为 闭 集 , 则 pl(4,B) 一 4 当 且 仅 当 ANnBF. 
《4) 作出 两 个 不 相交 的 闭 集 4 和 如 使 p(4, B) 一 0. 
20， 设 4 己 R? 足 紧 致 集 , 证 明 {pER;: ”plp, 4) 委 co 是 紧 致 集 。 


四 S50 -。 


第 六 章 ”多 元 函数 的 微分 


第 一 节 偏 导 数 
$1.1 方向 导数 和 偏 导数 
在 第 二 半 中 我 们 研究 了 一 元 函数 的 变化 率 ， 即 导数 ， 下面 我 
们 研究 二 元 函数 的 变化 率 ， 由 于 二 元 函数 的 定义 域 是 平面 点 集 ， 
不 像 一 元 函数 是 直线 上 的 区 间 , 因此 它 的 变化 就 有 方向 性 , 沿 着 不 
同 的 方向 2 和 (图 22) 可 以 有 不 同 的 变化 率 ， 所 以 ， 对 于 二 元 
函数 只 能 在 一 个 指定 的 方向 上 谈 函 数 在 一 点 的 变化 率 ， 


网 22 图 23 
定义 1 设 DCR 是 一 开 集 ， f: D->R8R. 又 e 是 中 一 个 
单位 向 量 ( 图 23)， 设 PCED, 当 | 引 充分 小 时 令 (t 可 正 可 人 负 ) 
ult)=f(p+ie), 
则 一 元 销 数 纹 在 1 -0 的 导数 


w'(0) = limLP+ > —f(p) 
ff»0 


rv Ss» 


(如 果 存在 ) 叫 艇 函数 了 在 点 耳 滑 方向 e 的 方向 导数 , 记 为 苍 ()， 


由 此 定义 , 方向 导数 路 (p) 就 是 函数 了 在 点 卫 沿 方向 e 的 变 
化 率 . 
例 1 设 f(z, 四 一 zy, 计算 畏 数 了 在 点 (1 1) 沿 方 向 


e=-(eo 下 si 于) (FF 2 


的 方向 导数 . 
解 令 
0 二 二 训 -(+ 太 ) 
由 定义 ， 


1) = (0) = VT. 0 

由 定义 计算 方向 导数 是 很 麻烦 的 ， 在 § 2. 3 中 我 们 将 会 得 到 
简便 的 计算 方法 . 

对 于 二 元 函数 ， 有 两 个 特殊 方向 的 方向 导数 起 着 特别 重要 的 
作用 , 即 沿 z 轴 方向 i= (1，0) 和 沿 # 轴 方 向 了 = (0，1) 的 方向 导 
数 ， 由 定义 ， 

SCpo) a imp 二 全 一 了 Cpo) 


王 lim e+ t, yo) —f (wo, yo) 

上 到 人 t 
如 果 当 xz 充分 靠近 zo 时 令 

pT)= f(z, yo), 
则 (1) 式 右 端 便 是 一 元 函数 gp， 即 “边缘 ? 国 数 /'，3o) 在 zo 的 导 
-一 一 一 一 一 一 ~ 一 -一 -一 一 
数 , 所 以 
» 32 。 


(1) 


OF 
siP®) ~" (20). 
问 翌 ， 


fxo, 3 十 划一 用 Zn go) 
£ 


=—lim 
tt 


如 果 当 3# 充分 靠近 加 时 令 
by) = fro; 8)， 
刘 | 


劳 Cpo) =' (yo). 


(2) 


(3) 


(4) 


定义 2 方向 导数 劳 (p,) 和 如 (pw) 分 别 叫做 函数 了 在 点 po 的 
第 一 个 和 第 二 个 一 阶 偏 导 数 , 或 关于 z 和 y 的 一 阶 偏 导数 (这 里 


和 乡 辣 指 在 直 胃 坐标 系 中 我 们 所 用 的 两 个 坐标 符 导 ), 记 为 


254(po) 一 于 (po 一 帮 (po) =fiCpo), 


gi(po) = HCpo) =f, (po) = /i(po). 


和 如果 霄 数 了 在 定义 域 中 每 一 点 上 都 有 仿 导 数 ， 我 们 就 得 两 个 


偏 导 国 数 ， 
-R=f:=f, F=f =f. 


oi Dr 9 oy 
由 定义 2 和 (2).(4) 两 式 我 们 得 到 


9f (po) =Y" (zo0), Hp) = (0). 


(5) 


所 以 , 求 二 元 饮 数 的 篇 导数 就 是 求 鸯 个 一 元 销 数 , 即 两 个 边缘 函数 


ee 


二 于 入 二 


例 2 


fy) = yy. 
解 ” 先 求人 篇 导 函 数 ， 邻 


POT): Fz, Y), 


af of 
求 并 (1, 2), 3 2). 


By) = f(z, 2 )。 
由 (5) 式 ， 
Hn Dp ty 
3 y) = WD te 
所 以 
i 
ox ~ 5 
af 2 
3 和 2) 


上 六 概 念 和 方法 当然 问 样 适用 于 三 元 和 % 元 函数 
例 3 i 


fr,y, 2z) 一 yz 十 3in3xy。 求 了 的 偏 导 数 . 
解 今 


or)—f, y, 2), 
便 得 
Sf(z, 9, 3) — (x)— Syeosdzy 
辐 理 
3 ¥, 2) “29 “ oreo: Dxy, Ae y, 2)=#?, 0 
例 4 设 2=zIn(1+ze”)， 求人 ,5 区 
解 题 中 x 和 3 晟 日 宙 量 We 量 ， 用 (5) 式 中 的 方法 计 
算 , 就 是 分 别 计 算 z 0 


0 RY 的 导数 : 

PA 
ln(l. -zey) 十 Ee 9 
» S54* 


SS MA] 


az 。 27?e2 
oy 1+xess’ 
例 5 已 知 理想 气体 的 状态 方程 为 
PV= RY, (6) 
其 中 局 为 压强 , 了 为 体积 , 了 为 温度 , 耳 是 一 个 常数 .证 明 


aV oT 9P 


aT 3P aV 
证 明 因 P,V, 了 7 了 是 满足 方程 (6) 的 三 个 量 ， 所 以 它们 不 是 独 
立 的 , 若 把 其 中 任意 两 个 视 为 外 变量 ， 则 其 余 的 一 个 就 是 因 变 量 . 
先 视 7 和 于 为 白 变量 , 已 为 因 变 量 , 将 方程 (6) 对 耻 求 偏 导数 , 得 


Trip=0. + po 
所 以 
aP__P 
aV FF 
同 理 可 得 


27_V oF_E 
ap RR 27 PP 
三 式 相 乘 即 得 所 证 ， 0 图 24 
注 定义 1 和 定义 2 都 要 求 极 数 的 定义 域 是 一 开 集 ， 这 是 因 
为 在 边界 点 上 不 是 每 一 个 方向 都 可 以 定 义 导数 的 ， 如 在 图 24 中 
的 点 Po 上 就 无 法 定义 烦 个 偏 导数 ， 因 此 我 们 约定 , 当 我 们 说 一 个 
函数 在 柴 一 点 集 D 上 有 偏 导数 , 而 号 不 是 开 集 时 , 意思 是 说 ， 存 在 
一 个 开 集 0D, f 在 G 上 有 定义 ,而 在 DD 上 到 处 有 偏 导 数 ， 这 个 
约定 同样 适用 十 共 它 方向 导数 . 
如 果 函 数 /的 一 阶 偏 导 函 数 共和 引 又 有 偏 导数 ， 这 些 偏 导数 


就 是 了 的 “二 阶 偏 导数 "， 记 法 如 下 : 


se 5 4 


2f pe 
er 
arf3f of pp 
og\ or } Dray 5 了 、29? 
2 of os 
Or ep Oyax LE 2,1 


对 一 阶 储 异 数 诺 求 偏 导数 便 得 一 阶 偶 妾 数 ， 如 


22) pe 
OX\Gr* 1 Or 
di dd 二 和 tp 
{= 上 一 YHIY 


车 : i 2 本 


可 [3 本 a37 pur 
Dy Ego dydrady 
如 巢 了 是 一 个 于 无 悄 数 . 它 的 各 阶 人 篇 避 数 就 是 
or 一 本 
oT Pi 下 2 I fr 
3 rr; 1 Ar diy Hird? 
S| : ee 
driO7 2 7 -了 Tk fi 大 9 


其 中 避 访 下 1 让 采用 的 坐标 入 

倒 6 让 一 x 22399-x 5,， 求 f i 加 的 二 阶 
偏 导 数 . 

解 ” 央 为 

jr uy | ry dv, 
fl.) 一 和 
所 以 
"2, 9) = 12z82 十 1272， flylx, 9) = 4z5, 

se 号 症 


fiy(z, 9) =1+12ry = f(z, 9). 
所 以 
‘ze(1,0)=12, fyr(1,0)=4, 
frr (1,0)=fy.(1, 0)=1, 
例 7 设 一 元 函数 了 和 9 都 有 三 阶 导数 ,又 
au= f(r—at)+g9(r i at), 
其 中 & 是 常数 ， 证 明 & 满足 方程 
dw 本 
at” Dz2 
证 明 邻 5E~=2 一 gf. 二 ZY 十 at. 中 


F=f (Et DN = (zat) +9'(s 1 at), 


SL=1"(8) +9 (mn = —af (zat) 1 ag’' (z+ at), 


SE=1" (E+9" N= (zat) 9" (z+ at), 


所 以 
Daf"(E)s tag (DN 0f" (zat) + ag (s+ at) 
= 0 
在 例 6 中 我 们 看 到 fr, 一角。, 这 上 并 韭 偶然 ， 它 有 一 般 性 ， 即 有 
下 面 的 定理 . 


定理 1 设 f 是 一 个 -元 泡 数 ,定义 威吓 一 个 开 集 ， 如 果 了 
在 D 上 有 二 阶 “ 混 合 " 偏 导数 fzy 和 所:， 且 这 两 个 偏 导 数 在 一 点 
(zo, Yo) 连续, 则 
fay (zo0, #0) = fys x0, 0). 
证 明 令 
Asf {xo, go) = f(rot h, go) — f(ro, go)， 
ss 57 。 


Arzno, go) = f(x0, yo tk)— f(zo, go)， 
按 此 记 半 便 右 
ArA,f lzo, yo) 一 A Lf(roth, go) 一 了 (ro 0) 1 
=f(zoth, yo th) 一 了 Co 十 用 yo0) 
一 了 (ro yo tk) + f(ro, go)， 
AsArf lzo yo0) = AsLflzo, 加 十 号 一 大 xzo Yo)] 
=f(xzoth, go tk) —f (ro, yo tk) 
—f(roth, y0) + f(ro, y0). 
所 以 
ArA,f (zo, ¥0) = AsA* f(ro, yo)- (7) 
令 
PI Tf Toh, yy) — fro, Y). 
则 由 一 元 痛 数 微分 平均 值 定理 , 我 们 有 
A Asf (zo go) = App(8o) = PI TE p(y0) = (yot OFF 
= Efylzoth go Ok) — foro, got Ok) Sk 
= fys(20 ~ 02h, gat OK) hk, 
其 中 9 和 9 是 (0, 1) 中 - 数 ， 百 令 
PTI, got hk) — f(r, yo). 
则 同 理 可 得 
AsA* fro, ao) = frvy(xot dash, yo-t Oak) RE, 
其 中 ba 和 8 是 (0 了) 中 . 数 . 由 (7) 得 
fys Toi oh, yo lt Ok) =- fiylro i 6ah, yo + Ok). 
令 hk->0, 由 连续 的 假定 俩 得 所 让 ， 
由 定理 1 盟 得 以 下 推论 . 
推论 ”如 果 %n 元 函数 在 开 集 如 上 有 各 阶 偏 导 数 ， 且 都 在 一 
点 ZED 连续 , 则 
ea 58 。 


= 


az 97 dr Xi DX OKs dT 


时 A 


zz “OT; 


习 题 

1， 国 答 下 列 问 题 : 

《I) 二 元 函数 的 变化 率 侣 题 和 一 元 函数 有 什么 不 同 ? 何谓 方向 导数 ? 

(2) 何谓 偏 导 数 ? 偏 导数 与 一 元 函数 的 导数 有 什么 关系 ? 

(3) 偏 导数 问题 为 什么 更 在 开 集 上 考虑 ?二 元 函数 在 一 个 集合 上 有 偏 
导数 是 什么 意思 ? 

(4) 二 元 函数 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 在 什么 条 件 下 相等 ? 如何 把 这 个 
命题 排 到 多 元 国 数 的 高 阶 混 合 偏 导数 ， 

2， 计 算 下 列 候 导 数 : 

(1) 没 fr, 及 一 z 二 ?十 wz 十 红 . 求 疡 (3, 4 /4{0,1). 


(2) 设 fx 一 lntry 1) -3 求 2(1 2). 
3) 过 2 一 3 
(3) 设 2 mlz | 生 }. 求 ， 


5 
4》 设 > 一 sinxz2zz， > 
(4》 设 sinx2zg， 装 221 


+ 
1 


(5) 设 让 z, 的 一半 本 求 fs(z, 1)。 


or 

3， 求 下 列 变量 的 一 ,二 阶 偏 导 数 ，i 
(1) z 二 zy 十 之 (2) a 

区 y 
{3) zz 一 2 (4) z=ln(x+y:) 
(5) = 一 aretg 蒂 (6) s—= sinxy 
(7) w=er'T" tr te?) (8) 4 一 zy 十 8z 十 zx 
(9) 4=e*7 (10) 型 一 Y8s 
{11) YY 一 lnfz 十 … 十 2) {12) 如一 afTCSin2 十 十 Y32) 


oe $9 a 


» 2 
4 设 一 了 (z 十 a， # 十 用)， 证 明 2 


5 设 = 一 /zz 十 六 )， 证 明 反 2 一 2 一 和 
6. 设 z 二 f(x) 证明 22 一 9 
7。 设 :=ffnz+ 二 ) 证 明 + 
8， 设 2 二 fp(z) 十 办 ( 引 )， 证 明 VDE (og 


9。 设 uarctg¥, 证 明 ”一 “上 二 “一 一 0。 


10， 设 &==e”?cos (alnr)， 证 明 
2a, 1 924 1 9x_ 1 


7 Tra0 Or 
A 32 


11. 设 u 一 f(x, $2), i Au "J77 + oy + Bae” 共 中 人 叫 个 “Laplace 


筑 子 " 
(1) 设 划一 AZ 二 及 于 2， 证 明 
2 ] | 
入 一 一 ， 六 1D 一 一 > A 工 一 0， 


《2) 设立 = 了 [六 求 Au 
12， 设 了 一 V 本 十 久 十 条，& 一 方 [Pt2 一 4 二 十 攻 ? 十 at)]， 证 明 


Po (0 
2t2 Ar Dy 28? 
13， 证 明 有 (0, 0 天 后 (0, 0), 设 


2 yy2 
ry xX? 十 名 天 0， 


fx, WD) -=| 2 
0, 二 y 一 (0. 
14， 解 下 列 广 各: 
py I Dw 
A -二 一 一 门 -. 一 人， 
| 人 2T38 中 (3) EPPTEE 


15， 求 下 外 方向 旱 数 : 
(1) 设 J% 四 =(z 一 17-… 9? 求 2L(, 1). 


a £0 . 


(2) 设 
2 
,2 +0 
A 
lo, t=y=0 


水 《UL (0). 


(3) Kftn = VTE TT. 各 了 方向 存在 方向 导数 (0 0 =: 


0。 沿 哪些 方向 存在 注 向 导 
1 OF. . 
数 L (eo Yi Hs) = 7 


16， 证 时 i 二 -= A. 


$1.2 切线 和 切面 
设 在 空间 局 中 有 一 条 参数 曲线 二 (第 五 章 $ 1.2)， 它 的 方程 


ts 
Xp (1) 
统一 起 来 本 以 合成 
(ZF), aEtp, (2) 


其 中 了 一 人力 二 二 La GE] 二 1 我 们 来 善 谨 工 的 “切线 ? 


像 焉 第 : 章 中 讨论 切线 那样 ， 我 们 把“ 切线? 看 作 若 线 的 极 妇 
位 宇 、 这 
Poy: (To, Yo, 20)— f (to0). 
二 | (C6 一 (0) 在 测 线 全 ( 医 25) 上 ,或 考 谤 ， 平 行 于 草 
线 T 了 ， 玫 和 >0, 则 其 方向 指向 二 上 参数 二 增加 洲 二 点 加 = 了 () 运 
行 的 方 加 ; 天- 之 0, 则 纤 反 向 因此 向 其 


* GI， 


图 25 

仍 平行 于 割 线 卫 ,但 其 方 疝 便 指 向 上 上 “增加 时 动 点 运行 的 方向 . 
在 (3) 中 令 j->0, 如 果 极 跟 在 在 ， 这 个 极限 就 叫做 映射 子 在 加 的 
导数 , 记 为 


如 果子 (t 天 0， 则 大 (0 就 可 看 作曲 线 了 在 点 Po 二 了 (to0) 的 “ 切 
向 量 "， 沁 的 方向 和 (3) 一样 应 指向 上 上 二 增加 时 动 点 运行 的 方 
向， 因为 
f(ty+h)— f(to) = (tp 
站 h 
p(toth) p(to) 全 人) 
万 > 下 ? 


所 以 根据 第 五 章 $2, 2 定理 1 映射 了 在 加 可 导 当 且 仅 当 其 坐标 
消 数 2, 区 YX 均 在 如 可 导 , 并 且 这 时 
F(t)= Cp (0), ¥' (#0), X10)). (5) 
有 了 切 向 量 拓 ( 细 0), 自然 就 得 到 曲线 工 在 点 Po 一 了 lin) 的 “ 切 
线 方程 
PpP—po=uf (to)， 一 c9<4 忆 十 cc， (6) 
或 


® O02 ~ 


txo 8Y 一 go So 
PH) Wt) XE0) (7) 


例 1 求 螺旋 线 ( 第 五 章 31.2 例 1) 的 切线 . 
解 ” 由 (5) 式 蛇 旋 线 在 任意 一 点 
(xo, Yo, Zo) = (Reos tno: Rsin bo, £0) 


的 切 和 商量 是 
(x, yl, 2 = (Rsinto, Reosto, 1), 
因此 切线 方程 是 
TD _ 2 一 Ya =z— zo, Cp 


二 并 sint “Reosto 
我 们 看 到 ， 空 间 曲 线 和 平面 曲线 的 切线 都 是 看 作 割 线 的 极限 
位 置 、 但 现在 所 用 的 表示 方法 (向 量 方法 ) 比 第 二 章 采 用 的 方法 有 
所 改进 ， 下 面 我 们 于 来 考虑 曲 而 的 “切面 "问题 . 
没有 空间 曲面 2, 其 参数 方程 为 


(X,Y, 3) fy, 全)， (wu, 9)ED. (8) 
于 是 三 ~-.F(D)， 设 子 = (9, WX), 则 此 方程 又 可 写成 
FTP) YF PU VD 2 XU, 0), (Cu, 切入 已. (9) 


为 简单 让, 设 DCR? 是 -- 开 集 ， 
在 (8) 式 中 国定 2 二 ts 得 方程 
(7, #2) — fu, v0), (10) 
这 个 方程 表示 > 上 的 一 条 曲线 ， 叫做 te- 曲 线 。 也 就 是 说 ， 于 把 中 
中 一 平行 十 轴 的 线段 -如 ( 图 26) 映 成 世上 一 条 % 人 -曲线 ， 我 
把 这 条 曲线 也 记 为 2 二 vol 图 27)， 周 定 2 为 不 同 的 值 ， 就 得 三 上 
一 族 %- 曲 线 ， 同 样 ,于 把 D 中 一 平行 于 v 轴 的 线段 x 二 ww 上 映 成 之 
上 上 的 曲线 
(x, 9, 2) = (0, 2), (C11) 
叫做 2- 曲线, 也 记 为 8=%，。 固 定 % 为 不 同 的 值 ,就 得 到 之 上 一 族 
~ 63 ». 
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疼 26 图 27 
vs- 曲线 , 2&- 用 线 和 2 曲线 构成 肌 
面 王 土 的 网 络 . 三 就 是 由 密 焦 的 
4- 曲 线 和 2- 曲 线 编织 成 的 . 

在 之 上任 到 一 点 

De go, z0) = f (Uo, V0). 
如 上 所 述 ， 通 过 该 点 狐 有 “一 条 坟 
曲线 z= 二 v6 和 [一 条 2- 几 线 祥 一 za 图 28 
(图 28)， 对 十 映射 我 们 可 以 和 卫 数 一 样 定义 偏 导 数 (§1.1 定 
2 HACLD), (3)): 


ya De fu 一 下 3 一 天、 te Vo) 
Ey 0、P = jim 4 


EA 坊间 


9 na. pe kh) O— fue, v0) 
0) — fo (Uo, Bn) = im i 


EE 


沪 


四 (0) (PU, tn) FO, D0), KX (u, 2n)), 
Dn fu PP) (mauo 2}, Yo 1), X (Uo, 2)). 
则 中 (5) 六 4 在 


2 me) -qm (un) 
du 


(gi (Wo, #u), pr (Wo, vo), XS (Wo, vn)), {12) 
ss 6&4” | 


af Fy > .一 "1 
3 vn) = 也 (vn) 
一 CPs (Ho, Dp), Pp, (un, wo), XX, (a0, v0)). (13) 
由 方程 (10) 和 (G1), 如果 泣 -Cu,20) 和 对 -Cuo, vo) 都 作 在 月 都 不 
六 0, 它们 分 别 距 起 曲线 z= 二 2。 和 wz- 曲线 &#=wo 在 点 po 的 切 向 
基 ( 二 28)， 如 果 问 量 


Nn WU, v1) -3 (Zo0, Do) x 对 0 ve) 
| 1 j k 
159 2 2 
可 du du ou 0, (14) 
| ap dW 9x | 
dp Ov GD | aoao) 
财 以 此 为 法 向 时 通过 具 po 作 平 而 
(Pp —- po) nauo, vw) =0, (15) 
这 此 平面 应 可 称 做 曲面 之 在 点 po 的 “ 转 面 ", 它 的 坐标 式 是 
i | yyo pi 


i 39, ， a 2 
Fr C0 20] 了 (un, po) Cuo, 00) |- 0. (16) 
3X 
tw 0) 
例 2 术 球 面 的 团 而 . 
解 ” 山 第 玉 意 $1.2 例 2, 设 球面 上 任意 一 点 为 (xo，#o，2z0)， 
对 应 的 参数 为 (60,¥0)， 应 用 (1 人 ) 式 得 球面 在 人 zo go xm 的 法 网 
为 


| i k 
1 
nigo, Fo) -fcosdocospo ltcosOosingo —Rsing, 
—Rsinbosingo Rsindovcosgo 0 


s HT ae 


Em 


一 尼 singo(Czo ¥0, Zo0). (17) 
所 以 (zx0, gp, 20) 就 是 法 向 量 . 因此 球面 在 点 人 (zo, 加 , so) 的 切面 是 
(zz 一 ozu 二 (8 一 3 加)go 十 (z 一 50)50 一 0， 
印 
xzoz yoy soz= BR, 0 
在 (2) 式 中 ,如果 天 在 [a, 8] 上 存在 , 且 处 处 非 4 则 曲线 ?在 
每 一 点 都 有 切 向 量 , 了 州 做 [的 一 个 “ 切 向 场 "， 如 果 六 ' 在 [a, I 
上 又 是 连续 的 , 则 说 了 是 一 条 光滑 的 参数 曲线 .同样 , 在 (8) 式 中 ， 
如 果 n= 代 x 对 在 D 上 存在 , 且 处 处 非 0, 则 曲面 3 在 每 一 点 都 


如 和 吕 ( 因 此 mn) 在 


有 站 向 昌 , 1 叫做 三 的 一 个 “法 癌 


D 上 又 是 连续 的 ， 这 在 微 积 分 学 中 
讨论 的 参数 由 线 和 则 面 都 是 光 请 的 ， 

我 们 应 当 注 意 , 上 述 光 请 性 的 魏 念 与 参数 表示 有 关 , 它 依赖 于 
具体 的 参数 表示 ， 例 如 在 例 2 中 , m(0, 5) 二 (x, oo) 一 0， 因 而 球 
面 在 南北 酚 极 使 失去 了 交 户 性 . 但 这 并 不 等 于 说 球面 在 两 极 无 法 
问 基 ， 只 要 更 改 参数 表示 , 南北 两 执 就 可 以 有 光滑 性 . 

我 们 凋 考 虚 一 种 特殊 的 曲面 , 设 有 二 元 函数 f,，domf 了 =DC 
RB， 则 了 是 BR 中 的 一 个 点 集 ( 第 五 章 § 1.2): 

f= {zs, 9, flr, 8)): (Cx, YED), 
以 方程 来 表示 这 个 点 集 , 就 是 
z= f(D, (x, YED. {18) 
当 点 P==(z, 四 在 D 上 变化 时 , 动 点 8 一 (2?,#,2), 也 就 是 线段 PO 
的 端点 (图 29) .在 空间 而 出 六 如 果 嘱 是 一 个 区 域 (因而 是 zy 平 
面 上 的 -- 整 ), 并 且 了 是 连续 的 , 则 线段 P@ 随 动 点 已 连续 变化 ， 
这 时 端点 氏 吕 出 的 了 无 疑 就 是 如 辐 我 们 直观 想象 的 一 张 遇 看 . 


多 6 硬 


同一 一 个 一 心 


D {70, ¥0) 


mm 


图 29 图 3 


用 方程 人 18 才 示 的 旧 面 叫做 * 显 表示 ”的 曲 而 ， 即 元 函数 了 

丰 一 张 显 表示 的 山 硬 .然而 方程 (18) 也 可 以 写成 
rx— tI yf(r,y), 《zy y)ED. 

与 (9) 式 比较 , 这 也 是 一 个 参数 方程 ， 所 以 方程 (18) 也 是 一 个 参数 
方程 ， 人 参数 是 和 3 因此 了 也 是 一 张 参数 曲面 ， 设 DCR 是 一 
开 集 , 了 在 D 上 有 一 济 偏 导数 . 则 由 (14) 式 ,大 在 点 (zeo，go, zo) 一 
《zo go CT go 的 法 问 最 (和 30) 
bE 了 Si 
i 
oo 


n(xo, yo0) = 


(9 3{ (x0, yo), 0 90,1). 
(19) 
所 以 子 在 点 (Czo gz 的 切面 为 
ZE 一 530 < (x0, Y0) (XO— Yo) 1 A yo) (¥ —¥0). (20) 
eh 


和 HH7 9 


切面 不 像 切 线 那 样 看 作 割 线 的 极限 ， 但 在 $ 2.2 中 我 们 可 以 看 到 ， 
这 两 个 报 念 实际 上 是 一 致 的 ， 那 时 我 们 将 对 “ 切 回 量 " 作 出 一 般 音 
义 ， 


! 


习 题 
1， 回 符 下 列 问 题 : 
(1) 设 f; [a,5i> R?， 则 7"( 引 是 什么 意思 ? 它 与 坐标 隧 数 有 什么 关 
系 ? 有 什么 兄 何 意 义 ? 指向 有 什么 畦 点 ， . 
(2) 套数 曲面 上 有 两 族 什么 出 线 ? 你 感到 它们 与 直角 坐标 平面 上 的 举 
标 真 绥 有 们 相似 之 处 ? 
f 


(3) 设 { 开 集 ) DCR, f: DR. tu. v,) 和 SC tuo, vo) 是 什么 意 
置 ， 它 们 与 坐标 国 数 有 什么 关系 ? ”有 什么 几何 意义 ? ”指向 告 什么 特点 ? 
ty =-( 半 x 芒 ) (us 00) 有 什么 几 和 何 意义 ? 指向 为 何 ? 

Dt 9 


(4》 何谓 显 表 未 曲面 ? 设 有 显 表示 出 鲁 >, 方程 为 
z=f (2. 3) ， (x, ¥) ED. 
2 于 和 劳 在 2 上 存在 且 思 续 出 s=(1,0, 纹 和 ‘=(0, 1,2) 是 件 么 向 量 ? 
指向 为 何 ? nm 一 sxXt 是 什么 向 量 ?” 指向 有 何 畦 点 ? 二 是 否 光 请 ? 它 的 切 商 方 
程 为 何 ? 
2， 写 出 下 列 和 在线 的 切线 方程 : 


(1) (《z, 纺 3) 一 (Geoswsint asinasint, eenst)， tER. 


(2) (7 1 2)= (acostsint, bsin’t, eost), 入 We 二 外: 


3。 在 曲线 z= 二 t，# 二 可，z 二 如 上 求 出 一 点 ， 使 在 此 点 的 急 线 平行 于 于 
面 Y 寸 23 十 2 一 和. 

4 证 明 曲 线 

T=—ae!cost, y=—uelsint, =ae! 

与 锻 面 72? 十 六 二 2 的 母线 交角 ( 即 二 者 切 向 最 的 夹 角 ) 为 常数 。 

5- 写 出 下 列 曲面 的 切面 : 

(1) 《 福 面 ) (x, #, 2) 二 (4, Geost csin2y。 
* 68 « 


{2) 《 袜 图 扼 物 轴 )Kzr, zz) 一 (acos2 businv, w:). 
(3) 〈 旋 转 面 )(z, 六 2) -= fcosmy wsiny, (wv) ). 
(4) (大 球面 ) (zy 2 -fasinteos2 ,psinusinp Coosu), 


(5) 《 环 面 ) 


(Y、 9, 2)—=((a--bsinu) eosv, (gtbsing) sinv, beosw), 
其 中 0<28<q, (es 有 什么 几何 音义?) 
5， 设 po= (7 go 2o) 是 昌 面 2 一 zz 上 一 点 ， 证 明湖 面 上 通过 po 的 两 条 
直线 2 二 zy0,9 一 yo 和 z= 二 zoy,f=xo 位 于 曲面 在 该 点 的 切面 上 ， 
7 证明 久 而 :一 z/( 女 ) 的 切面 道 过 其 顶点 . 


8。 证 明 旋转 面 的 兴 线 与 旋转 轴 正 交 , 


第 二 布 微 ” 分 

§ 2.1 微分 和 Jacohbian 

前 面 我 们 讨论 了 多 元 函数 的 变化 率 , 即 方向 导数 .但 是 , 函数 
在 一 点 可 以 有 很 多 方向 导数 {在 各 个 不 同 的 方向 上 的 导数 )， 困 此 
什么 是 多 元 图 数 的 “导数 ", 这 个 问题 仍 未 明确 .回想 第 二 章 §1.6 
中 一 元 函数 的 可 微 性 和 微分 的 概念 , 可 徽 和 可 导 是 同等 的 , 微分 和 
导数 是 对 应 的 . 一 元 函数 了 在 一 点 z。 可 微 , 就 是 存在 一 数 4 使 

| fro hh)—f(x0) = ART oh). C1) 

这 时 就 有 4= 三 (zo， 反之 ; 如 果 了 (x0) 存 在, 则 了 在 ze 可 微 ， 

仿 此 我 们 可 以 定义 多 元 涵 数 的 可 微 性 ， 从 而 便 可 看 到 什么 应 
是 多 元 函数 的 “导数 ”我们 从 二 元 函数 开始 ， 顺 便 再 说 明 ， 下 面 
凡 作 怎 阵 运 算 时 均 用 列 向 量 表示 空间 下 (和 B") 中 的 点 (第 五 章 
§ 1,1 中 的 约定 )}, 如 


都 足 BR? 中 的 点 (向 量 ). 
以 下 从 定义 1 至 定理 2, 一 律 假定 DC BR 是 一 开 集 , f: D-> 甩 ， 
# 6 + 


PoSD 是 一 个 定点 . 
定义 1 如 果 存 在 一 个 行 向 量 
二 一 《aiy G2) 
使 得 
fpoth)—f(po) = Ah+o(lhl), (2) 
也 就 是 
f(xot hi, got hs) 一 了 (zo, y0)— hitashst ol hi thi), (3) 
则 说 二 元 函数 了 在 po 可 微 ， 这 时 记 
df (Po) Ch) = 4h, heR’, 
则 af(po) 是 一 个 由 天 到 吾 中 的 线性 函数 ， 叫 做 了 在 点 po 的 微 
分 . 
比较 (1) 和 (2) 式 我 们 便 可 看 到 , (2) 式 中 的 行 向 量 4 就 可 着 作 
二 元 函数 了 在 点 Po 的 “导数 "， 那 么 , 如 何 计算 这 个 “导数 " 4 呢 ? 
直面 的 定理 告诉 我 们 , 它 归 结 为 求 两 个 偏 导数 . 
定理 1 车 因数 了 在 点 po 可 微 则 一 阶 偏 导数 f (po) 和 
fa 人 (po 存在, 且 在 (2) 式 中 
4= (fCpo), fy (po)). (4) 
证 明 由 假设 , (3) 式 成 立 ， 在 (3) 式 中 令 如 =0 得 
f(zot A, y0) 一 ro, 0) =akit+olthi) 
根据 编导 数 的 定义 , 显 见 六 (zo, yo) = 同 理 疡 (ro Yo) 二 az. 便 得 
所 证 . | 
(4) 式 右 端 的 行 向 量 〈 也 就 是 一 个 1x2 的 矩阵 ) 叫做 二 元 锐 
数 了 在 点 Po 的 Jacobian, 记 为 
Jf (po) (CCPo 方 (po))。 
.上 述 定 理 告 诉 我 们 , 如 果 函 数 了 在 Pi 可 微 , 即 (2) 式 成 立 ， 则 了 在 
Po 的 一 阶 仿生 数 存 在 ， 尔 即 Jacobian Jf(po) 存在 ， 并 卫 .4-. 
Jf(pPo)， 这 时 Jacobian 7JCpo) 碟 可 看 作 了 在 pe 的 “导数 ?， 但 


- 六 各 * 


是 反 过 来 ， 如果 在 po 的 Jacobian Jf(py) 存 在 则 ff 在 po 不 
一 定 可 微 (下 面 的 例 1 如 说 明 这 个 事实 )， 这 时 我 们 和 首 然 癌 没有 理 


由 把 Jf(po) 看 作 “ 导 数 ”， 
例 1 设 
{a (2, WD #00, 0), 
A 
0, (2, y) = (0, 0). 


证 明了 在 (0, 0) 各 方向 避 数 存在 ， 二 而 71(C0,0) 也 存在 ,但 了 在 
《0 0) 不 可 微 . 
证 明 设 e= (人 妇 是 一 单位 向 量 , 则 


limf 0+ te HO0) limilth th) im_PE 
t=0 1? hk 


f 了 如 ti t +0 t 
fh Ek 关 0, 
“+o, k=0. 


所 以 fC0,0), 户 《0, 0) 也 存在 : 
f.{0, 0) =—=fy (0, 0)=0, 
即 了 f(0, 0) 一 0。 但 由 第 五 总 8 3.1 例 2 可 知 , 了 在 (0,0) 不 连续 . 
然而 由 定义 工 显 见 ， 质 数 在 一 点 可 微 必 定 在 该 点 连续 .所 以 了 在 
《0, 0) 不 可 微 . 日 
我 们 注意 到 ， 如 果 了 在 DD 上 每 一 点 PP 都 存在 Jacobian 
J 了 f(DP), 则 Jf 就 是 一 个 由 号 到 R* 中 的 映射 : 


Jf=(fr, fs). 
出 第 五 始 §3.2 定理 1 知道 ,Jf 在 点 po 连续 当 且 仅 当 f7 和 户 都 


在 Po 连续. 
定理 2 汶 Jf 在 D 上 存在 ,是 在 po 连续 ， 则 了 在 po 可 微 . 
证 明 出 一 元 国 数 微分 平均 值 定理 , 当 殊 入, 很 小 时 
f(xot hi, got he) — fro, go) 
DFT 。 


= f(xo— hi, yot ha) fro, ys | 天 2 
-| flro, yet ho) —f rc, Yo) 
= fr OR hh Cro. Yo! Osho) hs, 
其 中 由 和牛 怠 (0, 站 中 二 数 ， 设 =- 
f(r OR go | ea) fo, Yo) =o, 
ffir tot OR) fi ry) pf. 
划 
flzo 一 2 一 了 Cr yo) 
= fro yo fy ro, yo oh,— Pho. (C5) 
由 连续 性 的 假定 加 , 和 ->0 上 gD, 有 >0， 而 
人 


所 以 
oh + Bhs ow re ht). 
内 GG) 式 , 这 斌 起 说 广 企 Pa- (x6 yo 可 钥 .局 
以 上 内 容 ， 灯 吕 泡 国 数 业 同样 万 过， 不 仅 和 ,还 可 以 推广 到 
由 BR” 中 到 亚 ” 中 的 也 知 .以 下 一 律 息 定 厂 C 交 瑟瑟 开 集 , 1 六 -> 
责 ” YED 是 一 定 上 直 ， 在 作 征 陈 运 策 轩 用 列 向 全 雯 未 如 "和 五 "四 
的 点 , 这 和 娃 贞 身子 可 写作 


jp | 
县 中 fi, "a 了 元 是 了 的 坐标 筷 六 类 ， 都 总 定 交 在 DD 上 的 天 元 琐 数 ， 
定义 2 如果 忆 在 -个 下 攻 环 年 阵 


® 7F2 » 


使 得 
jz A) 2) = AhT Rh), (6) 
共 中 召 满 号 
| 天 (下 二 oOC4 有， 
则 说 中 身子 在 ”可 微 . 这 时 记 
df (72°) (8) 41， PE 而 (7) 
则 fz) 是 由 下 "到 下 "中 的 线性 映射 , 叫做 了 在 点 xz 中 的 微分 . 
于 是 , 如 果 了 映射 了 在 点 莽 2 可 徽 ， 则 和 二 元 函数 一 样 ， 怎 阵 4 
就 可 看 作 了 在 z 的 “导数 ”. : 
设 (6) 式 中 坪 的 玲 标 消 数 为 有 R,，…, Rm 则 (6) 式 就 是 
LES f(x ) 
9 


‘flr ik) fC) 


jy es \ Ri(h) 
A | : ) {8» 
ry 


Fir 十 六) — f(x'") (ti, ee Gn) -RCh), (9) 


1 = 1 Ti, 


所 以 


因此 容易 看 出 , 下 述 定理 成 立 : 

定理 3 了 喘 射 了 在 Yo 可 微 ， 当 旦 仅 当 每 一 个 坐标 函数 天 均 
在 Xx" 可 微 . 

由 此 看 到 , 定理 ! 和 定理 2 对 于 映射 也 部 成 立 ; 

定理 1 车 了 在 2 可 微 ， 即 (6) 记 成 立 ， 则 一 阶 偏 导数 


和 (zw ) 都 存在 , 且 在 6) 式 由 
Ty 


3j py) .2 ve 
Bz ) er 


py en (10) 


和 二 元 函数 一 样 , 我 们 把 上 式 右 端的 祭 阵 叫做 映射 了 在 + 外 的 

Jacobian， 记 为 yzw)， 因 此 ， 若 了 在 zt 可 微 , 则 Jacobian 
Jf(z) 存 在 , 且 4=JfCzo)， 这 时 由 (7) 式 ， 微 分 4) 由 下 
式 定义 ; 
. df (x) (RR) =ITI Cr)h, hER". (11) 
并 且 Jf(z，) 就 可 看 作 映 射 了 在 x0 的 “导数 "， 但 是 芭 过 来 ， 由 
Jf(z) 的 存在 不 能 断定 了 在 x 可 微 . 

世 果 了 在 忆 上 处 处 存在 Jacobian, 则 就 得 


3 四 5f 
dx Ox 
Jf -| a 
of Of 


3z ar,l, 

它 在 整个 了 下 有 定 羡 . 对 十 您 一个 x&D 得 一 算 陈 Jf(z), 所 以 Vf 
是 由 DD 到 mx 阶 系 阵 空 间 的 上 腕 射 ， 由 于 有 Wx% 阶 算 阵 实际 上 相 
当 于 mz 维 癌 最 , 它 的 范 数 定义 如 第 五 章 31.1(3) 式 ， 这 和 mn 维 
向量 的 范 数 是 一 臻 的， 所 以 了 相当 于 一 个 由 五 到 RR” 中 的 映射 . 
于 延 由 第 五 章 $ 3.2 定理 1, Jf 在 x 连续 当 且 上 只 当 每 一 个 偏 导 数 
3 都 在 z 中 连续 ， 因 此 由 定理 2 和 定理 3 我 们 义 得 : 

定理 2 车 ff 在 DE 上 存在 Jacobian Jf， 且 Jf 在 xz‘ 连续， 
则 了 在 xz 可 微 ， 

以 上 我 们 看 到 , 偏 导 数 的 连续 性 对 函数 会 有 重要 影响 , 设 集合 


ss 7 村 。 


DC R"， 考虑 定义 在 DD 上 的 函数 或 映射 f， 设 的 所 有 一 阶 偏 导 
数 在 DD 上 都 存在 ( 接 $1.1 中 的 约定 ) 并 且 连 续 ， 即 Jf 在 D 上 存在 
并 且 连 续 , 这 种 立 数 或 映射 的 爹 体 记 为 名 (D) 或 多 .定理 2 利 
定理 2 说 明 , 如 果 feE 名 %”(D), 则 了 在 D 上 可 微 , 且 Jf 斌 是 了 在 D 
上 的 “导数 ”. 同样 , 如 果 f 在 DD 上 具有 全 体 二 阶 连续 偏 导数 , 则 记 
fEBZ" ,等 等 如果 f 在 D 上 只 龙 连 续 , 则 记 f 帮 名， 


习 题 

1， 设 ( 开 集 ) DCR",f: D>R"(m 一 ] 时 是 元 汕 数 ). 回答 下 列 问 题 : 

(1) 了 在 一 点 ztogD 可 徐 是 什么 意思 ? 了 在 zt 的 微分 是 什么 ? 

(2) 了 的 可 微 与 连续 有 什么 关系 

(3) 了 的 可 微 与 其 玲 标 的 数 有 什么 关系 

(4) Jacobian Jf(z) -?Jf 是 什么 梓 的 映射 ? Jf 的 连续 性 与 偏 导数 
2 有 什么 关系 : 
YY 


(52 了 于 的 可 微 与 其 Jacobian 三 何 关 系 ?” 这 丘 一 元 国 数 比较 有 何不 同 ? 
用 Jacobian fry 如 向 去 述 牧 分 4f(z)r 由 Fr) 存在 是 否 能 说 微分 
f(z) 在 在 ? 

(6) 什么 时 候 Jacobian .7f(r) 可 以 看 作 了 在 的 “导数 "? 

(7) FE 福生 人 是 件 么 意思 ， 天 宕 与 与 了 有 和 何 关 藉 ? 

《8) 若 插 宕 后 是 由 下 让 到 玫 " 中 的 映射 , 则 det -是否 连 续 (det4 表 
示 和 矩阵 4 的 行列 式 . )? 

《9 接 上 问 。 记 (xj 7D) 一 J 了 G7) (和 阁 阵 ). 苦力 二 存在 则 (让 
是 否 连 续 ? 

2 计算 下 列 映 射 的 Jascebian 和 微分 (为 什么 可 微 ?): 

{1) f(z, 二 (zy 一 373.3zx 一 5 纺 ), 在 点 (1 一 1) 处 ， 

《2) flz, 了 3) (ry2 -19 T9123) 好 。 

(C3) fer y= (rT 6y, 379 2 -38 在 点 (1 1D 处 . 

(4) fi{r,8) {reosd, rsing). 

(5) flr,8, gp) = {rsindoosg, Tsindsing, rcosb)。 

(6) f(r,0,2}= (Tecost, rsing, 2). 


® F535 


3， 谈 了 过 由 台 " 到 器 ”中 的 线 尾 变换 , 则 了 7 和 一 9” 了 荆 的 可 微 性 如 何 ? 

4 变 e 是 由 如 "到 让 中 的 得 等 队 射 : 即 etz) -zfz6EBn)，vwe 一 ? 
de(x) ==? 

5 设 了 是 由 BR? 到 RE 由 的 瞎 射 ，9 是 由 RR"* 到 Rr 中 的 映射 视 下 一 
(站 为 山 愧 习 站 ?的 跌 射 , 则 JF=? 戎 R=m, 视 了 为 由 RR" 到 RR!+? 
中 的 8 则 一 

6， 设 Bp, 多 7 为 一 无 连 续 消 数 , 求 一 可 微 映射 了 使 

P(r) n 0 
dfx. y, 2} = 0 gy) 0 ) 
0 0 7{2) /. 

7- 进 DC Rj.9 :> 下 "证 地 

(1) Jef=edi, eeR. 

(2} Tif+g df gy, 

(3】 省 六 一 ] 时 

ig 091 fg. 

人) 2 时 式 由 成 立 ， 

了 (9 gdf fig. 

8. 设 f 0 时 |f(z)==1， 证 明 产 :一 0， 
试 和 解释 虑 几何 意义 ， 


$82.2 切 向 量 


下 在 我 们 讲 了 靖 数 和 映射 微分 的 概念 ， 由 些 我 们 来 阐明 几 休 
上 “ 相 雪 的 含义 , 从 而 拒 夏 线 人 和 轨 面 的 概念 统一 起 玉 ， 
设 DC R" 是 一 下 集 , 映射 (用 列 向 量 表示 ) 


fi 
| ~ Dh 


a 
于 是 天 及 后 是 尾 ” 中 的 一 些 " 超 曲面 "， 震 用 方程 赤 示 这 张 曲面 
政 足 

y=f(z), zrED. 
ea 7]6 » 


设 f 了 在 一 已 z "MED 可 微 ， 即 $2.1(6) 式 成 立 ， 丰 RE" 中 任 取 一 加 


策 于 是 


CT(Z ){(h) = Ah (1) 
《8 2.1(7)) 是 BE” 中 的 一 个 向 合 、 设 二 是 实数 , 则 当主 变化 讨 
# fer) th (2) 


就 是 R” 中 条 通过 点 f/x 中 ) 的 " 超 直 线 " 避 (图 3D). t 引 $2.1(6) 
式 ,， 妆 Ib 


图 31 
了 (ze 十 th) 一 [Fo + tAh1— R(ER), 


而 
FRCOR) | = othl) =00t). 
因此 “直线 5(2) 就 可 看 作 超 曲面 f(D) 在 点 f(x 中 ) 的 一 条 “切线 ”. 
让 于 这 个 原故 ， 我 们 自然 就 把 向 旦 (1) 叫 做 巷 信 在 f(z) 的 一 个 
切 向 量 . 
男 一 方面 , 由 5 2.1 由理 1,4=Jf(z'). 再 由 81. 2 映射 求 偏 
导数 的 公式 (12) 和 (13) 知 道 
afi ‘0 
| Jr.” . ) 
a 10) pe 
dr (720) = : 
了 。 
因此 


st FF 


321 (x0) .of (zx) 


a) 
TD 天 
fn (yn) 3fn (p10)) 
ox) be 
k fb 
a (4 {x bo ) of eo 
hr 
所 以 
A = Dh ay: (3) 


这 契 切 向 斌 的 表达 式 ， 从 此 碟 看 到 , 当天 在 吾 " 中 变化 时 ， 帮 CD 在 
Fr 的 全 体 坊 癌 基 
{af er) (RR): hER"} 
构 战 召 ” 中 的 一 个 线性 了 空间, 就 是 由 向 加 
3 C2), oo, Sh (x0) (4) 


张 成 的 子 空间 . 我 们 把 这 个 玉 空 闻 册 做 f(D) 在 f(x ”的 切 空间 . 
于 是 微分 Qj Cz ) 碳 是 市 吾 " 到 了 DD) 在 fx") 的 团 空间 上 的 线性 
变换 ， 我 们 应 特别 注意 ，《4) 中 的 向 量 也 部 是 AD) 在 f(z' 中 的 切 
和 向量， 它们 不 必 候 线性 无 奖 的 , 凡 此 切 空 间 的 维 数 撩 总. 

综合 上 上述: 若 于 在 X20 D 可 微 ， 则 (4) 中 的 向 量 张 成 超 曲 而 
了 (OD 在 fx 人 中) 的 转 室 词 , 束 丰 了 (D) 在 fx) 和 约 侈 部 转向 量 ， 率 十 
了 用 列 疝 量 还 是 用 行 向 量 米 玫 示 是 无 关 紧 要 的 ， 

作为 例子 : 我 们 王 看 一 看 转 空 间 在 BE* 中 的 只 体 表 示 ， 

设 有 出线 

(x, 9,2) =- f(t), te La, J. 

它 在 一 点 Po 一 f(to) 让 应 1 (4) 中 的 那些 切 向 量 就 只 有 一 个 
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(to 这 正 就 是 $1.2(4) 中 所 述 的 切 向 量 ， 这 个 切 向 量 张 成 的 子 
空间 是 一 条 直线 
(x, 纺 2)=hf' (Lo), hER. 
再 将 此 直线 平行 移动 到 pe 就 得 曲线 在 该 点 的 切线 
(z， 纺 2) = Pot hf'(to), hE RR. 
即 $1.2(6). 
再 考虑 曲面 
(x, 2, 2) = f (u, »), (2, 9)ED. 
它 在 一 点 po 三 了 (xc oo 相应 二 (4 中 的 那些 切 问 量 有 两 个 
Ltu, 20 )， 2 (on vou). 
如 果 这 两 个 向 基线 性 尤 拓 , 即 


af 93f 
Da xX 3 Ca, Vo) 0, 


它们 张 成 的 了 空间 秘 是 一 张 平 向 


Ca 8, 2) = ho Co. 00) Fhs Bf (uo, vO) hr hak Re. 


平行 移动 到 po 总 得 曲面 在 污点 的 切面 
ET ME a 


2 af 《za 0), Ri, hE BR, 
du 可 分 


写成 分 量 形 式 , 消去 友和 za 印 得 8 1.2(16)， 

十 面 我 们 由 切 向 最 的 慨 念 答 到 了 切 空间 的 概念 ， 这 上 两 个 概念 
不 受 维 数 的 限制 ， 把 它们 应 用 十 下 中 我 们 便 看 到 ，8 1. 2 中 切线 
和 切面 的 概念 是 统一 的 , 它们 部 是 (经 过 平行 移动 的 ) 切 空间 . 


习 题 
1， 设 (下 人 理 J)DCRr 太 D>R*，zED， 网 答 下 列 丫 题 : 
{1) 超 曲面 1(D) 何 时 在 点 了 (zx) 存在 切 向 量 ? 切 疝 最 是 如 何 定义 的 ? 
里 79 +» 


(2) 于 (x 于 (2 是 不 是 有 向 最 ; 为 什么 ? 它们 此 成 什么 宣 
问 ? 它们 能 和 否 代 表 呵 蝗 在 大头 的 全部 切 癌 量 ? 

(3) 当 & 二 1,m-…-3 时 切 空间 是 四 什么 重量 张 成 的 ? 

《4》 尖 及 = 2,7R 一 3 有 时 切 空间 是 由 什么 向 量 张 成 的 ? 

2， 求 出 下 列 超 册 而 在 指定 点 的 场 室 问 , 并 指出 共 维 数 : 

{1》 (pW, 200) = f iu, 0} | 证 ,22)》、 在 了 (1, 1). 

(2) (fr, 3 2 al = Fr 8, £)— (27 十 1 rs, si, 5 在 大 1 1 一 1)， 

43) 人 及 -ez 的 .ee 是 重 等 队 射 ， 在任 党 点 ， 

CA) fo = rd rsinO rr 天 0、 滞 让 莉 形 . 

《5) (x, 9, 2) 一 (TSitteosw.rsingsinwyreost), 7 并 0， 业 出 图 形 . 


§2.3 复合 求 导 
: 花 习 了 瞻 射 的 导数 概念 以 后 , 进 测 自然 要 问 , 一 元 函数 的 求 导 
法 则 , 肤 复 合 陆 数 和 上 友 需 数 玉 导 方 法 , 对 欧 射 是 再 成 立 ? 答案 是 肯 
定 的 、 现 在 我 们 上 先 讨 论 复 合 求 号 ， 到 43.3 中 这 研究 放射 求 导 问 
题 ， 
定理 1 (复合 水 蛙 ) 和 设 DCB8R" 于 一 开 焦 ， 关 DB 又 
ACR 是 -一 开 集 .9: A->D， 进 9 在 一世 WCA 直 合 ， 了 在 对 应 
点 2 人 一 9g( 人) 可 逢 , 则 复合 帅 射 fo9 在 2 可 微 , 了 
Tl a bt a 0) 
证 明 ”因为 9 在 可 往 , 所 以 
gu) gu Tglu Yu + Ru ), (2) 
开 和 下 省 全 2 下 F 莹 是 
和 DC 
又 因 了 在 过 2 9 G25f 逢 .于 以 
fa) -fOr DI Rv"), (3) 
正中 Rr 总 > 这 清 中 
Rizr 0) olzr~z "| 


). 


@ BO * 


在 (3) 式 中 令 z 一 90w), 则 出 (2) 式 得 
foglu) —fog 2 ) THT Tg) Cu) +t Ru ), 
(4) 
其 中 
Rua oO) = fr Ru mu ) -R(T— 2 ). 
因为 (第 五 童 § 1. 1(4)) 
[fr RC a El) Ru- ) 


oCiu—u' |); 


又 由 (C2) 并 ， 
ro gu ) a RC, 
所 以 当 w>u 时 xz ,用 
| — rx.y! 2 (一 ; (9 1 
Ds a sl 让 上 再 作 二 
lau" ob lau—w™ | 
—>0. 


所 以 当 zx-2 ”于 
:Ru ) = ot( 2 和) 
因此 (4) 式 在 说 明 fog 在 Ww "可 微 ， 并 且 (8§ 2.1 定理 1) (1) 式 成 
立 .了 
在 定理 于 中 , 好 果 了 在 DD 上 可 微 ,9 在 人 上 士 可 微 . 仿 
VE fi CRs ~ Tn ), £1 
(了 
其 中 了; 和 gg 分别 丰 了 和 9 的 侍 标 医 数 、 则 由 (1) 式 束 有 


OL EY EY EY OF ,EF 
du du 上 宇和 OX Ou! Du 
和 | Ld (5) 
Dym ,Ya lgm .oo gm) (Grn .OXn 
ou, Ou dx) Or \z% zi 


推论 1 讽 二 元 阳 数 mp 和 音 在 一 点 (sotu) 可 徽 ; x0 = 二 (80,to)， 
* J1I +" 


yo 三 凡 (so to); 又 一 元 蛙 数 了 在 点 (ao yo) 可 徽 . 设 
uls, £) = f(to(s, t), bs, £)), 
岂 复 含 国 数 立 在 (so 如 可 微 , 且 
学 《5o， ) = (xo, EG 《so， 如 ) 十 SS (eo, yo) SE (su to)， 


(ms De 2 一 《Sn to) + Se, y0) 3 Sy (80, £0). 
《6) 


学 (so g) -= 


证 明 令 
£8=(p,p). 
于 是 4 二 fg， 由 假设 % 和 才 在 (so, 10) 可 微 ， 所 以 在 (so, to 可 
徽 ， 又 了 在 (4zo 90) 三 8(so,t0) 可 微 ， 由 定理 1， 人 复合 图 数 4 二 了 og 
在 (so, 如 ) 可 微 , 了. 
Julso, to 一 Crzo govS(s0 to), 

即 

(Fs, 10), 人 (so to) ) 


a SE io), SFCso tr) 


Af ds 
—(9FCzo, yo) 中 (ro y0) ) 
3 (sn to), 3 (sn to) . 


这 就 是 (6) 式 、? 
在 推论 1 中 ,如 有 末了 9, 在 其 定义 域 上 可 微 , 令 
uf yg), x=, £), y=ps, 6). 
如 由 C6) 过 谍 有 


(ou_ udr | Ouogy 
as B798 Gy As’ 


du_ Quor | Ou gy 


a Fa yat 


(7) 


» S82 。 


例 1 设 二 元 国 数 了 处 处 可 微 ， 令 w= 了 f(aTht,， 568+b£)， 
求 刀 ， 
解 令 2 二 p(t) 二 a 十 ,9 二 (EE) 二 5 十 KE， 由 推论 1， 应 用 
《7) 式 ， 
=f.(atht, btkt)z’ +f (Catht, b+ ki)y: 
=hf. (Cat ht, P+hE) + kf Cai hi, b+EE). [0 
例 2 设 了 是 一 个 可 微 二 元 画 数 ，9 是 一 个 可 微 一 元 函数 . 
令 2 一 了 zz 2(Z))， 求 号 
解 由 推论 1 应 用 (7) 式 ， 
一 f(Cz PLT) Et f(z, pL) PT) 
=fs(z, pz) +fs Cx, pT) pr). 0 
例 3 设 二 元 曾 数 f 爱 续 的 一 阶 人 篇 导数 ，4 二 J (x,y¥)，z 二 
rcos0,y 二 +3i06.， 证 明 
;人 


(50) +( 吕 ) -28) + 
解 ” 由 推论 1, 应 用 (7) 式 ， 
e050 人 sinl, | 


Ou Audx dundy ou 
or grdr dygr gx 


1 92 你 gx Lo 9)=—3 
7 90 (元 a0 ay a0 


ee 0 

例 4 设 二 元 函数 了 有 连续 的 一 阶 人 编导 数 ，w=f(z 十 9g 十 
zy 二 2)， 求 的 阶 偏 导数 . 

解 设 5=z+Ty 十 29=2? 十 六 十 2 ee 


ax_3u 站 3u3 Iu 
Fr 


vsin0 十 3 cosg， 


同样 ， 
ou du du gu 
也 = 续 + 2 Iz aE 1 2 0 


二 


例 5 设 
2 一 了 (7 y), y= g(%, y, u), 出 二 CY， VY, 2). 

OW gw 
求 3237” dy 

解 ”我 们 可 以 应 用 推论 1， 作 复合 淆 数 求 寻 ， 也 可 以 应 用 定 
理 1， 作 复 台 映射 求 导 ， 这 里 我 们 用 后 者 求 导 。 要 求 导 的 映射 (项 
数 ) 吓 

(2, 8) > w. 《8) 

它 是 下 列 三 个 映射 复合 而 成 的 : 


Cr YF (74, 2 4) 上 一 >《Y，2 9) 一 > yy. 


由 《5)， 
az 9s at /az 3 
Dr oy dullor dy 
9w 怨 )=( 总 aw 3 ) Qu gu Gaull oy 
| Z "9y dr ?Da :D0 /Dr oy dv ||lor oy 


-( 光 aw 0 0 1 0 J 
97 ou 90 ap dp 3 人 3 Du 


ey , O10 QV dt dP dw 3 区) 0 1 
3r ay axa0 yu "do da 


du ou 


adr oy 


“834 * 


所 以 
dw 9 | dw 399 ， 91w du | dw gv ou 
ov ir! dy 3 do du A 
aw au Aw dv 9u 


Du _ aw gv 9w Qu ou 
Oy ov dy au 2y dv dx ay 


上 上 式 左右 两 端的 38 是 不 同 的 左 端 的 5 到 
I or 


Ir 32 


是 映射 (8) 的 


请 注意 ， 
偏 导数 ，i 右 哎 的 全 32 下 珊 射 ( 丽 数 ) Cr, zw 9) >w 的 偏 嘻 数 , 即 
ow a 
DR u,v). [] 
推论 2 设 二 元 函数 了 在 一 点 Po 三 《ro go 可 微 ， 则 了 在 po 


沿 任 一 方面 e- (cosay sing) 约 方向 导数 均 人 存在, 时 


oT Wot pe + Cao, yn) (ey); 
{9) 


证 明 令 


ult) fe, tirom, yy lsine). 


由 $1.1 定义 a1 (x. yo) =w(0)， 应 用 推 爷 : 便 立 苑 得 证 . 


推论 I 痰 , 风 $ 2.1 例 1. 
例 6 设 pwvz 六 全， 求 p 灌 全 一 方向 @ 一 (tosx. 

cosB, cos 7 ) 的 方 疝 守 多 
解 ”由 推论 2， 


SE ecosc 2 cosp - 2c0s? 


oT @ > 一 os 由 
其 中 6 是 向 量 e 和 2P 的 炎 角 (图 32). 
本 85 » 


习 题 


1， 问 答 下 列 问题 ; 


(1》 复合 求 导 公开 (了) 或 (5) 在 什么 条 件 下 成 立 ? 如 有 果 79 在 uw 中 "连续, 


了 1 在 xz 中 一 9g (we 中 ) 过 继 ， eC 起 谷 成 开 ? 
(2) 设 了 是 可 徽 映射 , 妆 芷 常数 知 阵 , 卫 一 4f, 旭 J 下 = 
2. wry ry T=? 0, y= rsing, 术 凶 ， 荔 . 
3。 求 的 一 .二 阶 偏 导数, 设 
CD ft gap): (2) ar zy, ry2): (3) w=f(E, 和 ). 


对 vw 有 


_ Qu _ 
双 == 工 ， 元 
au 
| 
Ayiy 2 
5， 设 各 一 了 tx, 消 是 方 积 
Du __ Ou 
Dr 38 
和 条 任 
i 民 
a 一 江 ， Ey 一 2 
yr: a 2 | y-2x 
求 2 32 ou 
. 77 | v=27, ZX28 |y-22 82 1y=azr。 


6. 设 fiz, ,2) —F(u, 也 ， 公 )， 其 中 x — #0, Y = Wd, 22— dd, 证 明 
zf + yf ef uaF, | oF +wp,, 
7. 证 明 La2lace 方 和 


Qn , Pw 
A 一 入 > Toy ™ - 


经 下 列 换 交 后 形式 不 变 : 
(1) wm ry 27Yy: 


yy) 2 
(2) 开 2 vr ? 十 3 


”86 8 | 


(3) 二 了 (zw, 让, 2 一 9 (7,9), 月. %,2 满足 Cauchy-Riemann 方程 
A 
az 9y 2y Dr 

8&， 证 明 方程 


经 换 元 + 一 e"*，Y 二 e! 成 为 Laplace 方程 ， 

9.。 米 JJ.9，、 设 

(C1) fz 8 (wy, 0223 gt8,t) = (8+ st ), (2 了) 处 ; 

(2) fOr WDA(r ,ptr—y)), 9(s, 划一 (es e!); 

(3) ft{x, 9 — (ey, sin (y+27)), g (u,v, w) 一 (全 | 222 十 3203， 20— 7), 
在 (1. 一 1.1) 处 : 


(4) fr, WH 2) = {ry 3 2x- -22,0), GU 2 一 《ab2202， 吉 2Sin 2 
Uer). 

10， 设 /Cn) 一 Az, 4= (ei) 为 nXn 秆 阵 ， 了 是 W 元 消 数 ,了 一 fo 上 .证 明 

(1) Fi > 


ed eC pa 
ts'J=1 


(2) 著 妈 为 开交 阵 , 则 
Fo el Fran= fi 1 -+ fr 
11. (Euler 公式 ) 设 了 ER, 了 : Rr 一 Rm"， 和 如 时 
ftir) = t?f (ir) 
对 一 团 xz¥0 和 >0 成 立 , 则 闻 虽 做 力 次" 卉 次 映射 "。 证 明了 为 了 次 前 次 映 
对 的 充分 必要 条 件 是 
Tf rz 一 2 了 (7) 
对 一 切 x 关 0 成 立 ， 式 中 x 和 f 均 是 列 向 量 . 


提示 : 充分 性 令 g(t) -2. 


12， 设 日 是 正定 实 二 次 形 : @(2) 二 他，apztti an 一 的 又 了 (TD) = 
1. f=] 


(rz)? 人。 验证 上 是 中 的 Euler 公式 . 


13。 设 了 是 0 次 二 元 齐 次 函数 ,证 明了 的 形式 为 f(z 力克 二 


s FH7 里 


提示 : 应 用 前 题 Euler 公式 , 并 作 航 坐标 换 元 ， 
求 喇 庄 
14， 求 De 区 
(1} 1 点 (1, 有 处 ,ee 与 oz 轩 的 火 角 为 60 
(2) yu 一 xys 在 点 {1, 1 DR 
(3) alntz 二 力 在 点 (1 2) 处,e 为 抛物 线 亚 二 4x 的 切线 方向 . 
15，、 设 站 7 9, ze (eosa, eosf, cosy). 计算 2 
16， 设 el ex es 是 五 1 ex 所 垂直 的 单位 向 量 , 证 划 


gu au \? } (2) 十 ( 关 ) +( 人 E); 
De 
(1) ae， Bi ) 十 二 tgy 
Ou Pu 2 222 227 。 
Qet De 9e3 372 :2 PEE 


17, 设 fz.3 We f.0, 0) 一 0 证 明了 在 (0 0) 在 在 一 阶 偏 导数 ， 


但 不 存在 其 它 方 向 导数 . 
18， 试 将 方向 导数 的 绒 念 推广 到 映射 ,并 证 明 方 向 导数 就 是 切 向 量 ， 


8$2.4 ” 氢 微 分 平均 秆 定理 
我 们 知道 ， 对 于 一 元 可 微 函数 有 微分 下 均值 定理 成 立 . 
空间 中 的 可 微 映 射 嚼 然 了 世 有 “导数 ”, 全 微分 平均 值 定 ed 
而 有 类 似 的 定理 , 这 就 是 下 面 的 定理 1, 
设 4CR",a,5EA， 则 
r=(l—t)aith (ER) 
议 是 通过 5 二战 的 " 超 直 线 ”"， 特 别 ， 当 让 [0, 1 时 便 得 联结 a 
和 5&8 的 “直线 段 "， 记 为 a3, 印 
ab—i(tl -ta—th: te70, 11}. 
记 果 对 于 4 中 任意 二 战 四 4 ab 忆 4， 则 称 妆 为 凸 集 ， 山 的 开 
集 当 然 赴 一 区 域 ( 第 三 之 52.4 定 义 1 和 定理 驴 , 就 册 仇 “ 古 域 ”. 
记 然 ， 焉 i 回 ， 所 以 一 死 函 数 的 微分 平均 值 定 理 只 
对 凸 集成 立 . 


* S88 * 


定理 1 《 拟 微分 平均 值 定理 ) 设 DCR" 是 一 凸 域 ，f: 
D->R” 在 D 上 可 微 ， 昌 六 a, 5ED 时 存在 Eo2 使 
FO6)—f a) salT (io mal. 
证 明 当红 [0. 1 时令 
y= atib, 
q(t) =forlt). 
gt) Cf 00) f(a), g(t))>. 
由 $2.3 定 环 1 知 9 swJ 微 ， 艺 死 
P(E) =<f Db) —f (a), g(t)>. 
由 Schwarz 不 等 碟 (第 虐 章 § 1. 1(2)) 
oC 0 FNlg Cl. 
手 由 一 元 函数 的 微分 平均 值 定 理 ， 
1Ip(1D 一 2(0)| = |p"C0) | 10) —f 0a) 190 下 
其 中 蝇 是 (0. 1) 中 基数 ， 另 一 方面 ， 
Iw 0)—g(0)|=|1Cf06) —f (a), 9g(1) 一 9C0) 7 
=|f 060) 一 (ac |. 
合并 以 上 二 式 便 得 
0 /fl 01. 
. 再 由 复合 米 导 (2.3 定理 1)， 
959) =.79(9) = TPO YY 0) = TC0)) (68—a). 
令 5= 二 py(0), 则 EaBb， 将 此 式 代入 上 式 便 得 所 证 ， 曲 
这 人 定理 业 似 王 一 元 函数 微分 平均 值 定 理 , 我 们 暂 称 之 为 “所 
微分 平均 值 定理 ?”， 尼 有 类 似 十 微分 平均 值 定理 的 作用 , 如 下 而 的 
定理 2. 用 -元 国 数 的 微分 平均 值 定理 知道 ， 区 问 上 的 … 元 国 数 ， 
如 果 其 导 邦 数 为 0， 则 是 一 常数 ， 这 个 定理 对 于 多 元 函数 和 上 映射 
也 是 成 立 的 , 其 证 明 同 时 也 是 连通 性 的 一 个 示范 性 应 用 . 
定理 2 设 DCR" 是 一 区 域 ，f; D>R"， 如 果 J1=0， 也 


贞 9 


就 是 说 , 对 一 切 zDD 有 
Af; 和 三 让 许昌 一 ne 
=p 0, 2 1; 》 ?0， 2 1, 9 1, 


则 了 是 一 党 向 量 . 
证 明 我 们 首先 注意 到 ， 著 GCD 是 一 凸 域 ， 则 击 定 理 1 可 

见 , 上 在 G 上 足 一 党 向量， 任 取 xmgD， 令 

U—{rED: Frz)-=FCz ) 上 
我 们 就 是 要 证 0 一 D， 先 证 是 开 集 : 任 取 zt ED， 则 xmeD. 但 
D 是 开 的 , 因此 有 以 20 为 球 心 的 开 球 BLCSD，B, 是 西域 ， 如 上 所 
指 册 了 在 已 上 上 是 一 常 向 昌 ， 于 是 当 x&EB, 时 

fr)= frm) = 了 f(r" ). 
上 式 表明 ze 用 此 便 知 BICU， 所 以 z 中 是 局 的 肉 点， 即 避 是 开 
集 ， 问 样本 证 DNwe 也 是 开 焦 ; 任 取 x EDNve， 则 z?ED, 图 
此 有 以 x” 为 球 心 的 开 球 BiCD， 同 样 / 在 Bs 上 也 是 一 常 向 基 . 
所 以 当 zE Bs 时 

fC7) -f(z ). 

.但 ze EL 所 以 当 zEBs 时 xEV， 因 此 BCDNV, 即 DNvV' 也 是 
开 集 ， 然 而 了 是 区 域 , 纪 U 玫 ( 因 z% EV)， 所 以 DNT' = 多 (第 
五 章 8 2.4 定 理 1), 所 以 ZX=D 中 


习 题 

1， 癌 答 下 别 可 是 : 

{1) 微分 平均 值 定理 对 映射 足 否 成立 ? 

{2) 在 定理 ] 的 很 设 下 , 如 果 了 F 有 界 , 则 了 的 连续 性 如 和 何 ? 

(3) 如 果 卫 非 区 域 , 定 坦 2 能 否 契 立 ? 

2， 设 DPR? 是 -号 域 ， 于 昌 四 的 可 微 孙 数 证明 微分 平均 值 定理 成 
立 : 车 0,5ED, 则 存在 5fa5 佳 

1 0) —flo) = TfE) (一 后 。 

. 0 » 


3.， 《多 元 是 图 数 ) 设 DCR? 是 “后 集 ， 廊 了 一 有 如果 对 于 一 切 于 ,2 
€D, 
JE 十 (一 有 xD) 十 (1 一 有 了 (zi 
当 在 50, 六 时 成 立 ， 则 称 了 在 了 上) 为 是 的 ， 设 避 是 出 虞 ,县 了 闻 可 牧 ， 证 归 了 
为 山 的 充 要 条 任 足 对 一 切 a,5ED 有 
fib:-- flo Vf (a) 一 9). 


第 二 症 ” 隐 射 和 逆 射 定理 
8$3.1 隐 函 数 定理 
杰 节 我 们 计 论 - ' 企 在 分 析 学 中 极为 重要 的 问题 , 凤 所 谓 “ 隐 函 
数 存在 定理 ?这 个 定理 的 最 简单 形式 就 是 说 明 一 个 二 元 方程 


(zx,y)—0 (1) 
在 什么 条 件 下 看 可 向 解 

yf(7) (2) 
眶 

人 二 9 幼 。 (3) 


(2) 是 在 方程 (1) 中 关于 炒 解 9 所 得 之 解 ， 就 是 说 ， 固 定 z 解 y. 
这 个 解 y 月 然 依 赖 于 xz， 因此 8 关于 工 有 国 数 关 系 了 同样 (3) 是 
在 (1 中 甘于 8 求解 x 所 得 之 解 ,x 其 十 8 也 有 函数 关系 9. 
例如 , 从 圆 的 方程 
2 
我 们 可 以 立即 解 得 
# M7 一 (上 站 国 ) 和 3 一 一 辣 一 下 (下 半圆 ) 


洱 


z 一 7 二 拓 ( 友 半圆 ) 和 xz= 一 人 rm 一 办 ( 左 半 圆 )。 
这 些 解 都 是 定义 在 区 间 上 的 ， 除 问 点 外 均 可 徽 ， 然而 更 多 的 方程 
如 


se Fs 


-  … - ee A 


sinz ;lnzy 一 z2s 一 0 
话 很 难 求解 . 但 是 我 们 可 以 根据 “ 沼 国 数 存 在 定理 " 阿 答 它 是 否 人 有 
可 徽 解 以 及 如 何 对 解 求 导 .出 于 许多 方程 虽然 有 和 解 ， 但 往 和 企 无 法 
求解 ,因此 就 产生 了 一个 概念 : 我 们 把 (2 和 (3) 中 的 国 数 了 班 9 一 
役 地 缉 昌 做 出 方程 (1) 确 定 的 隐 画 数 ， 
在 几何 上 , 方程 (1 在 下 中 表示 “个 点 焦 
L—{(r DER: Plr,y)=0;, 
通常 叫做 一 条 “ 隐 表 示 ” 的 曲线 . 和 参数 则 线 一 样 ， 它 并 不 一 定居 
我 们 直观 中 的 一 条 则 线 ， 它 与 坐标 纪 徇 下行 线 相 区 也 可 以 不 只 一 
Ge 33)， 用 方程 (27 (或 (3 表示 的 由 缕 也 碍 做 * 显 表示 ”的 巾 
线 , 它 与 焉 行 于 和 御 的 直线 相交 最 多 一 点 ， 因 扩 , 如 铝 合 (2) 是 (1) 
的 解 , 已 上 oe EEC) 的 解 4 恒 33)， 轩 此 观 二 ， 我 们 的 
亲 题 其 率 在 局 部 的 范围 内 艇 达 ， 


| [一 
ES 


列 33 图 34 


¥ 


设 六 VC 是 两 个 区 间 ， 则 JC RR( 图 34) 是 一 个 矩形 , 它 
的 边 平行 于 举 标 名, 我 们 也 把 它 思 做 “区 间 "， 园 样 , 各 天 PC 
是 区 间 . 齐 了 一 了 x CR" 也 叫做 "区 间 ”. 

定理 1( 获 师 数 定理 (1)) 设 DCA: 是 一 开 集 ,，D>R. 如 

果 


+ 9 s 


1) FEGHD): 

2) F(zo, go 一 0; 

3) Fy {zn, go) #4 0. 
则 在 在 一 个 含有 (xo, ¥0) 的 开 区 闻 1x J 了 CD 使 得 

]” 对 于 每 - -个 zx&7 方程 (1) 在 J 中 有 了 唯一 的 解 9= 信 7), 其 
中 了 是 笛 了 到 > 中 的 清 数 ( 泡 酒 数 ), 绒 

2” 了 (ro) = yo; 

3” JE CD; 

4” 当 2zE7 时 


zy 一 
f PO Cz, y) i (4) 


其 中 y= 有 (z). 

证 明 ”由 假设 3)， 不 妨 设 
Fy (zo go) >>0. 青 租 航 设 1 ,存在 
一 个 含有 (zo, go 的 开 区 亲 志 x 史 
太太 在 大 上 有 0 图 35 
(图 35)， 十 是 对 十 每 -个 xS7 国 数 RGz, 在 4 上 严格 增 ， 迹 
了 = (c, 四 . 则 让 假设 2) 必须 有 

Fro, ec) <0, Flro, 0) 0. 

叉 由 假设 1), 可 微 , 故 扩 连续 ,因此 在 在 含有 有 2 的 开 区 间 {CT， 
当 xEIT 时 


F(zx, cc) 0, Flr, Hd) 0. 


天 由 介 值 定理 和 严格 单 油性 使 知 ， 对 汗 每 一 个 x%EST 唯一 地 存在 一 


3 我们 注意 到 , 在 以 上 的 证 明 中 区 间 荆 x J 从 而 7xJ7, 可 以 取 


得 任意 小 . 
为 了 证 明 3” 和 4 ， 我 们 先 证 了 在 了 上 上 王 连 续 ， 任 取 zi 这 


、.。 93 。 
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jz 一 加， 则 (7 EITKJY， 因 为 F(X 1) 二 0， 下 《7 yg1) >0, 
所 以 (zw, 如) 和 和 (zo, 如) 满足 辣 笠 的 条 件 . 因此 由 上 所 证 ,在 让 含有 
Cz) 的 开 区 辣 站 JCP 7 ， 当 2zE5 竺 方程 (H 在 六 中 在 唯 
一 解 Y 一 gz) 9 = 加， 在 给 0， 册 于 区 间 太 xxw 可以 取得 
任意 小 , 所 以 呈 颇 站 使 /Ch 一 2, 如 让 2)， 于 大 当 2ET 时 

rT) eX) LI) + ee. 
然而 用 了 叭 -性 显 负 在 石上 应 有 9 一 这 就 说 明了 在 2 下 连 续 的 ， 
由 的 任 间 性 全 外 了 在 7 上 证 

再 证 了 满足 3 和 4", 设 xCI， 了 到 友 很 小 使 z+ 了 既 1， 分 
eh t= rth f(z). 
是 则 2.1(5) 式 本 
O=P(r+h, yk) -F(x, y) 
= F(x Wh: Fy (Cw, OR -oh Bk, 

其 中 当下 下 0 了 肝 aB->0， 但 了 是 连续 的 , 所 以 当 产 ->0 8 天 人 >0， 
人 而 % 户 >0， 于 是 ,注意 到 站 了 iT 上 0, 当 >0 0 


fr 有 -TD Fry) 
- 克 (x,¥) + Fs {x,y) 


拓 3° 和 和 4° 成 六 .上 
例 1 这 


2328 37 二 273 一 0 
试 求 所 2 有 的 导数 红 . 
解 ” 当 x=1 如 方 程 有 此 个 解 3 一 1 利 y 一 2， 根 据 题 总 ， 我们 
求 导 的 在 这 么 一 个 解 六 J(7), 当 z=1 基 yy 二]， 设 
Tr, YY) Tiy 3Y i 2 
因为 
Py C1, 1 (2 —3) .1=—1 汉 0, 
故 由 定理 工 所 求 训 徽 解 是 存在 的 .又 
* 9 也 。 


(1,1) 一 (27 拓 16z2 -1 一 8. 

所 以 由 (1) 式 得 六 = 二 8 

于 而 定理 了 是 隐 靖 数 存在 定 埋 的 晤 篇 单 情形 ， 从 定理 1 的 证 
明 可 以 吞 到 . 它 与 方程 人 1) 中 变 元 的 维 数 无 关 ， 若 zER", 则 对 于 
方程 (17 有 完全 克 样 的 定理 成 立 , 而 不 须 再 十 ， 我 们 叙 达 如 下 : 

先 引 进 术语, 若是 欧 氏 室 间 中 的 … 点 , 我 们 把 含有 a 的 任 
一 开 集 邵 叫 做 4 的 一 个 邻 域 . 

定理 2( 隐 函数 定理 (2)) 设 DCR"! 是 一 开 集 ,了 :D>. 如 
末 

1) FEWD, 

2) F(z™, #9) =0, 其 中 zxER", yoER, (x™, yo)ED; 

3) F(x, yo0) :< 0, 
则 存在 (zg) 的 一 个 分 吉 GxJ(G 是 2 在 BR" 中 的 一 个 娟 域 ,J 
是 如 中 含有 基本 个 开 区 各) 使 得 

1? 对 于 组: 个 站 人 方程 (1 在 了 中 有 险 一 的 艇 了 二 其 7》 
其 中 了 是 由 如 到 了 中 的 蝴 数 ( 隐 国 数 罗 下 

2° 0 

3° fC 

4” 到 xEGH 
FCr, 的 


af 
md a e 
GD C9 


其 中 y=/(x). 
例 2 这 
sin 2— ry —. 0, 
92 35 
3z’ dy 
解 令 


95. 


Flz, y, 2)=sins— 2y2, 


让 定理 2 和 (5) 式 , 当 


时 有 


1. 
(1) 
(2) 


(3) 


F' (rx, Y, 2)=ecoss—2Yy0 


Oz ¥2 9z 3 
dr cosz—7xy AY eeos 名 一 28 


习 题 
问答 下 询问 题 ; 
如 全 反 述 隐 质数 定时? 
刻 何 证 册 隐 中 数 定理 (1 
设 - 元 因数 素 可 微 . 疆 方 程 F(z, 划 二 0 有 可 组 解 一 fo)， 能 否 直 


接 承 方程 计算 入? 


‘d} 


(5) 


在 加 35 中 的 4 点 和 BP 点 上 能 否 有 玉 关 0? 
在 定理 5 中 如 果 FE 名 ,能 再 得 出 隐 函 数 E17 


2、 人 在下 列 方程 中 计算 六: 
(1) rz7-- 2 ~ 0 (2) xy 一 lny 一 0， 在 (0, 1 处 
CO yo— ESIny Tr, CDN, ] yz (4) rs=¥*、 (YD. 
i ;9 
3 在 下 列 方程 中 计 妇 Fr 
(1 es--1y2-—0: (2) z2y 一 X23: 一] 二 0, 在 (1, 2.1) 处 ; 
(3) 于 -1n 二， (4) 了 3 十 
已 六 

(5) T5000， 化 (1, 一 1 2 a) 处 。 

、 ws 2 MY BE 
2 yt na ~ .nh 1], 
|， 放下 22 一 站 涉 明 Dy gz DF 

. To 

i 2 

5 入 yy 7 i a 
2 

6， 计 228 一 在 (1, 一 2, 了 处 计算 3 

a 。 辣 二 好 22 
?7， 设计 0 训 有 
8， 证 关 隐 曙 数 定 理 (2)， 

96 * 


§3,2 隆 射 定 理 
现在 我 们 将 $3.1 中 的 隐 靖 数 定理 推广 到 mw 个 未 知 元 如，…， 
ym 和 于 个 方程 的 方程 组 的 情形 : 
(7 “ns #1 ym) =0, 
Ee RA {1) 


1 f(r 2 ER 


Ym = fnlz,, ”2 Ln), 
如 果 我 们 令 


Fi (FI, Bm). (2) 

则 下 是 一 个 出 RY 中 天 RY 中 的 喘 寻 ， 记 xzCR”，yER”， 则 方 种 
组 C1) 名 训 以 统一 为 &3.1 方程 (1) 的 形式 

Fr, y) 一 0. (3) 


同样 (1) 的 解 刀 可 以 统一 为 §3.1(2) 的 形式 
y= f(x), 
其 中 是 -个 由? 中 到 R” 中 的 峡 射 , 我 们 一 般 地 把 它 叫 做 自 方 
径 (3) 和 确定 的 隐 射 . 
设 CQ2) 中 下 的 定义 虞 为 于 从 DCR"”， 父 设 Jacobian 了 7z 在 
六 上 和 存在， 在 


4 2 Shi 
| 下 dr oy ag Rm 
AE 
zs Po obimn 328 
od 9 9dr, ay: ym 


中 记 


ea I7 。 


Sk drs 
TF = = 
oF a9F 
or OT 
9 oF 
98i ym \ 
TaP = yh = , 
aF,, oF | 
dy gym 


这 是 五 的 两 个 “ 偏 ，Jacobian， 宅 们 分 别 是 边缘 映射 TC(:， 嫉 和 
F(z,*) 的 Jacobian， 于 起 


TPR: (JTF, TPF) (TF, TuF). 
营 上 4 是 任 一 方 隆 , 我 们 过 其 行列 式 为 det 4. 
隐 射 也 在 和 隐 消 数 完全 相间 的 定理 . 
定理 1( 隐 射 定理 ) 设 DCR”” 是 一 开 俯 ，F: D->8”， 如 


1) FE; 

2) Pl2z", ¥") =0; 

3) der JyP(z'™, go 7 0. 
则 存在 (z # 的 一 个 邻 碟 Gx 4 使 得 

1 对 于 熏 一 个 xEG 方程 (3) 在 吾 员 有 了 瞧 一 的 解 # = /(z), 具 
中 了 是 由 G 到 豆 中 的 映射 ( 隐 射 ) 且 

2° f(x) -ys 

3" fe 

4* 当 zEG 时 


Jf(z)= “JyF lz, y) JFlx, y) 
4 98 .9 


本 
9Fn 2 Dn, 尝 ) 
AF (2 y) 1. BP 
EE {x y) D7, (x, ¥) 
a {4) 
oFn oF 
Bz (x, 8) gx (x, 9) 


其 中 y= 了 2). 

证 明 ”我 们 先 用 归纳 法 证 明 命题 : 在 定理 的 假设 条 件 下 , 1， 
2 和 3"” 成立， 由 § 3.1 定理 2 知 此 命题 当 m=1 时 成 立 ， 现 假定 
比 命题 对 自然 数 头 一 1 成 立 , 证 明 它 对 自然 数 铝 也 成 立 . 

由 条 件 1) 和 3)， 存 在 〈zo, gm) 的 令 域 DCD, 在 PD' 于 
detJ ,Fr oo 以 下 我 们 以 DP' 代 2D. 

由 条 件 3)，3 (zy 不 能 都 为 0, 为 方便 起 见 , 设 

(zt go 天 0 (5) 


改 记 

(x, 9) ~ Cx, Ys Ym) CF, Us, Bn Ym) = (L,Y, Yn), 
相应 地 ， 

2, ) = (0, 0 4 ). 
由 条 件 1)，PnE 竺 92， 又 由 条 件 2)， 
下 (ZW 二 0. 

再 由 (5) 式 和 8$ 3.1 定理 2, 存在 (x 中, wym ) 的 邻 域 (Gx Gn-1) 
x .CD' 使 得 

(1°) 对 于 每 一 点 (x, 4)EGa Xm 方程 


s O90 « 


Fef2 Hz 一 0 
在 了 中 右 叭 一 的 解 知 =F02 20， 疼 中 中 是 由 GoxGon 到 了 了 中 的 
半数 , 二 

(2°) gr, MD 2 

(3°) ECD, 

这 尘 是 说 , 我 们 从 方程 组 (1) 的 最 后 一 个 方程 得 到 解 yw。 下面 
我 们 再 把 这 个 钥 y 代入 (1) 的 前 下 一 工 个 方程 以 解 的 9 gr 1。 
为 此 , 令 

T(r, u, WER, WU)) = D(x, 2)， 
(2 ac TY 一 1 …, 俯 一 1 
券 卡 映射 
DB (Dy, Pa): Gx Gn >R™!, 
如 果 我 们 证 明了 对 议 足 条 件 1), 2) 和 3)， 则 就 可 以 对 @ 用 归纳 
假设 , 得 知 定理 的 结论 1", 2” 和 3” 对 方程 
D(x, Y) =0 (6) 

成 训 ， 昌 此 训 很 容易 证 得 命题 对 和 白 然 数 襄 成 庶 . 

显然 , 由 信 的 定义 和 (3 7 有 DE 

再 四 627) 和 条 体 27 个 

DD, (zr), 0 ) -一 再， uo, 2 50) —F; CE: #7) 一 (0， 
Zl1,.',m—1. 

所 P(r, ue ) =0. 


令 


PF, 2 一 (To (7, 0)), (7 MEG, x Oni 
则 出 多 的 定义 和 (1?) 有 有 


心 \ 
\ ce C7, WEG x Ga- 


9 i000s 


对 此 式 复合 求 导 得 
JD Ur,N) 
( 0 )=IF CY, WT, 0), (%, WEGn xX Cn- 
即 
. I 0 
| pe WeB vaP Jy Pw| 0 I 


be PD 
J up (Fu) 


0 0 


其 中 7 表示 单位 阵 ， 因 此 得 


dD 
( ) = TP DD) Ty PY, WI Tp W). 


0 A {ru 
另 一 方 而 . 由 条 件 3) 并 应 用 上 武 得 
0-- | | 
‘oY lm ez， yt ) 
31 tp 3 


攻 的 和 噶 a ee i 3 本 了 
du ca yr (zi ur}, gto ) 


LA cr 


==€t( := 于 二 :一 人 
4 eH ey, du 
ap oF op 35 
= 
U1 cg Um_1 Gym (rt) , wo) ， #0 ) 


/ oar 
se 4 了 站 a dy 79 i 
de 以 站 | Ss 
WT 


\ ee 
cy, 和 1.r40》 so) sy) 


一 -一 7 人 PR Jdect7 D, 2 (80) 
Yi A Ce 
因此, 由 (5) 式 即 得 det J@Ds(z a9) 关 0， 
* IOl «< 


所 以 外 基于 点 (xz 中, w") 满 足 条 件 1)，2) 和 3)。， 由 归纳 假设 ， 
定理 的 结论 1 ，2” 和 3” 对 方程 (6) 成 立 , 即 存 在 (2 4 的 邻 域 
Cx 瑟 CCGnx Gn ; 使 得 

[1”] 当 xE€EG 时 方程 (6) 在 吾 n-! 中 有 唯一 解 = 红 2Z2》 其 中 9 
是 由 C@G 到 豆 ,， 中 的 映射 , 绪 

[2°] g(x™) 一 ao 

[3?] 9G 鹤 册 ， 

令 

fr) (gt), p(x, 87ND), 2zEG. 
H=Hn_i1xX, 
于 是 了 是 由 CG 到 开 中 的 映射 我 们 要 证 明 命 题 对 自然 数 w 成 立 ， 
即 要 证 明了 满足 二 ,2 和 3 . 
当 2zEC 时 (z,9(ZJDEBX 了 ICCn xn 于 是 由 [1?]， 
Fi(z, f(z)) =P,(z, 9(7), pa, 9(z))) 一 加 (xz g(z)) 一 0， 
=1, 0, M1. 
由 (1°) 又 有 
Fan(z f(7)) = P(x, g7), P(r, 9(2))) =0. 
再 由 和 9 的 唯一 性 即 知 当 xzEG 时 3== 了 (#5) 是 方程 (3) 在 五 中 的 
唯一 解 , 即 f 满足 1”, 
由 [2"] 和 (2°)， 
f(r) = (gr), Gr, gr) =u), gx) = 
即 2° 成 立 . 

再 由 73 1 和 (3") 即 知 f 满 足 3". 

以 上 我 们 证 明了 在 定理 的 条 件 下 存在 隐 射 + 满足 1"，2* 利 
3". 下 面 我 们 再 证 明了 满足 4 .事实 上 , 当 z<sG 时 

F(x, f(z)) =0. 
对 此 复合 求 导 得 


“102* 


JF(z, 1 )- ZEG, 


即 
TP FIN) ToF lz, zz 一 0， 2EG. 
由 于 在 D' 上 det JyF 处 处 非 零 , 所 以 上 式 中 的 J 是 可 北 阵 ， 因 
此 由 上 式 即 得 (4) 式 . 0 
隐身 定理 和 隐 国 数 定 理 通 称 “ 陷 国 数 存 在 定理 ”-. 
例 1 设 
ry — 47 十 2ei! 十 3 二 0， 
271— a— 6 二 YcosY; = 0, 
计算 涩 z= 二 一 4， 二 1，xs 二 一 1]， 拉 二 0， 纪 二 1 了 时 的 Jacobian 
7 
GE) 
解 令 
F(X, y) 一 zi 一 4zo 十 2292 十 3， 
Fox, YY) 231 一 23 一 63 上 3zcos2y 
F=(F,, Fs). 
于 是 yx,y):- (JF (Cx, y), JyF (x, y)) 


/fy: 一 4 0 2er! Xl )) 
-(( 0 es Ce cosYl. . 
令 a= (一 11 一),6=(0,1)， 现 在 就 是 计算 当 x 一 a, yb 时 
和 ay: | 
的 Jacobian (六) 因为 
JF(a, b) 一 (F(a, b), JyF (a, b)) 
a 一 4 2 1) 
. 0 一 1 广 E uf 
所 以 由 (4) 式 便 得 
s 103 +， 


dy oy dy, 

dr DZ? GZY9 2 避 ， 1 一 4 
9398。 398 982 一 6 1 2 Ql 
dx! Or, dX ta bl 

1 TL 2 2 0 
4\6 2 八 2 0 一 1 4d4\10 一 24 一 2 六 


例 2 设 


z= (2, ,9x, Y) =0, 
A ~ 
其 中 了 和 9 都 是 可 微 二 元 负数 . Dt 
解 令 
F(x, y, 2) 一 了 (xz 四) 一 2 可 (xz y, 2) = g(x, y), 
oe SE 


JF—{,F, Ty ab) 
‘af of _1 


因此 上 由 (4) 式 ， 冯 
det J ca PUz, Y, 2) -别人 )z0 
时 ， 
3 a gy 
( yt La 
2 29 (7, y) 0 Ss, 
af i 
. 1 1 束 G 习 


1 


B90s nl _ 3ag af (s yh aye 
PAC EA AAA 
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§3, 


Sta, 2 ) 3 9) 


gy) 了 (2 #) yt: y) 


]。 回答 下 询问 题 : 
{1》 如何 敏 述 隐 射 定理 
(2) 能 否 概 述 隐 射 定理 的 征明 ? 


(3) 在 方程 (33 中 五 水 呈 定型 二 的 条 住 ， 能 在 下 接 从 方程 (3) 计算 隐身 
了 的 Jacobian: 


(4) 在 定理 了 如 巡 FEY 人 3, 能 否 往 里 胸 射 玫 色 全 
2， 在 下 到 上 广 各 中 和 

Cm 

| eh er 

(3) X= w= st 
在 Jacebian: 

(1) TH—- yn 2 1 


SI 


{2) 3 iy — 
Wy SI 


Ty Di sinry Bw 2 Ap Sin grouy 


.入 7 一 yg— Nor ,0 i Jacobiad, 


a : so OH 
5 一 ,oY RE 
3， 这. Ys Yi. 让 部 i 
6。， 设 2 Tc gp (用 旭 纳 法 } 证 曙 


Du Qn! | 2 
SE Qi 27 上 


3 逆 射 定理 


"0 


在 第 一 总 $1.3 和 趾 我 们 己 经 进 过 迹 身 的 概念 ， 随 后 在 第 二 章 
a {0 +. 


$1.3 中 我 们 又 讨论 了 有 友 败 数 的 求 导 问 题 : 邵 一 元 国 数 在 信人 委 条 件 
下 有 可 导 的 反 肾 数 , 反胃 数 错 何 求 导 ， 现 在 我 们 问 样 的 问题 古 , 在 
J 是 一 个 由 RB” 中 到 RR" 中 的 上 峡 射 , 在 什么 条 作 下 了 有 可 微 的 赣 射 ? 
如 何 对 赣 射 求 导 ? 

定理 bE A 议 DCR" 是 一 开 集 ,了 : DR". 如果 

1) 大 人 4 

2) jy™ ) -2 

3) det J fy) AD 
则 存在 2 的 争 域 和 8" 的 负 威 六 使得 

1” 了) PP 且 了 在 站- 上 是 单 射 ; 

2” 设 了 为 1 化 上 的 证 射 , 由 gE 从中 ,了 王 当 XEV 时 

dor) :If ， (1) 

共 中 9g(?Y). 

证 明 邻 

Pr ro fy), (Cr, ER xD. 
则 得 和 假设 27, 主客， 第 假 没 2),(Cx 一 0。， 由 假设 3)， 
det A x yg CC- 1)"dert J f(y ) 0. 
网 此 由 3.2 定 吾 1 存在 (x9) 的 令吉 吾 x 及 使 得 对 二 全 一 个 
XU 方程 
Fr, #4)—0, 
即 方程 
fy) 一 隐 
在 召 中 有 了 唯一 的 解 了 9890) 9EEKDD 用 省 ZE 时 
.78(T) 一 一 wj FL 8) 一 了 六 2 

其 中 一 g(x). 

令 玉 一 940)， 易 网 了 - 了 在 关上 是 单 射 ， 赣 射 就 是 纪 . 
所 以 剩 下 要 证 明 耻 为 升 焦 . 
* 06: 


"=HNf (UV), 
这 里 广 :是 己基 于 了 的 道 像 ， 但 过 是 开 集 ， 而 了 是 连续 的 ， 因 
此 由 第 五 竟 $32 习 题 17, 广 :7 是 开 集 , 所 以 了 是 开 集 .日 
上 面 这 -定理 只 是 一 :个 局 部 性 质 的 定理 ， 需 要 注意 的 是 ， 即 
使 在 D. 上 det vf 处 处 不 为 零 ， 不 能 从 这 一 定理 得 到 了 有 逆 射 (本 
题 1(4)). 
定理 2( 逆 射 定理 ) 设 PCR 是 一 开 集 , f: D>R"， 如 果 
1) fEG!; 
2) 当 yED det Sf #0. 
则 G 王 f(DD) 是 一 开 集 ， 如 果 交 有 
3) 了 是 单 射 ， 
则 太 E 鹤 、, 且 当 zECG 时 
J (rT) IJIN , (2) 
其 中 y= 了 必 z). 
证 明 ”和 定理 1，f EE 得 (2) 式 的 成 立 是 显然 的 ， 所 以 我 
们 只 须 证 明 由 条 件 1) 和 2) 可 得 G=f(D) 是 一 开 集 . 任 到 zEG， 
旭 有 抱 妈 使 z= F 打 ， 册 定 班 1、 存 在 z 的 邻 域 乙 和 2 的 邻 域 『 
后 得 fF) 忆 因 此 CEGEG, 所 以 xz 是 G 的 内 点 , 故 G 是 开 集 1 
注册 党 理 副 见 , 从 条 件 人 和 2) 成 立 , 则 开 集 的 像 是 开 集 , 凤 
f 把 开 集 快 成 开 集 ， 把 天 集 遇 成 开 集 的 映射 叫做 开 射 ， 因此 ， 答 
条 件 切 和 2) 成 评 , 则 上 是 -一 开 射 . 
在 定理 1 或 定型 2 的 假 迹 下 , 如 订 了 的 坐标 国 数 为 卫 ，p 了 
令 
Pr= f(s a), 
Ta= fn(¥1 Yn) 
IO7* 


则 (1) 式 或 (2) 式 就 是 
a MW fa aa 


a7] dr oyl OY; 
ee | (3) 
dy 938。 (Ax Ce 
ol Ox dy On 
天 们 习 慌 常常 把 Jacobian 的 行列 式 记 为 
EL CER 
a 局 Oxn 
OF a) es 
es ， C4 
31 ,ay 
‘dz OX 
于 是 由 (3) 式 又 得 
yo) 1 5 
DT) OT Fa) 加 
可 (8 Se y,) 
例 工 极 坐 标 ) 这 
YAprosf y=rsing. 
求 了 利用 关于 之 和 站 的 妃 友 数 ， 
解 由 (3) 式 
or ar /az ory 
or dy [or 2 | cos 一 rsimgN ni 
of 2 dy AW | 2 reosh 
az Oy dr 94 
_1 je Tsing 
J —:ing cosh/ 
天 以 
or _ cost gr -sing od Sing a0 cos 人 
dx oy dx T Oy 7T 
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事实 上， 由 ?=x: 十 扩 ， 0 -. ‘arctg 9 同样 可 以 算得 上 还 结 


du du 加 2 
3(uo) lr Dy) | x? z ; 
3(z,¥) |9; gp| | om 下 

‘Br By “3 y? 


EHS) 人 4) 1 |. 
所 以 四 (5) 式 使 得 6) 一 | 


1 问答 下 殉 癌 是: 
人 闭 射 定 帮 : 号 呈 的 三 非 局 部 的 ) 有 也 些 内 容 ? 
(20 妇 何 从 隐 射 定 下 得 局 部 赣 射 定 地 ? 
C33 在 宇 序 ] 中 和 如果 天 中 是 从 有 GE 人 1 
(在 定理 2 中 为 何 归 有 单身 的 假定 > 研究 例子 
PT、 0) (reos 加 rsin0) rr 二 0 
人 (53 试 将 定 更 1 和 定理 3 与 一 元 消 数 的 情形 比较 , 有 何 录 问 。 
(6 杀 请 下 射 ? 在 定理 2 的 条 件 DD 和 2) 成 立时 ,为 什么 说 于 是 一 开 射 ? 
07 将 瑞 射 了 人 连续 的 道 射 , 则 子 是 不 是 开 射 ? 
2。 上 上 绚 虹 射 和 是 不 下 上 射 8 Jf。 设 
(1) Fr, 的 z). 


(2) flr y) = (eeosy,. e'singy). 


(6) f(r 9} — {x+y 20y’). 


$3,4 曲线 和 曲面 的 隐 表 示 


和 前 而 我 们 讲 了 此 线 和 胆 面 的 参数 表示 ， 在 $ 3.1 中 我 们 又 提 
*，709 。 


trace nm 四 = hs 


出 子平 而 昌 线 的 "和 耻 志 示 ”， 这 是 曲线 和 了 遇 面 的 纹 一 种 常用 表示 方 
法 . 
设 DCR? 是 一 地 集 , 王 :也 一 及 、 则 方程 
F(x,y)=0 C1) 
在 D 中 家 示 一 条 区 表示 的 帕 线 工 . 
定理 1 设 (x6o, Yo)SEL， 如 果 天 BCD), 且 
下 (Zn 0) = Ch, (xo, Yol, Ty (xo, ¥0)) A D, 
则 在 在 《x5 go 的 邻 域 已 使 得 匹 扑 世 是 一 段 旺 表示 的 光良 曲线 . 这 
时 三 在 (zw 90) 的 切线 是 
P(Xo Fo) (一 Tr Py (Xo, Yo} (YO— yn) = 《2) 
证 明 ,由 所 说 不 由 假定 天 (Crzo go) 庆 0， 则 由 隐居 数 存在 定理 
《8$3.1 定 型 1)， 存 在 (zs 加 的 邻 威志 一 @x 五 使 得 方程 (1 在 己 
内 有 唯一 解 (图 36) | 
y fz), 7TEC， 
用 了 连续， 因此 CNL==f 足 一 
路 光 请 的 显 表 示 册 线 . 下 看 和 3.1 
(4) 式 


， Fy (ro, Yo) 
TX0)= | 
f br Fy (Xo. Yo)’ 


所 以 工 三 (x0, 如) 在 切 癌 最 网“ 36 


- (To Fo) 
(ee 


四 二 区 在 Cro bo) 的 苇 线 为 (2?.。 
鲍 1 求 33.1 例 1 中 的 曲线 在 (1, 1 的 切线 . 
解 ”因为 


BR (1 1)…3, 8 (1 1) 一 一 


代入 {2) 式 得 所 求 切线 为 
“110， 


8z7—¥=7. 1| 
如 时 PE A2DCD), 皂 下 在 工 上 处 处 卡 0， 则 说 大 是 一 条 光 清 
的 哆 表示 则 线 。 由 定理 工 我 们 独到 , 奉 (2, 细 和 万 , 这 时 
(Fs (7,9), -- P(r, y)) 
三 是 荆 在 (zy) 的 一 个 切 向 晤 ， 所 以 光滑 的 隐 表 示 册 线 世 有 一 个 
连续 的 切 向 场 (5 一 下)， 定 到 工 还 告诉 我 们 ， 光 滑 的 熙 表示 横 
线 可 以 分 成 很 多 局 部 , 每 - :个 局 部 是 一 段 光 请 的 丝 表 示 邮 线 , 所 以 
它 起 很 多 波 址 横 中 的 出 线 眶 结 起 来 的 ， 
国 样 , 出 浪 程 
fr, y,2) .=0 (3) 
表示 的 虚 集 写 CR', 
SS=i(z 4. SERS: Flr,y, 2)—=0} 
旧 做 “ 隐 志 示 ” 的 曲面 ， 议 DE 冲 是 一 于 集 , 了 了; DB 一 RR， 则 和 定理 
1 一样 有 下 而 的 定理 . 
定理 2 过 pi (ro, yo zo)ED， 如 果 E 人 GD), 是 
了 天 (各 0) = (FCpeo, Fy (po), Fe (Ps,)) AD, 
由 在 在 po 的 绪 城 电 使 得 人 间 世 是 一 块 光 说 的 灵 宕 示 册 本 。 这 时 
之 在 pe 的 功 硬 证 
下 (种 9) 0Z 一 2 LF CPoOO CY— Yo0) 下 po 一 320 一 0 (4) 
证 明 ”出 所 设 不 妨 假 于 吾 :Po 天 0 于 是 用 31 定理 2 存 
在 《za yo 的 倒 域 G 和 zo 的 名 瑾 吾 使 方程 (3) 在 ro 的 加 域 W 二 Gx 
及 中 人 崔 一 - 解 
2— fy), (x, EG, 
且 无 关 (GO)， 所 以 5 站 SS 一 了 是 一 鼎 光 请 的 显 丧 示 曲 面 .由 & 3.1 
(5) 式 ,， 
iro 0) fy a090) = — rt (po)， PY (po)). 


*， 了 TI。 


本 


代入 1.2(20) 式 即 得 (4) 式 ， 
例 2 有 阔 球 面 的 切面 . 
解 球面 方程 是 
x 二 2 二 BB?. 


F(x, gf 2)=7 ty 2 —R’, 
bi 
dF(X, Y, 2) =—=2(r,Y, 2). 
应 用 (4) 式 印 得 球 而 上 任意 一 点 《zo, yo 20) 处 的 团 夯 是 
rar 上 gy zos= Ri. [0 


对 站 方程 (3) 定 义 的 孜 胡 示 央 而 ,如 果 FE 多 人 (0D)， 且 IVF 
在 之 上 处 处 由 0 则 说 三 是 一 张 光滑 的 隐 表 示 面 面 . 于 是 和 曲线 
一 样 , 光 浅 的 隐 专 东阳 面 有 一个 连续 的 法 向 场 VE3; 并 且 可 以 分 成 
很 多 局 部 , 每 一 个 局 部 是 块 光 请 的 显 表 示 曲 面 , 因而 它 居 很 多 块 
在 观 忆 的 此 而 拼 接 起 来 的 ， 
出 联 立 方程 


f(r yg, 2)=0, G(x,y,2)—0 (5) 


表 丰 的 点 集 LCR? 是 两 张 约 表示 上 曲面 的 交 级 ,叫做 “ 隐 表 示 ” 的 空 
问 雪 线 ， 在 直观 上 这 丫 下 师 而 的 切面 妆 成 出 线 的 切线 , 这 就 是 下 
面 的 定理 ， 我 们 疲 DCR? 是 一 开 集 , ,G2: DR. 
定理 3 设 Po=: (zo 抽 . 2))EL， 如 果 记 ,GE%WM(D), 且 
‘i jk: 
PD IPIPYY GCCpD 一 PP 天 Fel 0, 
np 0 el 
则 存在 po 的 第 域 上 使得 ENL 是 一 段 光 潜 的 参数 曲线 ， 这 时 工 
在 Po 的 团 线 丰 
siil2e. 


(Po) (xz 一 76)》 -Py (Po CH--y0) FF (po) (2—20)— 0, 
‘Gr CCPCT— To FO (Po CY Yo) rpo) (se— £0) =0, 
证 明和 由 所 设 不 妨 估 定 
HR GY np 
dA(Y, 2) 1p, 
于 是 用 83.2 定 如 1， 存在 2 的 邻 域 人 和 (gs 的 分 域 地 使 香 方 
程 组 C5) 在 po 的 邻 威 二 < 下 内 有 附 一 解 
-FT XEG, (7) 
H.C, EEE). i 门 忆 电 - 屋 共 请 的 参数 籽 线 , 挟 廊 程 息 
(7 ， 天 并 的 去 续 动 轴 己 场 二 (1， J Ws 将 (7) 代 入 (5) ro 妆 
导 得 


(6) 


FCPpoy fy (Po CG) -Fs (po)9 (xo) 0, 
COP) FO POF Co to (PY (x0) 0. 
上 此 
《1 Cx), 9 Ceo)) HE Po). 


所 以 PD) 也 是 并 看 Pi 的 七 全 时 ,内 此 得 (6)， 

同样 ; 如 里 {7,65 开放 在 埃 上 处 处 非 0， 则 称 蕊 为 光 潘 
的 了 表示 时 线 . 

现在 我 们 对 沿线 和 和亲 面 (以 及 超 巾 面 》 马 经 有 了 初步 的 概念 ， 
在 此 作 一 简单 小 结 . 平 而 上 的 显 表 示 曲 线 和 空间 中 的 最 表示 曲面 ， 
如 果 是 连续 的 ， 因 驶 具 我 位 丘 观 中 的 曲线 得 曲 晰 ， 但 是 参数 表示 
和 隐 表 了 示 的 曲线 和 上 曲 遇 . 邮 使 是 连续 的 , 也 可 以 全 无 牛 线 和 则 面 的 
样子， 姑 ! 果 隐 吉 未 是 光 沸 的 ， 旭 在 答 一 点 的 一 个 局 部 都 可 以 显 表 
二, 都 是 直观 的 申 线 和 了 有 阳 面 .参数 表示 也 是 这 伴 《〈 习 题 1(3))， 然 
而 显 表示 是 特 弥 的 参数 表示 , 也 是 桂 殊 的 隐 表 示 , 亦 即 参数 表示 和 
隐 表 示 都 是 一 般 的 表示 .我们 讨论 曲线 和 曲面 时 选择 以 参数 表示 
为 主 ， 从 欧 氏 空间 中 到 欧 开 空间 中 的 映射 ， 共 几何 意义 就 在 于 它 

» fi。 


EM 


是 曲线 和 曲面 的 参数 表示 ， 了 映 射 微分 的 一 个 重要 作用 就 是 它 向 我 
们 提供 了 切 和 商量 的 统一 概念 . 


习 

1， 回 答 下 列 疝 题 : 

(1) 隐 去 志 的 曲线 和 则 而 在 什 么 条 件 下 有 什么 局 部 性 质 * 

(2) 了 殴 表示 曲线 和 曲 凶 的 光 谢 性 是 如 何 定 区 的 光 澡 时 它们 有 什么 连 
续 的 切 辐 场 和 法 向 场 ? 它们 处 处 有 何 局 部 畦 征 。 

(3) 为 什么 说 光 兴 的 参 黎 币 线 和 有 曲 击 处 处 哥 以 局 部 显 表 示 。 

2， 求 出 平面 曲线 x 玉江 ?3 一 2 在 点 (1, 1) 处 的 切线 方程 . 

3、 冰 出 简 球 而 到 十 基 - 二 于 -1 .上 法 线 与 坐标 畏 成 等 角 的 点 . 


E 
4， 录 出 由 面 2 一 220 322..21 的 平行 于 平面 x14 +6z 二 0 的 团 面 。 
3 求 出 曲 曙 zz34 2 有 2 | 3222x8y 十 332 二 28 一 8 [切面 平行 于 坐标 平 秃 


6， 求 出 功 2 一 乳 --a” 有 5 一 zy 的 夹 角 . 

7 证明 曲面 xyz 一 反 的 贱 击 与 举 杯 平面 梅 成 的 四 面体 体积 为 9a3!2. 

3， 证 明 曲 前 zw -va 的 团 道 在 开标 轴 上 荐 下 的 诸 线 
段 之 和 为 常数 ， 

9， 求 鼠 =z-t#:z 不 球 丰 2 一 玉 二 2 二 1 外 法 向 方向 的 导数 ， 并 问 此 导 
数 何 时 最 天 , 何 叶 最 小 , 何 时 为 零 ， 

10， 求 下 列 曲线 和 在 指定 点 上 的 切线 ; 

1 ) 9 一 5z 二 4 在 点 (1, 11)。 

2) 1 1 3)， 

(3) 3z2 3 一 2:-=25, 82 十 绊 一 za 在 点 (v7, 3, 4)， 


第 四 节 ”Taylor 公式 和 极 值 


8 4.1 Taylor 公式 


一 元 也 数 的 Taylor 公式 (第 一 章 83.1) 可 以 直接 推广 到 ? 
。 1J4 。 


元 函数 
设 DCR" 是 一 西域 ， 图 数 廊 D> 在 D 上 有 m1 


定理 1 
阶 连续 人 篇 导数 ， 设 
T=(xiy 0, Tn) ED. 


到 “到 《z100， 四 2 人 ) ED, 
则 存在 EEzcmz 使 
ftx) = f(r) PRs) (x,— zx) 


下 二 9f (0) (50, —z, V1) Cz;, x; 了 


21 0 Oxi 377, 


1 omf es , 
-+ = i Bt 00) Y ,.. 二 
多 = ,OXr,"""9 im 了 DG i ) 《了 A ) 
1 2 3m ”上 
一 -一 LA A 
Er + 1)1 rs 四 37 az ， (é) 
“(ri — Ts 0),, "(Ti 一 区 办 (1) 


证 明 ”直线 段 z"Y 可 以 表示 为 
z 二 20 十 EX 一 2 和 0， EET0,1]. 

令 

(zt 一 2 teE[0,1], 


g(t)= f(y) 
1 易 匈 ， 一 元 销 数 9g 有 驶 十 1 阶 连续 嘻 


则 向 $2.3 炬 理 1 的 推论 


数 ， 对 9 应 用 Taylor 公式 得 
fe 0 0) 
9(1) -=9(0) -g'(0) 十 … 十 人 | Te (2) 


其 中 8 是 (0, D 中 某 数 ， 仍 


2 


100= 本 (9) (z,— 
了 了 5 。 


ne 2 
9 "(1)= >) 二 0 人 es 一 2 ) 《Zi 一 2 )， 


DE 


找 和 (2 民间 信 上 0 02 则 EEz20z 有 基 得 所 证 0D 
推论 在 生理 1 的 假设 下 、 当 ee 


f(r) = f(r) 3 < (ze ) (rs:) 


Td 
i :1 
1 2: f 1:0, [0 ‘OY 
Ta ~ SE Br, CT Ti, — i) 
四 i ‘oo 
3 1 i 
i ey 
Lp A > 六 2 


《2 SS 二 ot 人 一 和 Ss 
证 明 以 x 为 中 心 作 小 半球 CD 由 十 了 在 D 上 有 连续 的 
议 十 工 济 简 池 区 ,而 下 征 紧 筑 集 ， 因 此 (第 五 齐 .2 定 旨 3) 有 一 
数 玫 使 


对 一 团 z= 太 租 ?守成 六 记 

7 — max(lz zt |, 0, | — wo |), 
则 全 计 Taylor 公式 (1) 中 的 最 后 -- 项 ( 余 
项 ) 的 数 筷 级 ， 当 zx 时 


. m1 
DY i 


Iz 一 x 一 ~ Gri" ON, 
ly to E ontL 二 上 
， .0 
(Pi, 一 多 ie) 
| 
7 
1 Be i : 0) 
x ox ee | zi i | [zi Vit 


了 


让 
Ot 


看 洪 剖 2 于 赵 加 二 0, 玫 得 泪 . i 


1， 问 等 下 列 亲 是 : 

(1) 售 能 站 入 下 (多 起 卫 数 的 JTaylor 2 \ 式 ? 

fa) Taslor 公式 的 人 外 于 有 倍数 证 级 将 征 ? 

32， 呈 几 下 列 蝴 数 了 在 激 定点 的 Taylor 公式 ， 认 说 明 在 原 避 的 Taylor 
公式 坚 什 汉 ， 这 

《了 的 22 一 3 一 2 

(2) fry) (1 1 1 

过 
让 

试 按 Az Asss 的 下 党 数 必 有 慨 乒 了 (二 和 Az3 信人 和). 

1， 宕 出 天 在 点 和 了 的 Tayler 公开 到 一 次 项 . 

5、 证 浊 妆 1 和 | 下 充分 小 时 有 


A ly 
cmay | 2 (x y }): 


S 4.2 极 值 

号 在 我 从 些 应 月 Taylor 公式 求 研究 多 元 国 数 的 “ 极 值 或 考 
说 ，“ 寺 村 的 ”或 “局 吕 的 ? 莽 大 值 和 又 小 值 ， 我 们 先 就 匹 国 数 来 
讨论 堪 什 的 必要 条 和 件 ,x 元 茹 数 加 此， 这 不 必 月 到 Taylor 公式 . 

定 久 1 设 二 大 区 数 站 的 定义 域 为 DCR?, poSD"， 如果 存在 
Po 的 一 个 邻 域 [CD 使 

Ip) — maxf (0U)., 
则 说 /Po) 为 了 的 一 个 级 大 值 . 问 样 定义 极 小 值 . 极 大 值 和 极 小 
位 统 你 极 值 . 
17 。 


ee ON a a 


定理 1 芳 二 元 函数 / 在 一 点 po 取 极 值 ， 且 Jf(po) 存 在 , 则 
f(DPo)” 0。 使 这 个 等 式 成 立 的 点 Po 叫做 了 的 驻 点 . 

证 明 由 愉 义 , 存在 ps 的 邻 域 (到 为 开 区 问 , 图 37)W =ITxJ 
CD 使 (po) 为 f 在 U 上 的 最 大 值 或 最 小 值 ， 设 如 = (zo, 如), 令 
玫 (7) 二 (zy0)， 则 元 畏 数 在 zo 取 到 在 开 区 间 了 上 的 最 大 值 
或 最 小 值 ， 出 Fermat 定理 (第 二 章 $ 2.1), 9 (ro 一 0 即 六 (po) 
二 0， 问 理 知 (po) -0， 这 便 证 明了 定理 0 


3#o 上 一 一 
0 
我 0 i 特别 注意 ; 


1” 驻 点 纯 极 值 点 的 必 竖 条 件 , 并 非 充 分 条 件 ( 试 举 出 反例 )。 

2 0 在 其 定义 域 人 DD 上 存 看 一 阶 偏 导 数 ， 且 在 一 点 
PoE2 虑 到 它 ( 在 DE) 的 级 大 值 或 最 小 值 ， 谷 pvpED”， 则 pu 是 驻 
点 ; 苦 po 9 有. 则 po 术 必 是 时 点 。 

例 1 六 

fer. 9) -sinrsingsintrt+y), 20, v0,7r+yAA, 
求 明 数 了 (在 其 定义 域 上 ) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 ” 头 为 了 的 定 文 感怀 是 一 有 界 闲 集 ， 故 子 有 最 大 值 和 最 小 
值 . 又 因 f0,， 而 当 pE30 时 7p)=0， 所 以 让 在 整个 边界 上 取 
晤 小 值 . 但 上 非常 值 前 数 , 故 了 的 最 大 值 不 为 0 ,因此 了 在 内 部 取 
到 最 大 值 ， 求 驻 点 ; 解 方程 


»* I18 9 


f(x, =sinysin(2717#)=0, 
EE3 
a y) sinzsin(t 二 28) 一 人 


但 在 内 部 0<z 之 x,0<y 之 z, 因此 得 方程 
sin 2 十 zy) 一 9， sin (x 二 27). 0. 
0<7F 2 之 2z, 所 以 


又 在 内 部 0<2z 十 y<2x， 
27 1 XX- 2Y= A 

:7 只: i ff 

因此 内 部 有 了 唯一 的 驻 点 是 ( 竺 ,等 ) 出 定理 1 即 知 太 (本 ,于 ) 


= sin* 江 = 总 \/ 可 为 最 大 值 ， 
例 2 体积 为 2 的 民 方 体 , 只 斗 为 何 时 表面 积 取 小 ? . 
解 设 民 方 体 的 长 , 宽 、 高 为 zy z, 则 体积 为 273z 一 2, 商 积 为 


S(x, 4)—=2(7y ty or) 一 2 YT + 了 Z 20, 310. 
记 


记 信 的 定 文 域 为 五 显然 supS(ZD) = 十 co,， 央 此 六 无 最 大 值 、 1 
g=infS(D), 则 0 扩 g 之 + cco， 于 是 有 点 列 pnE DC(nEN) 使 
limS( pr) =a. 


但 到 
lim 六 (PP) = 十 cc， 
Fb 

所 以 (有 界 ， 由 第 五 前 2.3 定 埋 2 可 知 (bo 有 收 丝 子 列 收敛 


十 一 点 如， 又 当 @ 空 0 时 
S(r.#)— lim S(x,y)— + 
Ty 3 


lim 
(7、 3 1)》 


所 以 p&E95, 因 比 PED"， 再 由 心 的 连续 性 即 知 SCp) 二 4a， 因此 5 
(P) 是 最 小 值 , 且 PP 是 驻 点 ， 求 驻 点 : 解 方程 
。 7I79 。 


Tp en pm 


28 (sn -w=0 


1 2 ) = = 
oy yy” 


得 z=y 一 2, 即 DD 中 有 了 一 的 驻 感 (2 ,22), 所 以 p=(%/2， 
M2)， 故 所 求 尺寸 为 x=Y = 2,2 i 3/3, 即 起- 一 
正 立 方 体 ， 站 

下 面 我 们 青洲 研究 极 人 的 充分 条 件 . 设 x 人 YER"” 是 2 元 函数 
的 极 值 点 , 则 由 定理 1, z 所 是 了 的 驻 点 , 因此 Taylor 公式 ( $4.1 
(1)) 于 m 二 1 时 成 为 


1 (x) —- f(x) 


有 Bee) (2), (GD 


其 中 起 zz. 向 知 jx) 是 否 极 值 . 只 须 知 1(z) 一 fc 在 0 
附近 古人 可 不 变 号 ， 因 此 我 们 汐 虑 


V(r, DS 2 和 Si Co tf;, rEBR" tt (te, EERY. 


定理 2 设 契 东 数 了 在 一 点 x 中 的 附 捞 有 二 阶 连续 篇 导数 ， 
且 x 是 共 圣 虐 . 

1” 如 果 妾 01 全 (ze pe 则 f(z 人 9 是 极 小 ; 

2” 如 染 总 0 上 肝 人 ze 有 二 0 网 x") 是 极 人 ; 

3” 刘 果 Q(x， 0) 灾 号, 如 We 不 是 极 值 ， 

证 明 ”人 先 证 明 1". 设 8(z"™, 引 0 对 - 切 t 了 0 成 并 因 @ 
(xz) 是 连续 照 数 ， ei 

OIIER": [t=1} 

是 有 界 闭 集 , 邯 紧 致 集 , 所 以 (第 五 意 83.2 定理 3 的 推论 ) 
“ 120° 


说 一 IIing@(zD CO) >0, 


令 2 二 m/f2n*, 因 了 的 三 阶 偏 导数 连续 , 故 有 6>0, 当 |> 一 xz 中 < 


Ea ot Ce") | <e, i, 2 二 1， | LL 要 


3 
于 是 当 lz 一 aojj -6 1 = 1 时 
条 


IQ(z. 划一 ze DI Se 之 | 有 | en:=m/2. 


因此 当 jz2 一 z 51 引 = 工 时 有 
Wr, £) Em/2, 
肯 应 骨 (D 式 (x 是 驻 点 ),， 0 之 jz 一 x 中 | 之 上 时 存在 5&, 1 一 2 
<6, 
1 (7) — f(r) = 50(8, Z 一 4 人 03) 
1 Ei 
2 Tr zr 
所 以 用 z") 是 要 小 . 辐 理 证 明 2 . 
a 
Q(zY, £510) <0, Q(z $2)>0. 
因为 f 有 连续 阶 杭 导数, 所 以 聘 数 QC，2) 和 @('，8 人 2) 均 在 
7 路 连续， 因此 存在 6>0. lz 一 2 有 <6 时 
4 | 0, (r,t ) 0. 
当 0<a<minf Ti 1 Fe -) 时 应 用 (1) 式 ， 存 在 8 和 &%， 


18m zol<8, IE" an, 


PE rr 
[2—z Ql, )>> 本 池 2 |! 2 > 0. 


fz Hat 一 rzo) = F080 of) 


= 和 0(80, 1) <0, 


» 121» 


fa 二 ate) 一 Hz 一 六 0 at 人 ) 
= 0(Em, £9)>0, 


所 以 f(z 中 ) 非 极 值 . 0 
推论 ” 设 二 ee 在 一 点 po 的 附近 有 连续 二 阶 偏 导数 , 且 
po。 是 其 驻 点 . 


slp i ZE c= (po. 


1” 齿 a>0,ac 一 妃 >0, 则 pe) 是 极 小 ; 
2” 其 a 过 0,ae-- 刀 0, 则 了 po) 是 极 大 ; 
3” 涛 ec 一 号 0 则 /po 非 极 值 . 
证 明 令 
GOCpo ty -at? + 2bt1tst ects. 
旭 所 加 别 . 新 or0 ae 一 下 0 则 二 次 形 @Cpo, 正定 ， 击 定理 2 
的 1. F(pi) 足 报 小 ， 若 as0 ac 一 姑 >0， 则 @Cpo, -7 负 定 ， 由 定 
再 ? a 2°.Jtpo) 是 极 太 ， 共 ac 一 疡 之 0, 则 @CpPo,*) 在 二 0 附近 
7, 出 定理 2 的 3 ,fCpe) 非 极 值 ， 时 
注 ”推论 中 的 方法 自然 同样 适用 于 # 元 铂 数 ， 不 过 这 时 吓 用 
Q(z ) 的 系数 行列 式 米 划 别 其 变 号 二 否 . 
例 3 设 


fr 四 ) 27 2, 
求 让 的 极 佣 点 ， 
解 解 访 积 


3 : 
全 32 0、 
元 (TH) B21 1 


QQJ 
< ie 


C7) 17’—4y=0, 


得 9 个 蛙 吕 : 
i, (0, 0)， 2. (0, 1)， 3. (0, —1), 
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1 1 1 
,0),8. (—-- ,1),9. (-- 翅 -1) 
' \ v2 7 \ ~ 2 / 2 
又 
Of, 2 a 2 
一 人 24 人 光一 - 4， ee 寅 ， 乡 ) 一 1 23? 一 下 
Fi Y) 2 y)=12y 
2 
eat 
drgy 
立志 : 
名 3 44 3 6 7 8 9 
剖 4 4 -4 8 be 8 Ei gs 
ee 4 8 一 4 3 一 和 8 
6 o0 0 0 0 0 0 0 0 
ar bh Il6 -32 32 -$2 64 64 -32 64 64 


1 : 论 人 1 
出 定理 2 的 挫 论 ，(0,0) 是 极 人 值 点 ; (Fz 1), (到 2 
(-Jz 1 (-- 亏 ， -1) 是 极 小 值 点 ; (0，1)，(0， 一 1)， 
(FE 0),( 一 地 到 ,0) 提 极 值 点 。 1 

例 4。 设 f(z,9) 一 一 3z 委 二 六, 求 了 的 模 值 点 . 

解 ” 解 方 各 


of 


Er.y) : 2r— ry 0, 
570 y) -: 27 一 6z8 一 0， 


得 驻 点 (0, 0), (于 ,地 ), 《一 于 言 ) 又 
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me a me TE NR 


of . of af 
J #) -2— 6y. 6 oriy fr 
YY: 
EE em 
1 1 ] 1 
9 re (= 
人 人 0 
f J 2 
力 0 一 人 
二 a v 4 4 
定理 3 的 准 论 ，( 二 Jl( 一 二) 二 
由 定理 2 的 捧 论 ， (8 i 邯 个 是 惰 什 点 仙 定 


1 
3， 
堆 2 推论 不 能 辣 代 C0, 人 古谷 古 航 这 点 ， 
0 也 攻 补 全 尽 . 国 
例 5 (了 季 小 二 果 流 ， 经 验 配 线 ) 在 于 而 于 有 个 成 (图 38) 
《CT 和 线 
# = Ar- b (2) 
使 


然而 1{0, 四 一 上 六， 玻 (9， 


¥=ar+D 


Ma b) 人 六 2 


2 浊 
为 琢 小 ， 这 如 好 比 要 求 作 一 条 下 
线 (2). 形 近 似 地 “通过 所 给 的 于 
个 点 ， 图 38 


解 ” 隔 数 达 的 定义 域 为 整个 BR， 求 驻 点 : 


< 2 1 = 
3 Dp) 2 > (art i -bri 一 和 8) = 0, 


二 和 
(0 6) -2 (dr bg) = 0. (3) 


$l 


则 方程 (3) 有 叭 一 解 , 即 2 有 唯一 的 一 个 驻 点 ， 因 此 4 有 唯一 的 一 
个 可 能 的 极 值 点 ， 如 果 在 这 个 点 上 为 极 小 ， 则 2 在 这 个 点 上 必 
然 是 最 小 ， 所 以 我 们 再 应 用 定理 2 的 推论 来 判断 4 是 否 在 这 个 驻 
点 上 为 杖 小 ， 由 (3)， 

Ct b) =2 321, 


i=1 


322 ee 
5335(4 bp)= sh 
324 
3 (6, =2271 -2n, 
因为 
> x >0 
昌 了 2 
pe = (rr) >0. 
‘ 1 t=1 1 天 了 
出 定理 2 的 推论 ， 确 实在 其 驻 点 上 为 极 小 ， 再 由 (2) 和 (3) 知 所 
求 直 线 (2) 为 
| zx y 1 
| 
P23 


nm 


D7} Diy Dr 
ie 1 i =1 


‘i 


例如 , “通过 ”点 (1, 2), (0, 0), (2, 2) 的 直线 为 
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On 


1 
3 1= 一 6xy 十 68 一 2 一 0、 0 
3 


习 

1. 问答 下 列 问 题 : 

(1) 多 元 轴 数 的 极 值 是 什么 意思 7?” 它 与 最 大 值 和 最 小 慎 有 什么 关系 * 

《2) 何 诈 驻 点 它 与 极 值 点 有 什么 关系 ?” 它 与 最 大 值 和 景 小 值 有 什么 
关系 ? 

(3) 三 阶 偏 导数 对 疆 找 极 值 点 有 什么 作用 ? 与- -元 序数 的 清 形 是 否 相 
似 ， 

2， 求 下 列 函数 了 的 极 值 , 设 

《1) fx, 1 一 4 一切 一 2 一 天 {2) flz,#) 一 人 十 (3 一 12。 

C3) f(z 9 一 2 十 781 一 3 十 1 (4) f lz,¥) =2* ty 3ry. 


WY 
(5) flz, y) =zy! 1 pe De 让 入， b>0. 
{6) f (x,y) = sinzt cosy-* eos {rz—Yy), 0re 0<y<F 


3， 设 
f 2, 8) -324 一 1228 十 82， 

证 明 在 镁 一 条 占线 二 mz 上 (0,0) 是 子 的 极 小 值 点 ， 但 子 在 (0, 0) 不 取 极 小 
值 ， 画 出 使 fiz, 站 计 0 和 使 了 (x,y) 过 0 的 虚 集 . 

4， 设 ZT 是 Rm 中 凤 个 不 同 的 点 ， 邻 

ft2) = Sz—z ls, rERm, 
不 =1 

问 了 在 何 处 取 最 小 值 ? 

4， 设 0<a<8。， 试 在 (a, 2 中 选取 如 个 点 了. ,zs 使 


交大 A 
CB 二 zr) (zw) ~ (wn b) 


为 最 天 。 
"26 。， 


多 


5， 设 0 实 0y 宇 … 守 ci 之 0， 令 


bd 
业 > Ci, 
1- 1 


其 中 zs€[0,11，i 二 J 了 ,4 > xi 人 Gg， 念 一 [9], 6 一 4 一 证 明 当 2 一 … 
i=1 
Teel Te F120 时 为 最 大 ， 
6， 设 站 一 中 是 - 员 域 ，D 土 的 国 数 ft 多 (号 ， 证 明了 为 晤 的 ($2.4 习 
题 3) 充分 必要 条 件 是 对 一 切 xED 函数 8(z,…) 非 负 ， 


§ 4.3 Lagrange 乘 数 法 

在 $4.2 例 2 中 ,我 们 要 得 出 一 个 及 村 rz 加 二 使 长 方 体 的 表面 
积 S(z,y, 2) 最 小 , 但 给 定 了 一 个 “约束 条 件 ”"、 即 体积 zyz 一 2， 由 
于 这 个 约束 条 件 , 我 们 实际 上 是 要 得 出 z,#y 使 二 元 辣 数 


ee 
S' Sx,y) 2 (zy+ 卫 + 这 ) 


在 区 域 {(x,9)ER*:x, y 0 上 肥 最 小 值 . 这 种 在 一定 约 东 条 件 下 


求 阮 数 的 最 大 或 最 小 值 的 问题 , 显然 不 受 空间 维 数 的 限制 , 它 同样 
存在 于 员 维 空间 中 ， 


定义 1 设 DCR' "是 一 开 集 , f; D>R, 到 : D>R". 又 
LaED: Dr) 0}, 


如 果 x 中 SL 有 一 个 邻 成 已 ( 图 39) 使 
ftir) minf (LNU) 
或 f(x) = maxf (LAND), A 
则 说 7 了 (ze 为 了 在 条 件 人 
D(z)=0, (C1) 0 pe 
也 就 是 条 件 图 39 
12x» 


DV, Tr m) 二 
Drs, Trim) = 0 
下 的 素 件 极 值 . 

我 们 以 9 二 (zi, Zo) 表示 BR" 中 的 点 ,以 2 二 (Yarly 和 Ynim) 
表示 R" 中 的 点 , 以 7 一 (y，z) 表 示 R"'"=R" x R" 中 的 点 .于 是 
方程 (1) 成 为 


Ply, 2)=0. (3) 
我 们 在 33.1 中 已 经 知道 , 在 -: 定 条 件 下 这 个 方程 可 以 局 部 解 出 
2 一 9 人 8)， 


在 定义 1 中 记 z 人 二 (989,29), 则 8 中 就 使 4 元 函数 
h: hly)=f(y, py)) 

取 到 极 值 ， 所 以 求 条 件 极 值 的 丫 题 实际 上 就 是 求 极 值 的 问题 ， 这 
是 把 n 十 mr 维 的 问题 降 为 4 维 的 问题 . 在 834. 2 中 我 们 就 是 用 这 个 
办法 解 §4.2 例 2 的， 现在 我 们 要 介绍 一 种 方法 ， 可 以 不 通过 降 
低 维 数 求 条 件 极 值 . 这 是 隐 国 数 在 在 定理 的 一 个 具体 应 用 . 

定理 1(Lagrange 乘 数 法 ) 在 定义 1 的 假设 下 , 又 设 

1) 了 四 ET(D); 

2) Bz) :0; 

3) TO(ze) 的 炊 为 和 2. 
在 以 上 的 假设 下 ， 如 果 了 存 z 2 取 到 在 条 件 (1) 下 的 条 件 极 值 ， 则 
存在 XER” 使 rz 和 4 满足 方 秋 


f(s) -AZ 一 0， (4) 
也 就 是 满足 方程 给 
9 sn PD _ 
en): ny ?二 1 十 人 (5) 
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证 明 设 f 在 zm 取 到 在 条 件 (1) 下 的 条 件 极 值 ， 由 3) 不妨 


Pi Pm) foo 
Ts 


骨 由 $3.2 定 理 1, 存 在 x 一 (yz 路 ) 的 邻 域 U=GxHH 使 方程 
(1) 在 0 中 有 了 唯一 解 


; 2= p(y), yEQ, 
且 pE 儿 FM(G). 令 
POH) =(Y, PY)), IC 
则 当 zzEG 时 


Po (y) 一 0. 
复合 求 导 得 
0=J (BB) GD) = TP, zt0) ( : ) 
J pg) 
TD 2O FIDYD, yO TpY"). (7) 


另 一 方面 , fe 多 在 9" 达到 极 值 . 所 以 
0=J(foF) (go 
= Tf 0) +f, a) Ty), 《8) 
因为 由 (6) 式 , J 中) 是 可 北 阵 , 所 以 存在 WER" 使 


Tf 2 AV TD YY, 2 ) =0. (9) 
由 (8) 加 上 329 乘 以 (7) 得 
Tof (yD, sz) -0 (50) 一 0 (10) 
合 间 (9) 和 (10) 便 得 


Ty se) AMT BY, 20:) =0, 
即 249 和 zm = (0 2 ?满足 方程 (4 
例 1 没 14z,9)=29%、 求 了 在 圆周 
(x—1)* 二 六 一 1 (11) 
9 129° 


LL TT A 


于 的 最 大 值 和 最 小 值 .. 
解 令 
D(z) =(z 一 1)2 + 1. 
作 方 程 (4) 得 
FD + 0 =) =0, 人 
3 ) + = 


解 方 程 (11) 和 (12) 得 三 组 解 : 


3 3 
ZT 二 #1 二 0 72 二 也， y= ， 
</ 3 
Wy, Ys 一 


显然 , (0, 0) 不 是 在 圆周 上 的 极 值 点 ， 了 当然 不 能 在 该 点 取 
到 最 大 或 最 小 .圆周 是 一 紧 致 集 , 因此 了 一 定 取 到 最 大 和 最 小 . 由 
定理 1, 只 能 分 别 在 (zs,¥2) 和 (xs, gs) 取 到 .而 


fl g2) — /3 flrs #9)=—TV3. 


前 者 就 是 最 大 , 后 者 就 是 最 小 . 

例 2 用 乘 数 法 解 3》4.2 例 2. 

解 长方体 表 面积 为 

心 (zz 5 一 2(0xy 十 2X 十 22)， vy,2>0, 
又 
zyZ 一 2. (13) 
令 
Dx, 8 2 二 TY 一 2， ry, 2>0. 

作 方 程 (4) 得 
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SAY LL 9 
Ar 如) -上 和 二 一 


7 (CP) 20 2) .7092 0， 


oS 2p 加 号 
了 (p) tasyP) 一 2(4z 一 7) tAzz=0, (14) 
2 (p) 十 12 (Pp) 一 20z 十 及 十 253 =0. 


由 (13) 和 (14) 得 
zr-~yz=0, zy—zr=0, 
所 以 
TF- yz, 
代入 (13) 得 z=y=z= 2. 0 
例 3 将 一 个 正 数 a 分 解 为 4 个 非 负 数 之 和 和， 并 使 其 乘积 为 
最 大 . 
”和 解 ” 即 是 求 鬼 数 
f: f la, 一 

在 条 件 

EA | (15) 
下 的 豆 大 值 ， 我 们 注意 到 , 它 的 是 小 值 显然 是 0. 令 

DP, A) 1 十 十 一 a. 

作 方 程 (全 得 

xza 上 4 一 人 0， 


人 《167 
Xi 人 i_1 十 1 =0, 


解 (15) 和 (16) 得 x1 二 … 一 x, 一 二 . 即 等 分 时 个 数 的 乘积 最 大 . 同 
时 我 们 得 到 
和 hh 十 tor 十 ad 
zn<(E) = 


即 
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Ti 十 十 


% < 
N/T = 网 


对 一 切 网 19 六 Zn 成 并 ， [= 且 季 号 下 当 且 只 当 2 二 :二 Kn 时 成 
立 ， 9 
例 4 求 椭 六 
(每 + 每 二 年 = 
《17) 
Cr By+C2.-0 
的 平和 轴 之 长 . 
解 分 
CE 十 
就 是 变 求 症 数 了 在 条 件 !1171 下 的 最 大 和 最 小 位， 令 
2 2 
D(z) 一 十 生 十 一 b 
中 (rz y. 2)— Ar+ By--Oz. 
作 方 程 (4) 得 
| + 24， 424 一 人 
站 十 和 3B 一 0， (18) 
pp 
a2 
三 式 分 别 乘 以 z, 纪 2 相 加 , 时 (17) 得 
7 十 思 一 0。 
因此 由 方程 (18) 可 以 解 得 
4 ， BPh’ Cc? 
?= ho Ey = yd 2% = he = 


三 式 分 别 乘 以 4, B,C 相 加 , 再 由 (17) 便 得 
。I32。 


dg B26? Ce? 


ra rb rie =0. 
解 7* 即 得 了 的 最 大 各 最 小 值 。 0 
习 题 

l。 回答 下 列 问题 : 

(1)》 何谓 条 件 极 值 ? 

《2) 应 用 Lagrange 乘 数 法 须 解 哪些 方程 ? 

2。 求 和 在 指定 条 件 下 的 条 件 极 值 , 设 

{1) z=7ry, z+y=1. 

{2) 4u= cos27 cos2y, z 一 g 一 村. 

(3) 妈 一 了 一 2 十 22， 2: 十 包 上 z2 一 1。 

(4) HU 3- 3232 十 22， YX 3 十 5 一 1. 

《5)》 wreyae, % 十 十 之 一 1, 共 中 @, 5, 70。 


3， 求 点 (&, 小惠 钊 物 线 太一 入 的 距离 . 

4， 求 乒 点 到 出面 ?2- xy 一 1 的 路 离 ， 

5 求 由 点 {&.8.6) 到 中 | 而 Ax 十 By 上 FCs 二 DD=0 的 蝶 离 ， 

6， 试 讨论 由 点 (aa Be 到 出面 9{z, 9,%) 王 0 的 距离 . 

7， 在 人 诈 径 为 下 的 球 内 作出 体积 最 大 的 长 方 体 . 

8， 帐 这 的 下 部 为 网 柱 , 顺 昔 是 网 锥 ， 周 福 半 径 为 中 商 为 总 锥 高 为 和 
证 明 丸 =、/ 5 下 =-2 正 时 用 和 料 最 省 ， 

9， 修建-- 窑 积 为 Vo 的 地 下 仓库 , 色 硕 和 下 壁 的 单位 面积 造 价 分 别 是 地 
西 的 3 倍 和 2 倍 , 试 选 出 也 价 最 小 的 上 只 证. 

10， 求 出 生 球 7 十 绽 十 := 1 在 第 一 芷 腿 中 的 团 面 与 华 标 平角 所 成 四 


面体 的 最 小 体积 ， ， 
11， 求 原点 到 巡 线 27… 28 :19=<f 27 一 gy 一 2z 一 18==0 的 此 离 . 
12， 求 原点 到 册 线 好 -23 十 所 一 生 二 1 二 如 二 1 的 中 离 . 


13， 求 抛物 线 Y=7x? 和 到 直线 z 一 # 一 工 的 距离 . 
14。 求 攀 贺 z2 二 49 一 4 到 直线 zT# 一 4 的 距离 . 
= 


15。 求 桥 贺 zr 十 六 十 21 一 1 2 十 23# 十 2 一 0 的 长 轴 和 短 轴 . 
16， 求 二 占线 


TR YY 3 一 2 一 4 _ YY 2 
Ui mi Mi i ns» Bs 


17- 求 吻 内 接 三 角形 中 之 面积 最 大 者 ， 
18， 设 ”为 自然 数 , z, yz0, 证 明 


2 十 所 、 +N 
eS) ， 
提示 : 在 x 十 y=4 的 条 件 下 求 2 一 记 (2" 十 y") 的 最 小 值 . 
19， 设 4…, an>0 求 &= 全 az 在 超 球 Diz:=r* 上 的 最 大 值 . 
=1 $=1 


20， 设 go wl 守 0，2 一 1,…,R; 7 六 1, 一 十 一 一 1. 斌 明 Hilder 不 等 式 


1 
q 


ee 了 了。 


第 七 章 ”多 元 函数 的 积分 


第 一 节 二 重 积分 

8 1.1 区 间 上 的 二 重 积 分 

欧 氏 空间 中 多 元 函数 的 积分 ， 它 的 概念 和 理论 基本 十 都 与 空 
间 的 维 数 无 关 ， 因 此 为 简明 起 见 ， 我 们 就 二 元 函数 来 讨论 这 个 
问题 . 

二 元 畏 数 的 积分 ( 即 “ 二 重 积分 ") 也 和 一 元 困 数 的 积分 一 样 ， 
有 直观 的 几何 意义 ， 如 图 40, 设 非 负 二 元 函数 了 的 定义 域 为 加 ,我 
们 要 计算 以 了 为 底 , 以 了 为 上 盖 的 柱 体 “体积 -， 为 此 , 采用 计算 曲 
边 梯形 面积 的 方法 ,将 了 分 为 许多 小 块 了 D1,…，D。, 在 每 一 小 块 D， 
上 任 取 一 点 5; 以 04DD) 记 Di; 的 面积 ,如 所 求 体积 (以 直 近 曲 ) 


| AS 


V ~ ,fb)0(D,). 


分 之 越 细 , 近似 越 好 , 无 限 细 分 应 得 
V lim Bf(E)0(D). 
这 个 无 限 细 分 得 米 的 极限 ， 就 是 
二 重 积分 的 概念 ， 记 为 图 和 
v=| f=| fa0 = ||f6s, wardy. 
回想 在 讨论 元 函数 的 积分 时 , 哨 数 是 定义 在 区 河上 的 , 我 们 


考虑 的 是 区 间 . 上 的 积分 ， 但 在 BR* 中 , 图 数 的 定义 域 可 以 是 一 个 有 
<。 TI35 。 


任意 形状 的 集合 . 这 样 我 们 就 遇 到 很 大 的 困 难 : 对 于 BR? 中 的 一 个 
集合 DD, 究竟 应 该 怎样 去 细 分 ? 细 分 后 怀 ; 的 面积 又 是 什么 意思 ?应 
该 如 何 定义 平面 点 集 的 面积 呢 ? 这 些 训 芷 在 定义 二 元 国 数 的 积分 
时 须 解决 的 问题 。 下 面 分 两 步 来 定义 二 重 积分 就 是 为 了 克服 这 些 
困难 而 设计 出 来 的 .现在 我 们 先 计 论 区 间 上 的 二 重 积分 ， 这 和 一 
元 函数 的 积分 是 一 样 的 . 到 $ 1. 4 中 再 定义 任意 集 上 的 二 重 
”积分 . 

设 I==[a,8] x[ce， 纪 是 户 中 的 一 个 闭 区 间 ， 我 们 定义 了 的 
面积 为 

oD) = (Ba) (d—e). 

在 初等 数学 里 就 是 这 样 定义 拒 形 面积 的 ， 在 这 个 基础 上 ， 我 们 晶 
经 算出 了 许多 平面 图 形 的 面积 , 例如 ， 洁 是 半径 为 7 的 圆 盘 , 则 
其 面积 为 r(3) = <r"， 还 提出 了 珊 边 梯形 面 积 的 计算 方法 ( 定 积 
分 ). 但 是 ,我 们 缺 筷 一 个 关于 平面 点 集 面 积 的 统一 定义 ， 对 于 一 
般 一 个 平面 点 集 8CR?, 它 的 而 积 o(8) 意 味 着 什么 ? 这 是 等 待 善 
我 们 去 回答 的 ， 我 们 将 在 下 面 8 1.4 中 在 给 出 -… 般 集合 上 二 重 积 
分 概念 的 间 时 也 给 出 而 积 的 定义 ， 

定义 1 设 了 =[fa, 杂 >Lc 时 是 天 中 的 一 个 朵 区 间 。 设 

Oto rrn bh, cy y=d. 
于 古 直线 Y-=zi0 三 0 pv， 和 3 世人 一 届 ,2) 将 了 分 成 天 = 
mR 个 小 区 间 廿 ,…, I (图 41)， 这 样 的 一 组 区 间 
Til Ti} 
叫做 了 的 一 个 分 割 ， 记 
lz|=max{diam1,,.…, diam7, }, 

其 中 diam I 是 天 的 直径 ， 即 其 对 角 线 长 .再 设 太 7 一 下 ， 在 每 
个 了 中 任 取 一 点 5 得 


s T3664« 


E=(€1,, E21 ET XY "x Ts. 
记 


S(f, x, 6) = OfEDaT). 


如 果 有 一 数 4 满足 : 任 给 se>0， 
存在 5 二 0， 当 x1 <5 时 对 一 切 
£EI1 xX.…. XJ。 有 

[LS{(f, xr, 6)—Ai<e, 41 


则 记 , 
lim S(f, ,6)=4; 


并 称 了 在 1 上 为 (Riemann) 可 积 ，4 为 1 在 了 上 的 (Riemann) 积 
分 , 记 为 
A -| f= | fao= [fc ydzdy. 


了 
定理 1 1” 苏 消 数 了 在 区 间 ICR 上 可 积 , 则 对 于 任何 常数 
c, cf 也 在 了 上 可 积 , 卫 


2” 克 泉 数 访 和 廊 都 在 7 上 可 积 , 则 产 士 疡 也 在 上 上 可 积 ， 


| + 和 =| f+ | 六 
3。 车 函数 20 在 工 上 可 积 , 则 
| f=0. 
特别 , 车 函数 J 和 六 都 在 了 上 可 积 , 且 下 之 f, 则 
[#21 


二 站 于 7 。 


证 明 因为 
S(cf, x,E)=o8(f, a, €), 
SC(fit fs, rw,6) = Sf, a, 6) + Sfo, x, £) 

所 以 1 和 2 pa 车 f 汪 0. 则 5S(Ff, ,让 实 0, 所 以 3” 中 第 一 式 
成 立 ， 若 五 宇 fs, 其 所 一 f2 衬 0, 再 由 2" 便 得 3" 中 第 二 式 . 中 

定理 2 TR 在 财 区 站 fCR? 上 可 积 则 了 在 7 上 
有 界 ， 

证 明 与 第 三 章 § 2.2 洁 理 2 的 泪 明 区 全 相同 器 

在 讨论 一 无 函数 的 积分 时 我 们 己 经 看 到 ， 可 积 与 连续 有 普 密 
切 的 关系 .多 元 国 数 的 积分 也 是 如 此 ， 我 们 将 在 下 而 8$1.2 中研 
究 这 个 问题 , 现在 先 建立 -个 与 此 紧密 联系 的 概念 . 

定义 2 设 1CR.。 如 果 任 给 >>0， 存 在 有 限 个 闭 区 闻 五 ， 


a 使 十 五 必 L HD oD)< 之 e, 则 说 7 为 一 直面 积 集 . 


#1 

同样 定 艾 对 中 的 “ 零 长 度 集 ”" 和 BR*, R" 中 的 “ 零 体积 集 ”. 

例 1 没 f: [a,5,->8 是 一 连续 函数 ， 则 集合 是 一 零 面 
积 集 . 

证 明 任 给 0. FH 第 四 章 $2.2 定理 1 知 遵 ，f 了 在 [a，5] 
上 一 敏 连 续 ， 因 此 存在 [a，56_ 的 
一 个 分 制 ( 网 42) ¥ 

d=To Tb， 当 
ti, 2E[2 zi 一 1 2) 时 


UD {I< 0 


Ti- EF 基 
令 图 4 


ms= minf ([zx;_,, 2£;]), MM;=maxf (Lz;_1, rz1]), 
则 
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设 亡 :=[z bz 站 xm 如一 1,…, 29), 则 显 见 /CC 门 厂 且 


了 一] 


Do ED i) 天 = 
1=1 4=] 


根据 定义 2， 了 是 零 面积 集 . D 

例 2 设 iCRR 是 一 光滑 参数 曲线 , 则 7 是 零 面积 集 . 

证 明 设 节 的 方 各 为 

zgpt), y=yp(t), tefla, Bj. 
任 给 e;>0。 由 假设 g 和 当 在 [g, B] 上 都 有 连续 的 导 国 数 ， 作 分 市 
Go<t<c 一 有 
使 当 s, 4€[t bt 人 7 -1 2) 时 
1p《s) 一 史 CC <e. 


令 
2 一 IninegLt bt bb;=maxg (Et), t;)), 
则 
bj—aj<e, J—1,.,n 
再 令 


cys=minp(li ,#7]), d;=maxy (ti, t;]), 
了 一 [a， 六 闪 Lo;,, djj, 了 7 一 1， “有 
于 是 妆 EECtrn 志 ] 时 
(olE). PE) EL;, ye ,Ny 
斯 以 


ic 
了 一 卫 


设 | (| 所 柏 (a 寺 tA), 则 由 微分 平均 值 定理 
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i YW a Ce a yye.r ver 和 eoviv 


di— cM), j=1,", hn. 
所 以 
Bo) < Bents—t) -eM(p—e). 
因为 = 是 任意 的 , 所 以 7 是 罕 面 积 集 ， 
定理 3 设 1C 忆 是 一 闭 区 间 ,f: JR 有 和 界 . 若 l= {pe7: 
f(D) 尖 0) 为 一 零 面 积 集 , 则 了 在 T 上 可 积 , 生 | ==0. 
证 明 ” 任 给 *>0， 因 为 上 是 零 面积 集 ， 所 以 有 区 间 J …， 


了 U J;DL, 且 2ua(TD<e: 将 每 一 个 区 闻 J; 均匀 地 向 四 方 
稍 事 扩 大 成 为 区 间 了 ,， 上 且 仿 有 > o(Ji) 达 sz， 这 样 可 使 i 和 


a(U 了) 之 间 的 距离 (图 43) 


Uy 


图 43 
5-infj1e 一 al 2 pez acal U 7 外 > 
设 关 是 了 的 一 个 分 割 , 则 
S(f, zr, 6)= PADLISGAR + > fF) ot)). 
IjNt=g 


但 当 I 介 外 =B 时 (5) 一 0, 所 以 
S(f, x, 6)= Of) oT). 
了 六 让 关节 
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如 果 zj1<6, 则 易 见 当 厂 站 ?天 名 时 五 C | Yi 设 |) 过于 
t=1 


(pe7), 则 当 1z|<<6 时 ， 
18(, |= | 5S7 f(é)0(1) | < Yo(D) 


Tit TN 


SMO oeN. 
i=1 


所 以 
lim, S(f,xré)=0. [ 


推论 设 7CR? 为 一 团 区 间 , f,9: I>R 有 界 , 又 {pST; (Pp) 
天 9 起 ) 为 一 零 面积 集 ， 车 后 在 了 上 可 积 , 则 9 在 TT 上 也 可 积 , 旺 


kek 


证 明 因为 了 可 入 ,又 由 定理 3 ,9 一 了 也 可 积 ， 再 由 定理 工 的 
2” 期 得 9= /十 (9 万 可 积 。 又 


ne | / a (9 一 力 -| / - 


3| 题 
1， 回 答 下 列 问 题 
(1) S(f,n. 61 ==? lims (4, Tt 一 攻 臣 什么 意思 ? 卫 数 证 在 闭 区 间 了 


上 可 积 是 什么 意 岂 ”积分 是 什么 怎 梯 芯 示 ? 

(2) 的 数 子 在 朵 区 间 大 上 可 积 的 必要 条 件 趾 什么 ? 

(3) 何谓 零 而 积 集 ” 零 而 积 集 是 否 有 界 ? 

(4) 有 限 集 是 否 都 是 零 面 积 集 ? 有限 个 零 面 积 集 的 于 是 不 电 零 面积 集 ? 
无 跟 个 呢 。 

(5) 是 天 存在 开 的 零 而 积 集 ? 汰 面积 集 是 否 都 是 闭 集 4 

(6) 如 果 {pER2: 了 (p) 天 0 是 堆 而 积 集 , 卫 了 有 界 , 则 了 有 何 积 分 性 质 ? 

141* 


2. 证 明定 理 2. 

3. 证 明 4 性 R? 是 零 面 积 集 . 设 

(1) 4 一 {pupa …、 片 Cp) 收 北 . 

(2) 有 4 有 界 , 且 其 极限 点 构成 零 面积 集 , 


(3) A (o) = sin 二 ， 0 一 zs1. 


4. 证 明 [0, 1J? 中 有 理 点 的 全 体 不 是 零 而 积 集 。 
提示 : 考虑 阔 数 了: 


1, 为 有 理 点 ， 
f (p=! Ss 


p 韭 有 埋 点 ， 


§ 1.2 可 积 性 问题 


现在 我 们 来 钱 究 二 元 函数 的 可 积 性 问题 ， 设 1CR 为 一 闭 区 
间 .， 我们 已 经 知道 , 可 积 函 数 是 有 务 的 ， 因 此 以 下 一 律 假定 f: 7 


是 工 的 任 一 分 制 , 记 
S(f, x) = Sysup fID)oCD)， 
j=1 
S(f, x) — > inf fs) ol). 
1=1 
显然 , 当 上 ET 和 …X 7， 
S(f, nes, a, Sf, zr), 
又 也 


| f=inf S(f, x), | /=sups (f, x7), 


= 了 


分 别 叫做 了 在 了 上 的 上 积分 和 下 积分 . 


Ts} 


(1) 


设 x 和 x 是 了 的 两 个 分 割 , 如 果 xi: 中 的 区 间 都 是 x; 中 车 
千 区 间 的 并 集 ， 则 记 rt 志 xs。 以 下 自 引 理 1 至 ?| 理 3 与 第 四 章 
$ 2. 3 中 引 理 1 至 引 理 3 的 证 明 完全 相同 , 因此 我 们 只 述 不 证 . 


* I42* 


引 理 1 才 后 委 fa 则 


S(, ZI) SB, Xo) Bf, re) ESI, zx1). 


引 理 2 车 x 和 ;是 7 的 任意 两 个 分 割 , 则 
S(f, A) HF, ma) 


引 理 3 
[Ls<| f 
因此 对 一 切 分 割 有 加 
SU.D< |f <| 1<30, a， 
引 理 4 ”等 式 | 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 , 任 给 e>0, 存在 分 割 x, 使 
BS(f, x)— S(f,n.)<e. 


证 明 (必要 性 )” 设 等 式 (3) 成 立 ， 记 
4 


任 给 e090， 由 上 ，、 下 积分 的 定义 ， 存 在 分 割 z= 人 1,， 


zz 二 {J ,Yml 使 


S(f, 1) < A+E, SF, rs)>A—$. 


作 分 割 


FT 一 {77 门 7 一 一 1 


网 xz 过 x, zo， 由 引 埋 1 便 得 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


| Tn} 和 


4 一 号 <<8(F ra) ES (fa) SI, x)EHf, rn)<A+S, 
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即 r。 使 (4) 式 成 立 ， 
《充分 性 ) 任 给 =>>0， 设 有 分 割 r, 使 (4) 式 成 立 ， 以 此 x， 
代 人 (2) 式 便 得 


o<| 三 | f<e. 
而 。 是 任意 的 , 所 以 (3) 式 成 立 ， 日 
定理 了 在 了 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 等 式 (3) 成 立 , 这 时 
| 天 | 产 | (6) 
证 明 必要 性 ) 设 了 在 了 上 可 积 ， 任 给 e>>0.， 由 1.1 定义 
】， 存在 分 割 TO {1, 3 mn} 使 


£ 
[L8G re 一 | f| < 
对 一 切 EJ x… x J 成立， 上 式 即 
| A 
| 3 3 1 | 3 
由 于 是 任意 的 , 易 见 
| 1-§<80, a 30, x)<| f+ 


即 (4) 式 成 立 ， 从 而 由 ?| 理 4 得 知 (3) 式 成 立 . 
(充分 性 )” 设 等 式 (3) 成 立 . 任 给 e>0， 由 引 理 4 有 分 割 
Te 一 {yb py va) 使 (4) 式 成 并 ， 设 4 由 (5) 式 定义 ， 在 每 一 个 J 
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内 部 作 开 区 阅 了 CJ, (图 44)， 并 使 了; 和 J 了 ;的 对 应 边 之 间 有 相 


， 了 到 6 很 小 使 v0( 下 ) 二 e， 设 


ic 


局 的 距离 6>0， 记 | 


一 1 是 二 的 任 一 分 项 满 是 izi 二 85，。 则 由 (1) 和 (2) 式 ， 
对 -友人 
| SO, x 5)— A'sd(, 1)- S(f, x) 


= [sup fr) — inf f(7,) oC,) 
j=1 
= > [Lsupf(7) ~—inf f(7;)7o(7,)) 
~-- > Lsupf O71) intf (di) oT) = 3, 22 


号 子 Fp 
<2 SS a(l E22Mo(K) < 2Me. 
ei) KH 


在 之 中 无 开 下, 则 五 必 与 某 村 相交， 由 天 的 作法 可 知 了 CJ 
因此 


二 > > [sup {07)) -inf f (71,) oD,) 


? 


< > CT， 人 之 人 


z=1 


Fsup fID inf fT) Jo07) 


# 安 | 


=5(f, 4,)— S(f, a,) <e. 


人 


所 以 
18Cf 7,2) —A|< QM+1)e. 
即 f 了 在 7 上 9 可 积 , [1L(6) 式 成 立 . L 
定理 2 江上 在 了 上 的 间断 点 集 足 一 于 面积 集 ， 则 了 在 上 上 


可 积 。 
“145. 


证 明 设 ! 是 了 在 了 7 上 的 间断 点 集 ， 任 给 。 盖 0， 由 所 设 ， 有 


oo 


区 间 ( 见 $1.1 定理 3 的 证 明 )J,…， | U 7 = 


.0D)<e. 记 


Ri 


将 区 的 边界 向 四 周平 行 称 动 中 高 
G (图 45)， 得 到 集合 中 沪 K。 取 
6; 很 小 使 oCK) -<<a， 图 入 

因为 了 住 1 站 (kK) 上 过 续 ,而 1 站 (KX'")* 是 紧 致 集 ， 所 以 有 
6:>0, 当 pi, PaEIN (CK')', 1 一 加 | 一 6 时 

[|f (Pp) —f( ps)|<e 

《第 五 章 $3.2 定理 4). 设 x--{7,…, 7,} 是 了 的 任 一 分 割 ,于 入 

Sf, nm) Sf, #) -> TsupA7) 一 inf f07,)1o(7,) 


Tj; 下 8: 好 


3 
| 


I 
! 
1 
1 
1 
1 
二 


— DD Tsupf(7))—inf f(07,)10(7,) 
i, 起 oe 
二 之 | 十 之, 
设 x1<6=min(o6, 5). 因为 在 ;中 了 CIN(CK")*， 所 以 
Zi<se > af 所 ec 人 门 。 


由 下 的 作 落 可知 , 在 中 了) 己 六 ,所 以 
ZS2M 人 or(1)) EMo(R)<2Mse, 
tl, 


共 中 形 是 | 天 的 上 界 . 内 此 当 1zj<6 时 


S(f, xn)— SS(f, 7)<e(o(l) +2NM). 
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由 定理 1 和 | 理 4, 7 在 7 上 可 积 。 昌 
例 1 设 


| 1 
f(x, y) = Sr iY, 


证 明了 在 区 间 7=: [一 2 2 上 可 积 . 

证 明 冰 数 了 在 了 中 的 四 个 点 

《一 1 一 1)， 【一 1 1)， {1,—1),， 《人 1T) 

上 无 定义 .但 这 四 个 点 构成 一 个 零 面积 集 ， 而 了 在 7 上 除 此 四 点 
外 有 界 , HS 1.1 定理 3， 我 们 在 此 四 点 上 赋予 了 以 任何 值 不 影响 
了 的 可 积 性 和 税 分 值 . 赋值 以 后 ， 上述 四 点 就 是 f 的 间断 点 ， 再 
根据 定理 2 卢 在 了 上 可 积 . 
例 2 设 


f(x,y) =arctg 


证 明了 在 区 间 1=[0,18 上 可 积 . 
证 明 兵 数 了 在 抛物 线 
i: y=: 
上 无 定义 ,而 Nn 芷 一 雪 面积 集合 1. 1 例 1)， 了 在 INi* 上 有 
界 .， 我 们 在 了 上 给 了 赋值 ,只 要 使 了 在 上 上 保持 有 界 , 了 便 在 I 上 
可 积 , 卫 积 分 值 不 变 ， 
在 第 汪 章 2. 2 中 我 们 给 出 了 一 个 不 可 积 函 数 的 经 典 例子 一 一 
Dirichlet 国 数 ， 这 个 例子 同样 适用 于 二 重 积分 , 也 就 是 函数 
0， 户 为 右 理 点 ， 
fo 下 p 非 有 埋 点 
在 区 间 [0，1]? 上 是 不 可 积 的 (1.1 习题 4)， 这 个 函数 设 有 连续 
点 ， 全 是 间断 点 ， 那 么 可 积 和 连续 究竟 是 什么 关系 呢 ? 要 和 卉 清楚 
这 个 问题 , 只 要 在 现 有 的 基础 上 稍 作 这 人 讨论 就 够 了 , 不 过 我 们 还 
是 把 它 留 至 实 国 数论 中 去 解决 .我 们 注意 到 ， 上 述 二 元 Dirichlet 
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函数 只 有 两 个 函数 值 ， 因 此 属 最 简单 的 函数 ， 然 而 它 竞 是 不 可 积 
的 ， 这 个 事实 告诉 我 们 , Riemann 积分 的 可 积 邯 数 类 太 窗 了 ， 必 
然 不 数 应 用 , 这 是 Riemann 积分 的 一 个 严重 缺陷 ， 然 而 它 有 明确 
的 几何 和 物理 意义 , 比较 简单 , 适合 初学 , 这 又 是 它 的 极 大 优点 . 


习 题 
以 下 1 至 5 题 设 I 己 R: 足 闭 区 间 , f: 了 一 及 
1， 回答 下 列 问 题 : 
《1) Sf, Xx) 和 SS(f,z) 是 什么 意思 它们 与 了 的 可 积 性 有 何 关系 ? 


(2) 上 积分 | 和 下 积分 | 了 是 什么 意思 ? 它们 是 否 营 是 存在 的 ? 它 


们 与 f 的 可 积 性 有 何 关系 ? 
《3) 了 的 可 积 性 与 连续 性 有 和 何 关系 
《4) 于 可 积 ( 记 积分 为 4) 的 充分 必要 条 件 是 : 任 给 2 之 0， 在 在 分 基 r。 
二 {了 大 使 
iS(f, rx,, 6) — Al<s 
对 一 切 EX… XJ 成 让， 这 个 说法 是 厨 正确 ? 


2， 设 30 连续 , | 了 一 0, 证 明了 一 0， 

3， 设 闲 区 间 7 和 了 在 了 上 可 税 , 证 明子 在 了 上 也 可 积 ， 
4， 设 | 太 > 0 证明 在 在 区 间 7C7 使 六 在 了 上 为 正 , 

5、 设 所-0 可 积 , 还 明 | >0. 

6， 醋 究 下 列 流 数 下 在 莹 加 了 上 的 可 各 性 . 设 


(yin. 70, 8 天 0， 
(1) f(x,¥)— | BE 


0、 Tz--0 或 y=0,， 了 =[0,1]2 
(2) 《Ph pr. "OL, 
0 pElp' pa “i)}, 
f= i 
一 ， Pp—pn, NEN. 
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7， 疫 和 g 隔 是 区 疝 工 上 的 可 积 国 数 . 证 明 

(1) | 用 可 积 ，、 《2) 79 可 积 ， 

8.， 设 区 间 [a,583 上 的 -一 元 函数 六 有 界 , 证 明了 为 过 面积 案 的 充分 必要 条 
件 是 了 可 积 ， 

9.。 设 闭 区间 了 4. 的 连续 函数 序 到 必 直 是 - 非 增 序列 ， 且 limfs 一 0. 证 
明 


tim f, =0. 


提示 ; 应 用 了 的 芭 致 性 . 


$$ 1.3 区 间 上 化 了 票 次 积分 


设 一 adixiedjf: I>R.， 考虑 晴 数 fix, :), 它 的 定 
义 焉 为 -c, 所， 如 果 村 上 您- 个 zxELa,5], 了 (xz, 在 [ca 上 nj 积 ， 
则 得 


fn) fr Way zfo 如 
如 果 否 数 fi 又 在 [a, 81 上 吕 积 , 则 又 得 积分 
-pb brd 
Li)de= | (| f0, Dy )a. 


这 个 积分 叫 散 累 次 积分 . 习惯 记 为 
Fr pu)e-p le pe 
同样 , 运 有 累 次 积分 
OR RA 
我 们 白 然 要 问 : 等 式 
[7=P el fe ny fav( fe, 


能 否 成 立 ? 如 果 这 个 等 式 能 够 成 立 ， 则 就 解决 了 二 重 积 分 的 计算 
间 题 : 计算 二 重 积 分 就 是 计算 系 次 积分 , 即 先 后 计算 两 个 一 重 积 分 
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(一 元 函数 的 积分 ). 
设 f 有 界 . 令 


pC) fe ny wr) | fr) 


则 对 于 每 一 个 xSLa, 5], gp(Y) 和 (2) 均 有 定义 , 因此 我 们 得 到 两 


个 函数 m 和 ,定义 域 为 [a, 51. 
定理 1 如果 fF 可 积 , 则 和 轩 均 可 积 , 且 
(1-{ eo={ 
证 明 分 别 作 [a, 5 和 ie. 的 的 分 割 
TY a < 


be C—yo yy 
于 起 得 到 了 的 分 割 


X={[ri_, xi] x [Ly;.. 0 1 =], oy mm, 9 一 1、 二 


一 (7 
由 假设 , 任 给 e 全 0 在 在 520. 当 | pe 


| V1 flE, Di)o Cd; xD <| f+e, 


Ly 


其 中 (6;, 4)EJixT)， 取 wn 和 zr” 满足 1x <5/vV2， 


5612, 风 bl 过 6, 二 此 上 式 成 立 ， 于 是 


| fe BY > inf1(8 1))ArAy 
1 4=1 ¥=] 


< 工 SS Ans<| f+e. 


了 -1 


n} 


i 


但 Dinff(& 1) Ayy 是 函数 FE:。 .) 在 fc, 4] 上 的 下 和 , 所 以 
了 =1 


ee 了 T50D 。 


Dintf C8, DAgi< | Fé 1) =p(8). 


同 理 
Ssupf (ss IT) AMY; YE:). 
所 以 了 
[六 <<r (和 rr yoan<| fie, 
这 就 是 说 


lim Pr, Ja 一 lim wk )As=| f. 


HE 


即 qg 和 在 .4,8] 上 可 积 , 且 定 理 中 的 等 式 成 立 ，0 
由 此 我 们 立即 得 到 : 
推论 设 f 在 T 上 可 积 如 果 对 于 每 一 个 xE [a，5] 阔 数 
‘zx, *) 在 Lc, 4] 上 可 积 , 如 


| | a fea, po. (1) 
同样 , 如 果 对 于 每 一 个 交 fc, 4] 随 数 有 引 在 [a, 8J 上 可 积 , 则 又 
有 
“qd a 
| av fos, we. (2) 
了 “€ 


例如 , 车 了 在 T 上 过 续 , 则 (1) 式 和 (2) 式 都 成 立 . 
例 1 计算 : 重 积分 中 rer'dzrdy. 


1 
YEl 


解 ”用 (1) 式 , 所 计算 的 积分 为 
4=| | redy = jas| eary = | Ce-Dar=e—2, 0 
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习 题 
]， 在 什么 条 件 下 区 闻 上 的 二 重 积分 可 以 化 累 次 积分 ? 为 什么 ? 
2 证明 : 若 - 死 函 数 了 和 9 分 别 在 区 间 [a, 中 和 Le, 四 上 可 积 , 则 


CD Ningnaray=() i )( oay) 


Tab!x:0 41 


(2) fff naray=(| tenar). 


bb 
种 写 交 册 


3。 设 负数 下 在 区 间 了 一 Ta. bce, dj 上 有 连续 二 阶 编 巡 数 ， 计算 积分 


(2 
[ene 


了 


4. 计算 下 列 积分 : 
(1) Nerrradzdy. 7 一 :0.1]>。 


了 


Fr | 2 
(2) Ny | 
到 


(3) | Nevin zyaray. !-|" St 


了 


C4) si (x rdy. a 于 | 


于 
(3) we 三 [rd 1 1, 1 x10,2]. 
了 


(6) 112z 二 六 ardy、 ee D 2ja。 


二: 


5 计算 积分 ||ftz. Ddzdy，7 一 [0, 12 8 为 
1 


| ， yi 2 
(1) fz. y) 寺 
0 ，z sr2， 
| 一 和 #1 
{2) fix y=! YX 
th ry 1. 


LHy ys 22, 
3) f(x.) = 
( ) f 多 y) 10, Yr 或 Y >27:。 


中 了 5 


5， 试 作出 一 个 点 集 Bc 0.1 2， 必 与 坐标 轴 的 经 .条 平行 绕 由 从 最 多 
一 点 , 有 .BB 一 [0, 12?。 邻 . 
‘i: (x. YEB, 
f(r. = 
0 {x,y}EB. 
还 明 
1 az| fr way—) dy) fz, y}dr=0, 


但 在 [0,1:* 上 不 可 黎 ， 


§ 1.4 有 界 集合 上 的 二 重 积 分 

前 而 我 们 已 经 比较 充分 地 讨论 了 区 间 上 的 并重 积分 ， 这 样 就 
很 容易 直流 到 任意 有 界 集 合 上 的 积分 ， 

定义 1 没 BCR* 古 -- 有 界 集 ,f: 8B 一 RB. 记 
fCp), 所 用， 
folp) = pe 本 
任 取 闲 区 间 7 全 8、 如 果 国 数 太 在 了 上 可 利 , 则 说 子 在 号 上 可 各 


| ,fs 叫做 了 在 忆 上 的 积分 , 记 为 


| | 了 dr =||fez， yy dry -| fr. 


我 们 注意 到 , 这 个 定义 不 依 御 于 区 间 工 的 选取 . 
定理 1 设 8CR? 足 一 有 界 集 , f: BR 有 界 ， 如果 38 和 
所 在 BB 上) 的 间断 点 集 都 居 零 面积 集 , 则 了 在 B 上 可 积 . 
证 明 ” 任 取 闭 低 向 7 2 有 8， 记 五 [为 了 《在 召 上 )》 的 间断 点 集 ， 
五 /为 万 的 间断 点 集 ， 册 为 (8?) ”中 的 点 均 是 fs 的 连续 点 ， 所 
以 由 第 五 章 § 2. 1(1)， 
E/,CB’" UB. 


但 当 peB* 时 fy(p) 二 fp), 所 以 
aa IJ}s 


Es, CB UaB. 
然而 5; 和 328 均 是 老 面积 集 ， 故 Ei, 也 是 零 面 积 集 ， 由 $1.2 定 
理 2, fs 在 I 上 可 积 ， 再 由 定义 1, /在 B 上 可 积 . 

例如 , 共 BCCR? 为 一 有 界 集 , 且 38 是 零 面积 集 , 则 8 1.2 例 1 
和 例 2 中 的 函数 均 在 B 上 可 积 . 

定理 2 § 1.1 中 的 定理 1 和 定理 2 对 于 有 和 界 集 上 的 积分 也 
成 立 , 

证 明 定理 2 的 成 立 是 显然 的 ， 我 们 证 明定 理 1 的 2". 设 
函数 f 和 9g 都 在 有 界 集 互 上 可 积 ， 任 取 闭 区 间 7ZDB， 则 fs 和 ys 
都 在 7 上 可 积 , 因此 fa F954 也 在 1 上 可 积 .， 但 

(f'! g9)s=fe tgs. 
由 定义 1, 这 就 是 说 f-r9 在 B 上 可 积 , 且 
[Gig =| or0Do=| fot| 95=| Fr 


同样 证 明 1” 和 3 . 9 
B, 和 Bs 上 都 可 积 , 则 在 BB 土 也 可 积 , 且 
|, R a | 
证 明 由 Bi 站 Bs; 一 多 吕 见 
fs. 52 = fa fas. 
任 取 闭 区 问 1 必 B,UB,， 出 假设 , fp, 和 fa, 都 在 TT 上 可 积 ， 所 以 
fa as 也 在 上 可 积 ， 因此 由 定义 1, 了 在 BUB8。 上 可 积 , 且 


. 1 Bs fami [ fat | a 1 0 
引 理 1 设 BCh? 是 一 有 界 集 , 则 
|1=0 (1) 


»: 54 


的 充分 必要 条 件 为 了 是 一 零 面积 集 , 
证 明 记 
_$1, pEB， 
p= pEB. 
(充分 性 ) ”车 上 8 是 零 面积 集 , 则 由 $1.1 定理 3， 靖 数 1s 在 
闭 区 间 { 必 B 上 可 积 , 月. 


| 本 (2) 


由 定义 1 图 数 1 在 8B 上 可 积 , 日 (1) 式 成 立 ， 
(必要 性 ) 若 1 在 召 上 可 积 ， 且 (1) 式 成 立 ， 考虑 区 间 7 一 且 
的 分 割 z= 二 {1,1n}。 车 LNMB 儿 , 取 &jB， 则 
Sa x, 6)= D)! ol1)). 


fyN B*g 
由 假设 , (2) 式 应 成 立 , 所 以 
Rim lA 开 ) £6) 0, 


因此 , 任 给 e 守 0, 存在 56>0, 当 |z1<G 时 
> crftzh 门 < 


Ijt Bx 
显然 Ut{I;: 无 门 如 关 启 1 疡 有， 所 以 瑟 是 零 面 积 集 ， 虽 

定义 2 设 吾 C 是 一 有 界 集 , 友 国 数 1 在 吾 上 可 积 ， 册 说 
互 有 面积 , 并 定义 BB 的 面积 为 


a(B) =| 1=|| za 


根据 这 个 定义 和 31 理 1， 零 面积 集 就 是 面积 为 0 的 集合 ， 由 
定义 还 易 知 (习题 2 ): 
定理 4 设 8CR* 是 一 有 界 集 ， 则 8B 有 面积 的 充分 必要 条 件 
是 对 于 财 区 向 7 一 马上 的 分 割 x 有 
]im 袜 0(1D= lim 2 oll;). (3) 


re 0 LSB 
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邮 国 
一 
一 
ff 
加 
Cn ?到 
昌 右 
Ed 
| 


屿 出 | | 


此 时 o(B) 就 是 这 个 极限 ， 

从 图 46 可 以 看 到 ，(3) 式 有 着 明显 的 几何 意义 ， 事 实 上 . 就 
是 传统 的 面积 定义 . 

定理 5 设 BCR’ 是 一 有 界 集 ， 则 B 有 面积 的 充分 必要 条 件 
为 ao(38B)=0, 

证 明 (充分 性 ) 具 o0(38)=0, 则 由 定理 1， 函 数 1 在 8B 上 
可 积 . 根据 定 又 2, 吾 有 面积 . 

(必要 性 ) 大 召 有 面积 , 任 给 se 和 则 由 (3) 式 , 当 |z| 充 分 小 
时 有 


> Of) 一 二 o(l;)<e, 
7 站、 于 了 


但 是 容易 明 户 
U{lEx: LNB7Y, FB) EIB. 
所 以 
{9B) =0. 中 

根据 这 个 定理 和 $1.1 俩 1 俩 2， 如 果 召 足 由 有 限 个 连续 曙 
数 围 上 成 的 集合 (图 47)， 驶 是 出 有 限 恨 欧 请 参数 曲线 围 成 的 集 合 
《图 48), 则 如 有 面积 ， 这 毕 是 微 积分 学 计算 中 常见 的 集合 .但 是 
并非 -- 切 有 界 集 均 有 面积 , 例如 , 车 BB 是 [0，1]? 中 有 理 点 的 会 体 ， 
则 五 就 没有 面积 ， 
a I56= 


图 47 图 48 
定理 6 (积分 平均 值 定理 ) 设 KCR* 是 有 面积 的 连通 紧 至 
集 , f.9: 下 > 连续 , 生 9 汪 0， 则 存在 EEK 使 
| =7G| 9 
特别 , 取 9=1, 有 te 到 使 
{19=f(8)0(k). 


证 明 由 定理 1 和 定理 5 可 知 f9 和 yg 在 上 都 可 积 . 因为 
KK 是 紧 致 的 ， 由 第 五 章 §3.2 定理 3 的 推论 ，f 有 最 小 值 f{Q) 和 
最 大 值 f(b8)， 所 以 


fa| 9<| f9<f0)| 9 
如 果 | g 一 0, 则 定理 的 结论 显然 成 立 ， 不 然 ,| 9>0， 于 是 
fos(| 9) | frst08). 
而 下 是 连通 的 , 由 第 五 章 § 3.2 定理 2 的 推论 , 存在 &5 太 使 
1G=(| 9) | fs. 


即 定理 的 结论 也 成 立 ， 
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习 晤 
1， 国 答 下 列 问题 
(DD 设 3 一 瑟 是 一 有 界 集 ,函数 了 在 妃 上 可 积 是 什么 意 因 ; 积分 | 4 是 


如 条 定义 的 ? 328 和 函数 了 的 连续 性 对 了 在 百 上 的 下 积 性 有 和 什么 关系 ? 

(2》 有 界 集 的 面积 是 如 何 室 义 的 ? 有 和 界 集 有 面积 与 其 边界 有 什么 关系 ? 

(3) [0, 13* 中 全 体育 望 点 所 成 之 集 为 什么 没有 面积 ? 

(4) 着 吾 一 天 有 面积 , 则 B87” 有 没有 面积 反 过 来 呢 ? 
(5) 设 BC-R2 是 有 界 集 如果 吾 上 有 一 国 效 了 尖 0 可 积 ， 则 BB 是 否 一 定 
有 面积 ? 

2. 证 明定 再 4. 

3. 设 BCR? 是 有 界 集 . 区 一 {Ti…， 7s 是 闲 区 问 7 一 有 的 任意 分 割 。 证 
明 电 有 面积 的 充分 必要 条 件 总 

inf 祁 a o (1;) =sup ,2 oT). 


到 Nsw 

这 时 a (8} 吻 是 这 两 个 由 等 的 确 界 . 

4。 试 用 $31.2 引 理 站 证 台 定 埋 5 的 必要 人 性 ， 

5- 设 4, 8B 二 R? 部 有 面积 。 延 芭 : 

(1) 其 4 门卫 = 攻 , 则 of4UB) 一 可 Cd) -to (B). 

(2) AMB 和 A 7B 部 在 刘 积 . 

{3) adUp) 一 (4) 十 G( 昌 ) 一 OA4 门 召 )。 

6 设 DR* 是 … 开 集 ， 两 数 有 D-> 有 省 续 非 负 , 卫 | ,f 一 0. 证 明 f= 
0。 车 如 非 开 和 集 , 这 个 结论 对 否 ? 

?7。 判定 下 列 积分 的 符 与 : 

(1) 由 ln (zz +y* ) drdy 


Trlriglsl 


(2) |) ST ddy 
Dd 


(3) 人 arCslmn(Z 十 的 GZ23 


人 D1 
1%y 人 Ll 人 


8. 证 明 
» 了 了 58 。 


小- 


7 drey 
A | 100 a 


(51+18le10 
9， 设 了 为 一 连续 函数 . 求 极限 


1 er 
lm 外 flr, aray, 
Tt ym! 


§ 1.5 有 和 界 集 上 化 累 次 积分 


在 §1.3 的 基础 上 ， 我 们 很 容易 把 有 界 集 上 的 二 重 积分 化 为 
累 次 积分 . 
定理 1 设 DCR? 有 面积 ,f: D>R 连续 有 界 ， 记 D 在 x 畏 
于 的 垂直 投影 为 (图 49) 
1={zsR: 存在 ! 使 (z, 六 ED}. 


图 43 50 
和 如 果 对 于 每 一 个 57, 截 0. 是 一 区 间 ( 可 以 进化 为 一 点 ), 则 
(f=) | fo, 1 (1) 


同样 , 记 刀 在 # 轴 上 的 投影 为 (图 50) 
J 二 {yeER: 存 在 x 使 (x y)ED}. 
如 果 对 于 每 一 个 yE., 截 D? 是 一 区 间 , 则 
[f=) ,wf ne. (2) 


证 明 作 区 间 [a, 81 x[ce, 为 过 2 图 49)。 因为 了 在 刀 上 连续 
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有 界 , 所 以 f 在 D 上 可 积 ($1.4 定 理 1 和 定理 5). 由 $1.4 定 义 
1, 霄 数 fo 在 La， 6] 所 [Le, GZ 上 可 积 ， 且 


| 生 ee blxlec.al fo 


当 xzEI 了 时 亲 数 f(x, ) 在 区 间 D;: 上 连续 有 界 , 而 D; 的 端点 当然 是 
零 长 度 集 , 所 以 f(x, ) 在 D, 上 可 积 (§1.4 定理 1), 且 


| .ve Dy=| Foc, gay. 
当 ze[a, 5]NT' 时 foCz,) 一 0, 所 以 
{ fols, 六 面 =0 
因此 对 于 每 一 个 x&[a, 杂 , 国 数 fotz,) 在 Lc, 上 可 积 ， 由 $1. 
3 定理 1 的 推论 ， 
jc 
-| arf role pw 


=| 好 | fer, Woy. 0 
例 1 计算 积分 
ee [ey 六 


其 中 妃 如 图 51 所 示 三 角形 . 图 
解 。 应 用 (1) 式 , 7 一 [0,a], DD a | 所 以 


aps | 
Ta b. 


例 2 计算 积分 
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= | 人 + ) dry, 


其 中 刀 如 图 52 所 示 . 
解 应 用 (2) 式 ， J =[a, 3c]， 
中 一 [y—a, yj, 所 以 


A -| | (zx? 十 所)Gx 


o 


= 上 3 一 地 (一 ofa | 
=149:. 口 
例 4 计算 积分 
4=||y VI ay, 


其 中 如 着 由 加 x 十 六 =1， 正 z 轴 和 直线 y=x 围 成 的 集合 (图 
53)., 

解 ” 如 图 53 将 必 分 为 D=D1UD， 分 别 计算 Dl 和 DD 上 的 
积分 得 


1 


(ve | Vy 


Di 
三 人 
=| vi 22 ar 
2 
300 2 
via 
[vt | 6 如 |， ydy 
D 夫 
= 十 
We x) dx 
点 
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所 以 


图 53 : 图 54 
例 4 用 二 重 积分 计算 巾 揭 物 线 y=z* 和 六 二 z 围 成 的 面积 。 
解 各 图 54, 由 面积 定义 


Yr 
雪 


“DD=| 1 [| (到 -2) 相 


.1 
例 5 计算 由 两 个 圆柱 体 x 二 六 二 R?* 和 十 2 二 忆 交 成 的 
“体积 ”， | 
1 

| 


w 了 562 。 


和 解 ” 如 图 55, 所 求 之 体积 为 


ES he 
=8| (a z*)dz = 二 Ba 


习 题 
1. 如 何 对 化 办 次 积分 作出 儿 采 解释? 
2. 计算 下 列 二 重 积分 : 


(41) es Hy drdy, DD 由 z=0,9=7z,y 二 x 围 皮 ， 

(2) Neg ardy, :| y= 2, y 二 -<x, xz 二 a 有 成 (o>>b)。 
人 他 a 

(3) (|zy: drdy, D 由 一 47,z 一 1 转 碾 . 

C4) Njerrrazdy, D={(z, DD: |zl+!iy|<1}. 
了 

(5) [flzylazay, 万 = fr, 0): spa. 
|. 

(6) (|zeos (sy) dzdy, 五 同上 。 

(7) ||aryrazdy, D 有 由 对 一 1,29y=2,y=z,y 二 42 第 一 卦 限 部 分 
L 

围 成 . 

08) [eos (ety lizdy, DD=[0, x], 

2B 


~ 


(9) | Nyazdy, 畏 由 摆 线 z=a(ti 一 sint), # 二 a(1 一 e093) 《0<8 宝 27) 
2 
和 y=0 力 成 ,a>>0。 
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3， 改 变 下 列 黑 次 积分 的 次 订 : 


GD) Vaz fer, Diy C2) Vas fa, ey 

(3) | cz| ,fc Nay (4) i f(x, 9) dy 
过 reosz 2 AFL 

(5) 1 ao| fs, way (6) fas) fe way 

4。 计算 下 列 平 看 曲 线 围 成 的 面积 : 

(1) xy 一 0 ， z+ {ag>0). 


(2) y=—=2pzr+ pp, y=—297+9 《2 90)， 
放 2 
(3) z=—=~sin (xy), Y= GDX 有 Ti 9= 1. 
5。， 计 壬 下 列 曲 面 围 成 的 体积 : 
(1) zx 十 # 二 2 一 4 和 坐标 平面 . 
《2》z 22 十 | 2 一 1 1 外 一 1 
(3) 2z 一 和 2 十 3 y=, 3 一 1.2 一 个 - 
(4) z=7xy, Y 十 -Hz 一 1, 2 一 
6. 设 限 数 王 还 续 . 证明 
Paz} fz, Way= | ay) fr dz, 0<a<b. 
7- 设 函 数 了 连续 ,证明 
Pp] wh ] ro a 2 
| [orenm= 引 Free 
8 设 顷 数 了 连续 , 证 胃 
[dz] fedy = | as) f(a) de. 
“人 -0 0 


9- 设 国 数 f: [a, bj->R 韭 负 , 记 
4 一 T(z, PEER: TSD OLYySf er)}. 
证 明 集 合 dr 有 泗 积 的 充分 必要 条 件 为 了 可 积 , 这 时 


ot4D=) 


§ 1.6 二 重 积分 换 元 
我 们 知道 , 在 适当 的 条 件 下 ,一 元 尔 数 的 积分 有 换 元 公式 
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| Poe=| PCNFC). (1) 
对 于 二 重 积分 也 有 类似 的 公式 ， 设 有 方程 组 


tp 9), Y=, 9), 《2 EL. (2) 
这 就 定义 了 一 个 映射 
f=(9,$): QB’. (3) 


这 个 映射 把 wz 平面 上 的 集合 旦 上 映 成 x3 平面 上 的 集合 了 (8). 设 
AC 吕 我 们 颇 证 明 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 一 个 二 元 销 数 了 在 集合 
(A) 上 的 积分 也 有 类 似 于 (1) 的 换 元 公式 . 可 以 预想 到 , 了 的 Jacobi 
行列 式 detJ 了 将 取代 (1) 式 中 的 有 .这 是 一 个 极为 重要 的 公式 ， 
但 建立 起 来 很 不 容易 . 

定理 1 设 2C 是 一 开 集 , (3) 中 的 映射 JES ， 如果 工 
C2, 昌 是 一 零 面 积 集 , 则 了 (也 是 零 面积 集 . 

证 明 因为 必须 有 和 界 ， 所以? 有 界 . 用 第 五 章 $ 3. 2 习题 
18(4), 容易 知道 存在 有 界 开 集 .使 

1 Co2bC9IC 吕 . 

干 是 江 与 980 的 距离 5=p(l ，38o 盖 0( 第 五 章 3 3.2 习题 19 
(3)). 

任 给 z 汪 0， 因 为 1 是 零 面 积 集 , 由 $1.4 定理 4 容易 明白 , 可 


及 


以 作 有 限 个 大 小 相等 的 正方 形 区 间 7 ,…*, 1，， 1 一 i 县 
1 


4 


Doll))<e. 
4=1 


设 诸 I 的 边 长 为 24, 于 是 
48G62 <e, 


假定 1 的 直径 都 小 于 5, 于 是 均 在 8, 中， 我 们 有 
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ee apm 


fGDC Fe. (4) 
f=1 


因为 fe 名 中 ,所 以 17 下 在 紧 致 集 85 上 有 界 (第 五 章 $ 3.2 定理 3 
的 推论 ), 设 其 上 界 为 村， 应 用 拟 微 分 平均 值 定理 (第 六 人 意 2.4 定 
理 1 ) 便 得 当 pp; 是 7 的 中 心 , PET; 时 
fp)—f pi SM p— pS 2 Ma. 
这 就 是 说 , (7) 包含 于 一 个 边 长 为 2 3 有 #8， 中 心 在 f(pj) 的 正 
方形 区 闻 之 中 ， 因 此 由 {4) 式 了 (人 ) 包含 于 % 个 正方 形 区 癌 之 中 ， 
它们 的 面积 总 和 为 2.4.2 肛 ?a?<2WY?e, 而 e 是 任意 的 , 所 以 子 (7) 
是 一 零 面 积 集 . 日 
定理 2 设 名 CR* 是 一 开 集 ,映射 (3) 满 足 
1) fE'’”; 
2) Wi PER HB detT f (pA0; 
3) 子 是 一 单 射 ， 
如 果 有 界 集 4 满足 A-C2. 则 3F(A)= 了 (3A)， 
证 明 因为 A 是 一 此 至 集 ， 所 以 f(A ) 是 紧 致 集 〈 第 五 章 
§ 3.2 完 理 3)，、 叉 因 
了 (AICTFCA )， 
所 以 
fA) CFA ), 
因此 
af (A}CFA =A ) UIIA). 
但 由 第 六 章 $ 3.3 定理 2 的 注 , f(A") 是 一 开 集 ,而 
fA ICAA), 


f(A CHA), 


af (A)CF OIA). (5) 

另 一 方面 , 若 pf (3A)， 则 有 fE3A 使 p= 了 f(t) 于 是 存在 
和 A 中 的 点 列 (t,) 和 A* 中 的 点 列 (r;,) 使 

tt, rt. 
由 了 的 连续 性 ， 
f(t) op, 了 (ro) 一 六， 《6) 
但 F(t,)EFCA), (7,)EF(A'), n= 二 1, 2,…; 而 了 是 一 对 一 的 ， 所 
以 (A)CFCA):， 因 此 (6) 式 说 明 pE93f(A)， 即 (3A)C 
3 了 f(A). 定理 得 证 。 上 

定理 3 在 定理 2 的 假设 下 ， 如 果 A-C8, 且 A 有 面积 ， 则 
f(A) 也 有 面积 . 

证 明 因为 A 是 紧 致 集 , 所 以 f(A ) 也 是 紧 致 集 , 所 以 f(A) 
Cf(A-) 有 界 . 另 一 方面 , 由 $1.4 定理 5, 3A 是 零 面积 集 ， 所 以 
由 定理 1 和 定理 2,3f (A) = F(3A) 也 是 零 面积 集 。 再 由 81.4 定 
理 5, 便 知 了 (A) 有 而 积 ， 昌 

引 理 1 设 


Li(w, v) = )re (4, 9)ER?. 
人 


其 中 了 是 二 阶 可 逆 方 阵 ，c 是 一 个 二 维 列 辣 量 ， 则 映射 工 将 区 间 
7CR 映 成 平行 阳 边 形 , 面积 为 
ao(L(D)=|detT |o(7). (7) 
证 明 设 1=[wo, wy]x[vo, v2. 令 


Uo Wi — Ue 0 
to a 3 Wo 二 9 To 二 二 
»o 0 vt 一 20 


中 [> 可 以 表示 为 
I={to tuuotvvo: ORu, VEl} 
(图 56). 于 是 
oIé7 。 


图 56 图 57 
LCD={Itote) +uluo ty 0 0g, v1}, 
《图 57)， 它 的 面积 就 是 向 量 Juo 和 J 了 wo 张 成 的 平行 四 边 形 的 面 
积 , 即 


o(L(D))=!1Tu x Tool. 
设 


刚 
a 一 2o) bi (vO—v0) 


Qa2 (2 一 20) 了 (21 一 20)》 


Jo xx ww 一 


所 以 显 见 (7) 式 成 六 ， ] 
引 理 2 在 定理 2 的 假 没 下 ， 设 了 是 (8B) 上 的 非 负 连续 函 
数 . 和 任 给 ToE9 和 二 0, 则 存在 To 的 邻 域 4, 当 正 方形 闭 区 间 7C 
G 且 voE7 时 有 
ee r<| Fof ldetJf|+eo (1). (8) 


证 明 出 假设 《8) 式 两 端的 被 各 图 数 都 是 连续 的 ， 面 (7) 
是 有 面积 (定理 3 ) 的 紧 致 集 , 所 以 (8) 式 两 端的 积分 都 是 存在 的 . 
设 ros 品 , e 二 0. 取 两 个 数 5 和 ?9 都 很 小 使 
£>0,0<7<|detT f(ro)|, 
“168°* 


FEFoF(ro) 十 叮 |dety f(To0) | (1+é)? 
一 [FoJ(ro 一 中 [jdet7FCToD | 一 们 < 挟 e. 


《9) 
因为 上 式 右 端 当 上 =?=0 时 为 0, 所 以 这 是 可 以 做 到 的 . 
到 To 的 邻 域 GG, 当 TEG), 时 
[detJ f(r)|>|detT f(ro) | 一 97， (10) 
Fof (To0) —7<Fof (Tt) Fof (To0) + (11) 


令 
L(t)=f(70)+Jf To) (TO— To0). 
因为 fs 和 铬 9, 所 以 存在 za 的 邻 域 当 T&EG 时 


f(T) -LD) |S VF De 人 


任 取 正方 形 闭 区 间 FrCC 旦 YEF 设 工 的 边 长 为 5， 任 取 产 
Ef(1). 于 是 有 TE 使 p= 了 f(t). 邻 M=L '(p)、 于 是 
LO)-L(r)=Jf(T0) (AN— 7), 


— |t—Tof. (12) 


所 以 
入 一 z 一 (ro LA) — Lr)]. 
由 (12) 式 便 得 
ATF) LOA)— IL) 
Cs 


OO Fr 一 zol|. 
因为 Y, ToET, 所 以 

Ir—rtol< 21. 
于 是 


IX—r| < 
2 图 5& 


设 1 是 和 了 间 中 心 的 正方 形 闭 区 间 ( 图 58), 边 长 为 (1 十 6)i, 则 由 
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一 


王 式 可 知 XE7， 所 以 pSL(71), 因此 了 (1)CL(I)。.。 再 由 引 理 1 
(7) 式 便 知 
of (TD)EoL(T)) = |detI f (zo) 1o(1) 
=|dety f(t0) (1 +6)o(D). 
由 此 式 和 (11) 式 我 们 有 


| PSLrof CD) +00)) 


[Fof (Tt0) + ldety f(T0) | (1+6)?o(7). 
(13) 
另 一 方面 , 由 (10) 和 (11) 式 , 若 Fo(T0) 一 7 宇 0, 则 


{FofidetT FI> [Fof (ro) —nE def Cro) | —nolD). 


车 Fof(T0) 一 0, 则 上 式 右 端 为 负 , 而 左 端 因 玉 非 负 , 所 以 上 式 
也 成 立 ， 再 由 (13) 式 和 (9) 式 即 知 (8) 式 成 立 ， 虽 

引 理 3 在 定理 2 的 假设 下 ， 设 忆 是 无 弛 ) 上 的 非 负 连 续 疼 
数 ， 则 对 一 切 正方 形 亲 区间 7C 2 有 


| ,7<| Perldety7l (14) 
证 明 ( 反 证 ) 设 有 正方 形 闭 区 间 7C 2 使 (14) 式 不 成 立 ， 令 

| 7 -| FofldetTfl=a, 

fui 1 


则 (@>>0， 将 了 符 分 为 四 个 闭 区 闻 ， 则 四 个 区 间 中 必 有 一 个 ， 记 为 
了 ,使 


| ”| Fof ldetJf| 之 和 . 
了 (7 1 [i 

再 将 了 等 分 为 四 个 六 区 间 , 其 中 又 必 有 一 个 Ti 使 

T 以 

| a Fof ldetJf | 之 J 


这 样 我 们 便 得 闭 区 间 上 序列 7 必 71; 汪 …，。 显 然 diamz7 一 0 因此 它 
*。I70 。 


们 有 队 一 的 公共 点 zo( 第 五 章 8$ 2.2 定理 5)， 于 是 , rog 人. 任 给 
e>>0, 由 引 理 2， 存 在 to 的 邻 域 GC 8 使 (8) 式 成 立 ， 当 % 充 分 大 
时 便 有 I,CG, 于 是 由 (8) 式 得 


eolIn)>| | Fof ldetyfl ><. 
flin) In 4 


但 o (I) = (7), 所 以 得 


eg (71) 守 a>0. 
而 8 是 任意 的 , 这 是 矛盾 . 
定理 5 (二 重 积分 换 元 ) 在 定理 2 的 假设 下 ， 如 果 集 合 A 有 
面积 , 且 A CY,F 是 (8) 上 的 连续 函数 , 则 


| ,=| rofldet fl (15) 
也 就 是 
|F (Ca, yydrdy 


了 
=||F(w 2}, PB 2 Ee Sa 


(16) 
证 明 因为 A 有 界 闭 , 所 以 了 (A ) 紧 玖 ; 而 连续, 所 以 在 
了 (A) 上 连续 有 界 . 又 feE 儿 三 见 (15) 式 右 端 的 被 积 孙 数 也 在 入 
上 连续 有 界 .。 又 A 和 了 (A) 都 是 右面 积 的 集合 (定理 3), 所 以 (15) 
式 两 端的 积分 都 存在 .以 下 分 两 种 情况 米 证 明 ， 
《一 ) 设 F 韭 负 ， 
因为 A ”有 和 界 闭 , 如 定理 1 的 证 明 中 所 指出 ， 我 们 可 以 作出 有 
界 开 集 292, 使 得 
A CWCQiCY. 
记 idetJ fl 在 26 上 的 上 界 为 本 , 了 F 在 f(A) 上 的 上 界 为 N. 
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作 平行 于 坐标 轴 的 两 族 直线 将 BR 分 割 成 大 小 相等 的 正方 形 
闭 区 间 , 其 中 与 A 相 交 者 构成 区 间 族 (图 59) 
区 一 {Li, “Tn}, 


图 59 图 60 
假定 其中 匡 ,…, TwmCA, Tm;.,…，fr 均 同 时 含有 信和 A 中 之 点 . 
假定 |zb 很 小 ， 致 使 1CC 2.(7=1，…，z)， 于 足 我 们 得 到 映 像 
(图 60) 


fC10), 0, f(Tn). 

车 中 (0 (wn) CCFCA)， 折 (1m,1)，-…， 于 (1) 均 同 时 含有 
7(A) 和 了 (A) 中 之 点 (注意 了 为 一 对 一 的 )， 这 样 (A) 被 分 成 
(DC 六) ee, fr NA). 
它们 都 有 面积 (定理 3), 它们 只 在 边界 上 相交 (定理 2 ), 因此 相交 


因为 非 负 , 由 引 理 3 (14) 式 便 得 
S| Ps> | Fofldet7yl. (17) 
1° U7 了 =1" 了) 
舅 一 方面 
-SS mr 本 
| po ci 2 本 


| Fof ldew7 /| 
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Sr FofldetJfi+ >， | Fof ldetJf | 
F371 jia 
二 1 


本 = 供 寺 1 
和 
但 由 引 理 3 又 有 
Es<N 2 | 1<N 3 1， ldetJf| 
j=m+t1* FI 了 =mt+1 


过 二 So 


1=m+] 
TAMN > aoll;). 
?=im+1 


再 由 $1.4 定 理 4 即 知 
lim 之 :一 ， lim 它 3. 三 :0s 


lrl>0 


所 以 
bi = lim 2 | .Fofldersf| = Tim 24， 
因此 在 (17) 式 中 令 |x1 一 0 便 得 
| re) Fazldetyyl 


对 函数 RofldetJ fi 和 映射 ”在 集合 “(f(A))-- A 上 再 应 用 
这 一 不 等 式 , 根据 第 六 党 $3.3(2) 式 义 得 


[Foflderr fl <| ,Fofof "| (de ff 1detIf "| 


全 | 
所 以 对 于 非 负 肯 数 换 元 公式 415) 成 立 . 
(二 ) 如 果 丈 不 是 非 负 的 , 则 
下 一 下 一 天 7， (18) 


其 中 

Fr(p)=max(F(P),0), F*(p)= ~min(F(p), 0). 
因为 下 在 f( 介 ) 上 连续 ， 所 以 了 * 和 FF 在 f(R) 上 也 都 连续 ， 而 
F!* 和 FF" 均 是 非 负 , 由 (一 ) 中 所 证 有 


ee Fr = 人 FrofldetJf1, 


ee p=| Pof ldet7f#l. 
两 式 相 减 , 由 (18) 式 即 知 对 于 卫 换 元 公式 (15) 成 立 ， 趾 
例 1 设 D 是 由 四 支 抛 物 线 
382 一 Bzr, 82 ~ gx, 22 =ay, +* = by 
围 成 的 集合 (图 氏 ), 其 中 0<p<y，0<a<ib. 试 计 算 刀 的 面积 和 


积分 y 
: , ge 
解 在 也 中 引入 两 族 折 物 线 
82 =uz, r=:vy. (19) ge yg 
当 w 从 Pp 变 到 4g，? 从 a 变 到 58 pd 
时 两 族 抛 物 线 交 织 成 集合 D. 由 0 一 2 
《19) 解 得 图 61 


Tu y= uv). 

此 式 定义 了 一 个 从 xz2 平面 到 xy 平面 的 映射 , 这 个 映射 把 姑 平面 
上 的 区 间 A= [zy,9] x Fe， 归 上 映 成 zy 平面 上 的 集合 D.， 它 在 一 个 
包含 人 的 开 集 只 一 {G 念 : 5 这 0} 上 是 一 对 一 的 , 且 属 于 多 
我 们 在 第 六 章 $3.3 例 2 中 已 经 算得 在 吕 上 

9(2,.9) 

可 (ti vo) 
办 此 我 们 可 以 应 用 换 元 公式 人 16)， 在 (16) 中 到 了 = 工 得 
» 174« 


1 
-30. 


人 19(z, y)| lt ge 加 
x(D)= | SE dv= 0 (A) = 7) ba). 


A 


表 令 了 lz, 胃 二 zy 得 
[evew=3|| Cuv) Su0) Sd dy 


五 


A 
= favarev= 坟 | max| om 
a 


1 
= —p)(68:—a). [0 


习 是 
1， 岂 答 下 列 问 题 : 
(1) 换 元 公式 (15) 在 哪些 条 件 下 成 立 ? 
《2) 在 换 元 公式 (15) 员 , 如 果 映 射 了 不 是 单 射 , 则 会 出 现 什 么 现象 ? 
2， 计 算 下 列 副 分 : 


(1) [| (esin (z+ pdrdy, 局 用 顶点 为 C(x,0),， (2n, wx), (zn, 27), 
“Bp 
《0, x) 的 平行 四 边 形 围 成 ， 


{2) em yrdzady, DD 由 网 玉 多 一 27,7 十 y 二 4, 7 十 y 一 12 围 成 . 
> 


(3) 站 4zy4zey, DD 由 朋 线 z= 如 一 一 细 《x 十 失 * 一 x 一 y= 二 间 成 


np 


(4) jf varay. 记 由 曲 浅 xy 一 qa,294 一 6,9:-=cx, y= 二 dx 在 第 一 填 限 内 图 


EE 


成 。 


(5) 有 (2 十 名) dzdy, 了 呈 由 曲线 2 一 站 二 1, 7 一 部 一 2, XY 二 1, 73 一 2 最 成 . 


2 


(6) [lzaxay. D 由 曲线 z 一 一 所 ,了 一 28 一 护 , 了 一 2 一 28 一 护 围 成 ， 
D 


《7) 人 一 六 ezey D 由 曲线 y 一 2， yz 一 4 一 父 一 0， 多 2 十 28 一 & 一 0 围 成 . 
卫 
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vO a 


(8) (fe re drdy, D={(7, y): r++Y2, 7， zy 之 中 


3- 计算 由 下 列 曲线 疼 成 的 而 各 : 
(1) (qr by en) + tar ~—-by cs 2 一 1,albs 一 626: 天 0. 
(2) wz NY Ma, I—0,y™0. 
4， 证 明 
ts -1 
(1) | f(ztndrdy—) fw au. 


lz1+isle1 


i 1 Oo Coe 
(2) [feartoyt edzrdy=—2) 1 —u flu a -hb +o du, a:i-b? 


天 由 
(3) (ft ardy= in2| fidu, D 由 有 是 线 zy 一 1，2Z38 一 2,8 二 7 3 一 47 
A [i 
在 第 一 直 限 内 用 成 , 


5 和 仔细 观 锁 我 们 关于 积分 换 元 问题 的 研究 ， 除 一 个 问题 外 全 部 与 维 数 
无 关 . 因此 谷 知 换 无 公式 0415) 在 召 " 中 也 成 立 , 只 须 解决 什么 问题 ? 


§ 1.7 极 坐 标 换 元 
现在 我 们 要 讨论 一 重 积 分 的 一 个 特殊 换 元 一 一 极 坐 标 换 元 ， 

即 由 方程 

二 rcoag, y= rsing (1) 
定义 的 映射 ， 这 是 我 们 在 解析 儿 何 中 已 经 熟知 的 映射， 它 把 79 
平面 上 的 直线 ?= 和: ww 分 别 映 成 zy 平面 上 的 加 和 射线 ， 我 
们 把 这 个 映射 记 为 P: 

P(r, o) 一 (rcosp rsing), 

它 在 整个 rw 平面 上 有 定义 , 把 整个 rq 平面 映 成 整个 2 平面 ， 但 
存在 如 下 问题 它 一 方面 严重 地 失去 一 对 一 性 ， 例 如 ， 它 把 区 间 
[0, -H ce) x [0, 2z) 和 和 [50, -| 20) x [2x, 47x) 都 映 成 整个 zy 平面 ; 另 
一 方面 它 的 Jacobi 行列 式 
“176* 


detJP(r, 中) 一 Op a ? (2) 
一 ?sinp rcosg 

当 ? 二 0 时 为 0， 因此 ,为 了 满足 8$1.6 定理 2 的 条 件 , 我 们 暂 先 考 
虚 开 区 间 . 
f= (0 +00) x (0,2x)., 
在 此 口上 ,PP 满足 81. 6 定理 2 的 全 部 条 件 。 因 此 ， 如 果 A-Cg， 
到 A 有 面积 ， 则 换 元 公式 8$1.6(15)? 成 立 ， 其 中 Jacobi 行列 式 为 
(2). 

但 又 有 一 个 问题 , 即 P(t) 不 再 是 整个 形 ， 它 是 xy 平面 除去 
原点 和 正 了 轴 , 而 王 (2 ) 二 避 ， 因 此 ,如果 zy 平面 上 的 集合 DD 合 
有 原 态 或 与 正 x 轴 相 交 ( 例 如 了 是 以 原点 为 中 心 的 贺 威 )， 则 况 不 
存在 ACQR 使 P(A)=D; 只 存在 AC4 使 P(A)==D， 欲 计算 D 
上 的 积分 , 能 否 应 用 换 元 公式 &$1.6(15) 呢 ? 下 面 的 定理 作 了 上 党 
的 回答 。 

定理 1 如 果 AC8 有 面积 , 则 P(A) 有 而 积 ; 这 时 ， 如 果 晴 
数 了 在 如 上 连续 , 则 

| Flx, y) dray = || Perees prsing)rdrdgp (3) 


Pia) A 

证 明 因为 PE (RY), 所 以 8§1.6 定 倡 1 成立 若 1Cf 
为 零 面 积 集 , 则 忆 (2) 也 为 零 耐 积 焦 。 但 $1.6 定理 2 不 成 立 。 例 
如 ,号 把 区 间 Zo 二 上 0, ?0o] £0,2x] 映 成 以 原点 为 中 心 , 以 ro 为 半径 
的 网 盘 Bo, 但 Zo 的 边界 二 0,89 一 2x 和 7 一 0 映 到 了 Bo 的 内 部 . 
然而 , 观察 $1.6(5) 式 ， 它 的 成 立 无 须 了 是 单 射 ， 只 须 detJ 了 在 
A CC 号 上 处 处 不 为 零 , 所 以 

aP (A)CP (9A) 
是 成 并 的 因此 了 51.6 定理 3 也 成 立 : 阁 ACQ 有 面积 , 则 P(A) 
也 有 面积 . 
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考虑 4 中 的 区 间 ( 图 62) 
Tie,+co)x[e,2r 一 ?中 ]， 


其 中 0<e<2x， 则 PC) 为 图 63 中 非 阴 影 部 份 。 因 为 (An 站 7) 


IN 


图 62 图 63 


己 Q( 图 64)， 所 以 $1.6 换 元 公式 (15) 在 A 门 7. 上 成 立 ， 即 (3) 式 
在 ANMNI, 上 成 立 : 
| 天 一 |jreeesw rsing)rdrdg. {4) 


POs) 1, 


|r=| + z， 


Pisy Piafis) 了 15 


||rere osP, +3ing)rarady 


2 


||+ [jacreos gp, rsin p)raradg 
arre AT 

但 在 P(A) 土 有 界 CPC(A)” 是 紧 致 集 )，A 中 的 横 举 标 > 也 有 界 
《人 有 界 ), 所 以 易 见 湖 es 一 0 时 下 列 式 子 成 立 (图 65): 


| a <Mo(P(ANT:)) >0, 
Pca i?) 
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图 65 


| 人 | F(reosg, rsing)rdrdy| < MRo(ANT)—>0. 
SN41c 
因此 ,在 (4) 式 中 令 e 一 0 即 得 (3) 式 . 0 ， 
例 1 计算 积分 
A=[[e-ermardy. 


TL+Y Eb2 
F180 


解 ”用 极 坐 标 换 元 (1). 由 9 
图 66 易 见 (1) 把 ro 平面 上 的 区 
间 [0,RE] x [0, 必 -] 映 成 题 中 的 积分 域 。 由 (3) 式 ， 


BR 
A =|| e "rdrdg = 上: dp | er 


例 2 计算 积分 
4 =|| (49) drdy. 


0<Ta 
DF 


解 ” 用 极 坐 标 换 元 ， 将 积分 域 如 图 67 分 成 D! 和 Ds 两 个 集 


e179 


亚 
4 
7- 一 4 
cosPp 
4 
0 下 0 
图 67 58 


合 。 易 见 D: 上 的 积分 与 D, 上 的 相等 ， 在 D 上 ，0<w 所 于 .又 直 


线 z = a 的 极 坐 标 方程 是 7 二 4a/cospg， 因 此 Di 的 对 应 集合 A 如 


图 68， 由 (3) 式 ， 
A =2|| (ety) drdy=2{ [rardy 


a 
=2|iap| pdr 
0 0 

-20 [i ep 

3 」ceoss0 

2a3 / sing 1 各 lk 
一 一 一 -—lntg( 一 汪汪 )})4 

3 oong | on 0 


37 A 3 
= 号 (V3 十 Intg- 一 。 


例 3 球体 空 十 妇 + zasse2 被 柱 面 z? 十 六 二 az 所 截 ， 米 截 下 


的 体积 . 
解 ”图 69 中 是 截 下 的 第 -象限 部 份 , 这 是 以 z = 
/本 一 王 一 拉 为 项 盖 , 以 半圆 九 ( 图 70) 为 底 的 柱 体 ， 由 对 称 性 , 所 
求 体积 为 
y= 4 | Vddy. 


卫 


用 极 坐 标 换 元 来 计算 ， 由 图 70 可见 
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dccsep 


V=4 上 dv | VR rdr 
习 


0 


4a 喜 ___  ， 3 
-4-|ia sin’ Yap 


上 
| 
> 

Sl 
| 
| 

S 

把 
CJ 


其 中 DD 一 和 (x,): 所 +<11. 
解 ” 先 作 换 元 
a 
于 是 由 31, 6(16) 所 求 积分 为 


有 a b| | Vt duadv. 
?十 各 2 寺 


再 作 极 坐标 换 元 即 得 


了 1 
并 =ab| 2 | rdr Sab Lt, 


2 
D 


图 70 
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注 ”利用 例 1 可 以 计算 一 个 非常 重要 的 广义 积分 , 常 称 “ 概 率 
积分 ”: 
T= > = ZX2 
| ed, (5) 
因为 
了 一 im(| eaz ) 
= lim | | “e-ndy 
|| ae pt 
由 图 71 可 知 


i 二 <||。 0 
J ya 


2+ 2 2 A2 
X20.820 


m2 
五 之 


于 是 由 例 1 使 得 


TT 
a 


所 以 


如 得 


J ey 所 (1—e-24). 


F 
a 4, 4) 
2 0 四 


1 回答 下 列 癌 题 : 
(1) 对 极 上 坐标 换 元 为 什么 不 能 直接 应 用 换 元 公式 $1.6(15)? 


了 82 。 


《2) 极 坐 标 换 元 公式 (3) 在 哪些 条 件 下 成 立 ? 


2， 试 对 积分 ||ftz. 3)dzdy 作家 坐标 换 元 , 设 
D 

(1) D={(x, 8): oar+y by, 

(2) Dt{(5, 的 :zx 十 所 二 ai, 其 中 >0. 

(3) D={(%, 8): z+yEl zy0}. 


2 
(4) D={(2,9): |zriea, yo), 


{5) 吕 由 曲线 (x? 十 83) 7 二 a:(z: 一 y?) 《Zz 之 0) 围 成. 
3. 计算 下 列 二 重 积分 : 
{1) 四 sinsw rx? -ry drdy. 
下 3 号 了 工 ] + 下 3 荆 人 1 
(|| ME- yddy. 
Eb .4 


(3) 中 are (gdrdy. 


工 ?~ ym 
CA 


(4) 人 VI? ydzrdy. 
Cb 
多 


i J 全 二 
(5) |IV+pdd D7 DD: it 2 3 之 0 
已 


4， 试 用 广义 积分 (5) 计 算 积分 


ee :dray. 
Pp] 


5， 计 算 下 列 邮 线 二 成 的 面积 : 


0 


《2) (x2 Yt Dg (ry) x ya2. 图 72 
6， 没 洁 数 [a, BJ->R 连续 , Tr, 是 极 坐 标 ， 证 明 遍 形 (图 72) 
Ds={(7,p): Oref(p), op 人 Ep 


面积 为 
1 [ff ps 
o (Ds) 去 二 | 过 (yp) ap. 
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7. 计算 人 下 列 曲面 围 成 的 体积 : 
(1) 22— xy, ry -a. 


(2) 2—=r:--y. 2—w 1y, 


(3) 三 十 入 十 之 =], 2 一 0. 


第 2 节 三 重 积 分 

§2.1 化 累 次 积分 

在 第 一 节 中 我 们 已 经 详细 地 讨论 了 二 重 积分 的 基本 内 容 ， 并 
且 指 出 ， 多 元 扼 数 的 重 积分 在 概念 和 理论 上 都 与 二 重 积 分 一 样 . 
因此 本 节 着 重 讨论 -: 重 积分 的 计算 方法 ， 最 后 再 简单 地 举 两 个 
重 积 分 的 计算 实例 . 

三 重 积 分 有 - -个 具体 的 物理 背景 ， 设 在 Rs 中 有 一 个 具 有 质 
量 的 立体 斑 , 兰 虑 下 中 的 小 块 立 休 妃 ,其 上 的 质量 记 为 m(ZD， 它 
的 体积 记 为 (5)， 则 加 站 》 就 是 乙 中 的 平均 质量 . 如 果 当 如 收缩 


为 一 点 了 时 有 有 限 的 极限 
mR) 
siage mon (0) 
财 pC(p》 就 叫做 了 上 的 质量 分 布 在 户 点 的 “密度 ”"， 如 果 玉 中 每 
一 点 都 有 窗 度 ， 赠 永 得 一 定义 在 VV 上 的 函数 p 这 个 密度 函数 pp 
便 刻画 了 VV 上 的 眶 其 分 布 状态 。 我 们 的 问题 是 ,已 知 密度 函数 pp， 
如 何 计算 质 野 mx(), 椒 音 而 哈 ， ,这 可 以 应 用 定 积分 的 “化 履 为 零 ” 
的 求 和 方法 , 则 mr.( 四 是 无 限 细 分 的 极限 : 
mr) = lim2Sp(p)v{U,)., 


此 即 是 P 在 了 上 的 "体积 分 "或 三重 积 分 ”和 二 重 积分 一 样 ， 这 
个 积分 一 般 表 示 为 
» 184» 


ptp), 


| = pdo=|||pls, #2) drdydz, 


下 面 我 们 先 对 二 重 积分 简 电 地 概述 一 下 81, 1 至 纺 ,4 中 的 内 

容 ， 全 中 的 财 区 妆 头 是 
T=[a, Di]x[as 02] * Cos, bsl 

={(x,Y, 2, EB: otEh, gyb,, a 人 sbs}. 

它 的 “体积 “定义 为 
v1)= (Bb.— qa1) (bs— 02) (63— a9). 

国 数 了 在 了 上 可 积 和 积分 的 定义 与 二 重 积分 相同 (81.1 定义 1). 
若 了 在 了 上 工 可 积 , 则 了 在 二 上 有 田 . 

代 将 零 面积 集 的 是 零 体积 集 ， 零 体积 集 的 定义 与 零 面 积 集 相 
间 (§1. 1 定义 2)， 若 下 CR? 是 一 紧 致 集 , 廊 ”五 一 五 连续 , 则 集合 
f 是 一 零 体 积 集 . 车 是 定义 在 山 紧 致 集 上 的 光滑 参数 曲面 , 则 们 
也 是 一 零 体积 集 ， 此 了 : 7 一 忆 有 界 , 其 间断 点 集 是 零 体 积 集 , 则 
f 可 积 . 

如 果 VCR* 是 一 有 界 集 , f; VR， 则 积分 


| 7 
的 定义 与 8 4 定义 1 相同 .同样 定义 玉 的 体积 为 
oy)=| 下 


$1.4 中 的 全 部 内 容 在 此 都 成 立 . 

现在 我 们 再 讲 三 重 积 分 化 累 次 积分 ， 区 间 工 化 尝 次 积分 和 二 
重 积分 相同 : 设 函 数 了 在 朵 区间 了 = 六 xz7xzm 上 可 积 ， 如 果 对 
于 每 一 个 (rx, ET x 了 ,图 数 f(x,y,) 在 区 间 总 上 可 积 , 则 


本 ji fy, za (1) 


如 果 对 于 每 一 个 zE1s, 国 数 大 2) 在 区 间 Zi x7 上 可 积 , 则 
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| 二 | ds | f(x,y, 2) dray. (2) 


有 界 集 上 化 累 次 积分 实质 上 也 和 二 重 积 分 相同 ， 这 就 是 下 面 
的 定理 . 

定理 1 设 VCR? 有 体积 (了 为 有 界 ,>(3F) 一 0)， f: V>B 
连续 有 界 . 

1” 设 了 在 zy 平面 上 的 垂直 投影 为 妨 ( 图 73)， 且 当 (z, 站 E 
也 时 截 Vs.s 是 区 问 (可 以 退化 为 一 点 ), 则 


(1=)laray|, fz, ga)a. (3) 


图 ?3 图 74 
2” 设 VF 在 z 轴 上 的 垂直 投影 为 区 间 v (图 74), 且 当 zEJ 时 
截 玉 ;有 面积 , 则 
[让 | da |f C2, y, 2) drdy. (4) 
证 明 ”由 所 设 ， 了 在 了 上 可 各 (81. 4 定理 1)、 作 用 区 向 工 -= 
Tx Ix 1OV, 其 中 1i, 1s, Ts 都 是 一 维 闭 区 沁 . 令 
_ If(P), ppEV, 
fr(p) -hi per 
* 186*= 


则 由 $1, 4 定义 1， 


1.f=| 7. 
1” 当 (z, 四 ED 时 ， 函数 f(x,y,*) 在 V,,s 上 连续 有 界 ， 所 
以 可 积 ， 由 81.4 定义 1， 
| fr =|, f(x, 9, 2)a2. 


TI:9 


当 (z, 四 ED 时 ,fr(z,y,:) 二 0, 所 以 
| 万 (zy 2)d%=0. 


再 由 (1) 式 和 8§1.4 定义 1 便 得 


{f= f= fay| ,fre, 9, 0) 


=||aay| fee,y, 2)dz. 
“Dp Vy 
2"。 CJ 时 ,CIxT,0(07,)=0, 又 函数 fC:,, 2) 在， 
下 连续 有 界 , 由 氏 . 4 定理 1 ,f(z) 在 ;上 可 积 ; 且 由 因 .4 定 
Nels 
[fe, 2) dray= |)f Cs, 9, 4) ray. 
I: X12 F 
当 zEJ 时 ,fr《'，*…,z) =0, 所 以 
MAG y, 2) ddy =0. 


i XE 


再 由 (2) 式 和 $1.4 定 义 1 使 得 
上 | .=| NfrC, 2) dedy 
Y I J 。 


{, x 


C3 


Ee y, 2)drdy. 
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例 1 计算 积分 


4 


v 


其 中 FF 二 {(7,9,2): 二 十 zz<1l 2,9, Zz 之 0} (图 75)， 


图 ?75 
解 ” 如 图 75, 在 xy 平面 上 的 投影 为 三 角形 区 域 
D={(z,8): z+y<l, zy>0}. 
妆 (z， ED 时 下 .yy 一 {z: 0 委 2 捷 1 一 2 一 8 用 (3) 式 计算 ， 


1 一 人 一 dz 
A=[|aa CE 
和 外 y|， (二 7 十 7 十 2 


名 


1 1 1 
| 下 4 am 


1 -加 1 1 
i 二 [ee -+ ls 


mm 


| |z dzdydz, 


[4 


心 
| 


= 3S8。 


其 中 了 是 由 多面 Bz (2 的 ) 和 平面 z = 故 围 成 的 集合 (图 
76)， 
解 ” 用 两 种 方法 计算 . 
J] 在 弛 下面 上 的 投影 为 加 域 
D Cr, 9): rR)}. 


当 (x, DEDH 


由 (3) 式 


] nora ph 汪汪 于 人。 FE 
人 过， dap | 了 dr 


四 于 x Rh 


图 77 


不 z 轴 上 的 眉 影 为 LO,], 党 210, 有 时 
-用 2 
。 2_L 21 
人 区 xry AR 


ea 


l 
由 (4) 式 
。189 。 


xR: 


| sds 
”J 


4=| | 
= 了 Rh 
例 3 计算 由 两 个 球 面 空地 十 要 一 瑚 和 于 十 好 十 (2 一 司 ) 

二 及 相交 成 的 体积 (图 77). 
解 ” 记 二 球面 相交 成 的 立体 为 了 ， 昂 知 二 球面 的 交 线 位 寺 平 
z= 3 上 ， 它 等 分 立体 站。 所 以 我 们 只 要 计算 第 一 个 球面 在 平面 


2 
V,={(x,9); 2 二 六 和 一 2 }， 

故 由 (4) 式 所 求 体 积 为 
o(7)=| [Jardyaz=2l az| |dzay 


~ HR/2 


== 人 上方 的 球 冠 体积 ， 因 为 当 # EE 地 


习 题 
1， 三 重 积 分 化 票 次 积分 站 哪 蝴 种 方法 ? 
2， 计 算 下 列 积分 : 
(1) J evaardyds, 为 球 代 六 十 如 十 如 二 1 在 第 一 卦 限 部 份 ， 


(2) Mets nay VV 由 x 十 织 一 24 利 2 二 2 围 成 ， 
(3) Hjzdzdydsyy 由 z? 二 六 一 1 和 # 十 六 一 2? 在 第 一 寺 限 国 成 ， 
[a i 
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(4) Hsesayas, 由 2 一 xzy.2 一 0,7 一 一 1,* 一 1.# 二 2,# 一 3 转 成 . 


下 
(5) | zszzadzlydz， 让 由 zs 一 x+y,Y 二 x, 一 1, 2 一 0 图 成 . 
“vp: 


3、 计 算 下 列 曲 击 围 成 的 体积 : 

(1) 二 x2 十 革 ， 22=z1 人 

(2) = 一 2 一 22 一 所，2 一 AAA22 十 3 

(3) 2 一 0232 3 一 2(72 十 9， I=, YY, 

《4) zx? 22=a?, I7! + ly|=a. 

4， 设 隔 数 [a, 站 -> 显 连 续 、 将 曲线 8 一 帮 xz) (oz 人 本 绪 3 轴 旋转 
一 周 赎 成 … 旋 转 体 六 证 期 Fi 的 体积 ， 

eV 一 了 | fn)dz. 

现 将 半径 为 了 的 圆 绕 -- 轴 许 转 : - 辣 得 一 环 而 , 试 计算 环 面 遍 围 成 的 体积 ， 这 
圆心 全 旋转 纳 的 距离 b 半 a. 


5 记 开 二 [0, tj, 今 
pety Nf zyaydzdyds, t>>0. 
轩 
基 由 子 在 连续 导 图 数 、 证 由 
rt) 了 Fit) 1 ET ‘xyardrdyds). 
6。， 设 负数 了 过 绕 , 玉昌 
rn Te -Bb 
| ar| ay| fx.y.2)ds=| azl ay| fr, y, 2}dr. 
-a | | -a 9 中 二 有 
7。 设 寺 数 了 连 线 , 证 上 
-a a ay “0 得 
Vazl ayl fonf nf ads = | f (mde | 
~0 a -Lo 
8。 设 负数 了 了 连续, 证 旬 
| 2z| az| 1(z)as = 二) (a—2)?*f (2)dz. 
~0 名 :本 “0 2 v 
. 9， 设 卫 是 定义 在 凸 紧 致 集 上 的 光滑 参数 曲面 ,证 明王 是 一 稚 体 积 党 . 
9J 


$2.2 三 重 积分 换 元 
$1.6 中 的 换 郊 公式 (15) 或 (16)， 其 证 明 方 法 与 空间 的 维 数 是 
完全 无 关 的 . 因此 它 在 一切 欧 氏 空间 BR" 中 都 成 立 ， 当 然 对 于 二 重 
积分 也 成 立 ， 现 在 我 们 仪 给 出 三重 积分 换 元 公式 的 叙述 ， 设 有 换 
元 
区 -六 (0 (0 
(Uv, WE {1) 


f= (wm, pb.xX): QAR. (2) 
定理 1 设 2CR? 是 一 于 集 , 映 和 揣 (2) 满 足 
1) fH 
2) detJf (un, Ww 0 (ut, W) END; 
3) 于是 一 站 庙 . 
如 果 A CG2, 人 有 体积 . 则 了 人) 也 有 体积 ; 这 时 如 果 了 :了 (0) 一 
吾 和 连续 , 则 


(Fey zardyds 


f'ay 
一 EAC vw), Bu, ,0), YX CH, ,WW)) 
IdetJy f (a, 0, w) |dudvdw, (3) 
相应 于 极 坐 标 换 元 .在 RI 中 有 球 坐 标 折 元 : 
Xrsinfdaeosg,y: rsinfsing, 2= rco0s0. (4) 


我 们 知道 . 固定 7 时 这 是 球面 参数 方程 (第 五 章 $1.2 例 2)， 其 中 
7,9,g 的 几何 意义 如 图 78 所 示 ， 我 们 把 (4) 式 定义 的 映射 记 为 S: 

S(r.0, 9)=(rsinfdeosg, rsindsing, rcos0). (5) 
它 实 际 上 在 整个 有 R? 中 有 定 又 ， 国 定 了 六 0， 得 到 ”bp 空间 中 的 一 
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记 78 
张 平行 于 坐标 平面 Og 的 平面 , S$S 把 这 一 上 虹 平 面 映 成 xyz 空间 中 
以 原点 为 中 心 , 以? 为 半径 的 球面 ， 同 样 , 固定 q 也 得 坐标 平面 的 
平行 平面 ,S 把 它 映 成 以 z 轴 为 边界 的 半 张 平面 , 它 与 x 轴 的 类 集 
为 Pp. 固定 6 也 得 一 张 坐标 平面 的 平行 平面 ,S 把 它 映 成 以 z 辖 为 
中 心机 的 锥 而 ， 母 线 与 3 轴 的 夹 衣 为 8， 以 上 三 张 曲面 的 信 上 训 了 了 
就 是 点 (7, 8,) 的 像 :， 了 二 S(tr,p,9)， 我 们 把 (7,9,g) 吕 做 斥 
的 “ 球 坐 标 ?. 如 同 极 爷 慰 换 元 PP 一样 ，S 也 严 重地 不 一 对 一 ， 花 
把 整个 向 标 平面 7 =0 映 成 原点 ， 把 区 间 [0, 二 0c) x [50, 了 xxL0， 
27) 和 [0, = eco) x[0,xj]xi2x,47) 部 映 成 整个 空间 此， 同时, 它 
的 Jacobi 行列 式 
sinOcosg sinesinmp cosb 
detJS(r,0, 8)-- |rcosdcosgp rcosfsinm 一 nsing 
-Yasingsin 中 ysinbcos 0 

r2sing (6) 
站 7 :0 或 9=0， 时 为 零 ， 右 鉴于 此 ， 我 们 也 和 模 坐 标 换 元 … 
样 , 考虑 开光 旧 | 

QO=00, 一 oo) x 0, xr) x (0,27). 
则 今 (02) 是 BI 除去 于 张 坐标 平面 Ozr(z 之 0)， 但 也 和 极 坐 标 换 
元 的 道理 一 样 , 在 28” 上 换 元 公式 (3) 也 是 成 立 的 , 即 
» 193 . 


a 


定理 2 ”如果 AACQ 有 体积 , 则 SCA) 也 有 体积 ; 这 时 如 果 范 
数 下 在 BR? 上 连续 ,如 
zc y, 2)dradydz 
SN) 
=|| Frsingeosy, rsinfsinm, recosO) rsinddrdgdp, (7) 


例 1 证 算 积 分 
4 == 人 ee 2 )dradydz, 
2 
其 中 六 为 球面 2 一 六 十 z? 二 和 锥 而 Vw 十 六 一 2 围 成 的 集合 (图 
79)., : 
解 ” 肌 了 球 坐标 换 天 ,由 周 79 可 以 看 到 ,了 的 原 象 为 区 间 


A: 0, QF) Or, 0EPE2nA, O00 


出 (7) 式 ， 
4 ringaragay 


a 


"FR 7 -2s 
二 | rar | sinday| ap 
[9 -0 


-0 


Pe 
a 
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= 2)R. 
例 2 计算 积分 


各 二 | | sazayaz, 


其 中 下 是 球面 十 玉 十 2 二 29z 和 于 十 所 十 好 一 az 图 成 的 集合 (图 
80)， 
解 ” 用 球 坐 标 换 元 . 球面 十 六 十 2 二 24z 在 rb8 空间 中 的 原 


像 是 了 =2aeosf(0<0 去 于) 球面 空 十 铸 十 守 =az 的 原 像 是 二 
acos0(0E0< 3 ). 因此 下 触 原 像 为 


尖 Cr， 日 pp) GecosbsTs 24cos， 


o<y<2r, 0<g< 王 | 


由 (7) 式 ， 


过 一 [sosgsinbdrabae 


地 


1 20cosp 2 

一 | :cosgsin 020[ rsar| 9 
= "Ecosd 
15 uf"? 


到 | cossgsingdb 
0 


~ 了 7 
例 3 计算 椭 球 体积 . 
解 ” 椭 球 方程 为 
ri yy? 去 
a” tp 十 2 1, 
作 换 元 
ee 195 


ES nr i | 


% 多 
各 一 一 ， EE 也 二 一 
如 


b?” £ 
它 把 椭 球 峡 成 单位 球 ， 其 Jacobi 行列 式 为 


Q(z, Y, 2) 
au 2 WwW) ge 
因此 由 (3) 式 , 椭 球 体积 为 
人 dr dy dz 
i -1 
a ba ce 


一 wbel|| dudvdw . 


如 边 的 积分 是 单位 球体 积 , 作 球 坐标 换 堪 可 得 
duadvaw 


二 2 二 


1 "ox 
-| 7.2 er| sin oa0| dp 
"0 0 0 


4 
-二 -i 和 


3 
放 椭 球体 积 为 了 4abcx， 若 4--5 一 c= 也 , 即 得 球体 积 仓 8R*。 
习 是 
1。 计 算 下 列 积 分 


(1) 让 /re | vy [oidardyde,. 


本 1 上 外/ SS 和 


(2) | le ydrdyda. Vs, y, 2) rer y oR 0}, 


(3) UN 一 站 一 和 drdyds, V 为 万 : 手 + 所 一 1 的 内 部 ， 
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(414) | (sdadyas, 让 一 gy:, 2 二 by?. jg 二 Cz 2 一 Pw 和 zz 一 训 国 上 成， 其 
Vv . 


hah Da jn ye0, 
2， 让 算 下 列 申 而 国 成 的 体积 : 
C7) 77 92 by 中 a, 0. 
(2) a bs iT oT 7 hy dax | byd Cs = hg, ds | bay | C33 —=+hs, 
ul bl ec | 


ao Be cy | 0. 


“人 ba Cs 
人 


{ 1) 和 -2 


5 久 
lp ee) 


$ 2.3 重 积分 物理 应 用 举例 
我 们 看 到 , 重 积分 与 :元 因数 积 a :相同 的 , 例如 三 重 
积分 研 将 总 体 广 分 成 小 梁 AF，…,AV,, 伍 在 每 一 个 AV， 中 任职 
一 | pi. 作 和 有 1 
Sf po{AV,). 
再 无 限 弓 分 就 是 积分 
Sh | ya 


因此 我 们 可 以 采用 第 :: 瘟 8 2.6 中 约定 的 < 微 元 求 和 < 的 语言 , 以 来 
进 -- 步 简化 ， 这 就 是 在 上 上 中 任意 一 点 户 从 取 一 小 块 ， es 
av, 持 将 " 币 元 "fCP)qdv 储 V 二 “ 相 加 “ 基 是 积分 

| ye. 


例 1 设 有 闻 径 为 吾 的 贺 盘 , 其 密度 六 数 P 为 Pbp) 三 Ga7, 7 为 

十 点 到 圆心 的 距 讽 ,ea 为 常数 .计算 圆 盘 的 质量 . 
解 ” 在 担 上 任意 一 点 了 处 吧 一 小 块 , 面积 为 cc， 这 一 小 块 的 
» 197+* 


1 de op 


nC(pP)dog — ardo. 
和 如 便 得 网 盘 的 质量 为 
和 2 Rn 
1 一 ardo =a| za rdr 
廊 3 十 六 2 总 2 8 


一 卫 xaRz. 曲 


例 2 一 半圆 形 的 水 深 , 求 水 满 时 水 疗 承 受 的 正 力 ， 
解 ”如 图 81, 设 水 曾 的 中 径 为 旦 ( 米 )， 因 为 一 点 加 处 的 水 不“ 
下 强 为 该 点 的 深度 y ( 吨 / 洲 :)， 所 以 在 而 积 do( 米 2 上 的 压力 为 
8ydc( 吨 )。 相 期 即 得 益 压 力 


| | yado 


ee 


性 


4 
“ar| sinpadg 
-0 


= 所 ). 0 


图 81 

例 3 第 二 章 32.6 例 4. 设 有 猎 满 水 的 半径 为 RR ( 米 ) 的 网 
柱 水 桶 ,高 为 吾 ( 米 ), 试 计算 抽 完 杭 中 水 所 需 之 功 . 

解 ” 如 图 82， 抽 则 体积 Lv( 米 )， 深 为 z《 米 ) 的 小 块 水 所 作 
之 功 为 zd2( 吨 米 ), 相 加 便 得 总 共 所 种 之 功 为 


中 | 


Sh | 


8 
S142°..53 


ee x ( 阳 米 ). 0 
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图 82 图 83 

例 4 设 有 半径 为 吾 的 球体 ， 帘 度 o 为 常数 ， 试 求 出 其 引力 
场 . 

解 ” 为 求 引 力 场 , 任 到 -一 点 p, 我 们 要 计算 点 的 引力 .也 就 
是 费 计 算 p 点 单位 质量 所 受到 的 3| 力 ， 设 点 与 球 心 相 距 为 7 
不 妨 设 球 心 在 原点 ,了 点 在 z 轴 上 (图 83), 即 点 的 坐 剑 为 (0, 0， 
i)， 在 球 中 任意 一 点 (x, 纪 2) 处 到 一 小 块 体积 2v, 则 这 一 小 块 对 Pp 
点 的 引力 大 小 为 


Dav 
ri 


引力 的 方向 指向 点 (xz,y, #)， 它 在 z 征 上 的 分 量 为 


_ pidveosh 0 (z— li)pdyv Me 
2 二 (2) [2 一) 


因此 , 训 点 的 引力 在 : 轴 上 的 分 此 为 


FP. -= 中 | 7 


TE ya 


3 [arf pri(reosg—{)singad 
jj (pr2 十 王 一 27Pcos 日 )3 
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4 
-2zp | rm{r)dr, 
Lt 


其 中 


人 (reosg 一 DJsinbdfg 
PS | — 1* -2lrcost)? 


] 
作 换 大 一 Cr 二 让--27reos9) “可 得 


要 1 六 了 十 了 “rp* 3 5 
plr) | (— 1 


因此 ， 尖 [RI 


xpi a, 4xrpR’ 
FF 7 a Rs 

当 ? 去 及 时 
Fs pe| TU 


由 球 的 对 称 性 和 均匀 性 (或 通过 直接 计算 ) 可 知 ， 户 点 引力 存 z 轴 
和 轴 方 向 的 分 力 一， 一 0， 综 合 以 上 的 结 打 , 我 们 可 以 得 出 下 
面 的 结论 : 

1， 每 -点 的 引力 指向 球 心 . 

2， 球 外 一 点 的 引力 等 于 款 心 放置 -个 质量 为 3rB?p (这 是 


球体 的 质量 ) 的 质点 对 该 点 所 产生 的 引力 , 划 犹 如 款 的 质量 集中 在 
球 心 上 一 样 . 

3， 咸 内 一 点 也 的 引力 等 于 半径 为 Z(3 点 到 球 心 的 是 离 ) 的 球 
体 对 PP 点 的 引力 ,P 点 以 外 的 球 壳 对 疡 点 不 产生 引力 ， 
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最 后 我 们 再 讨论 一 个 问题 一 一 重心 .我 们 知道 ，a 个 质 量 分 
别 为 M1 Mn, 位 置 为 Pp: Pr 的 质点 ， 其 重心 位 置 为 


五 = 一 今季， (1) 


式 中 1 一 之 ,mi 即 重心 位 置 是 各 质点 位 置 关 于 质量 的 平均 .由 


此 我 们 可 以 得 到 物体 重心 的 计算 方法 ， 苍 虑 一 个 密度 为 P 的 物 
体 , 占据 空间 立体 FF， 在 下 中 思 点 处 取 一 小 块 积 体 av, 它 的 质量 便 
是 plp)dw, 于 是 按照 (1) 式 , 物体 的 重心 位 置 应 是 


人 二 3 这 | pop) do, (2) 
其 中 凡是 物体 的 总 质量 ， 册 
y=|,p 
设 互 一 (王爷 3 则 (2) 胡 全 
5 | jetz, y, dV, 9 人 Nec, i 
r > 


z= 喜 | | jzoc ¥, 2 Co 


例 5 设 有 半径 为 4 的 球体 , 球 心 位 置 为 (0, 0, a), 密度 函数 P: 
BLD 


其 中 为 常数 ,7 一 pl。 试 计算 重心 位 置 . 
解 ”由 对 称 性 可 知 重 心 忆 在 2 铀 上 , 设 P=(0,0,z)， 由 (2) 
式 ， 


和 人 站 « 


因为 


科 
aacnsy 


m=k|| d=£| ar | snezo|， dr 
1 六 
V 


贡 


[到 
一 Ak7ra sindcos ad0 — okxa, 


由 4 | dgp 「 singeosgag| "rdr 
0 


世 


一 4Krez| cos ssingd0 一 下 re 
所 以 


习 题 

1。 将 一 空心 球体 压 入 水中. 试 计算 所 作 之 功 . 

2。， 汶 径 为 五 的 均匀 团 盘 其 密 座 为 &， 在 加 心 重 线 上 有 一 密 凑 为 p 的 
均 筷 细 棒 . 棱 长 为 Y， 上 其 近 车 入 的 一 器 与 交心 相 虹 为 a， 求 赔 竹 对 细 杭 的 引 
力 . 

3. -加 锥 与 六 奈 相 接 构 成 密度 为 P 的 卖 匀 球 锥 , 奈 于 径 为 RE, 网 铁 质 角 
为 22， 试 计算 球 欠 对 车 硕 点 的 引力 . 

4 六 和 众 为 & 的 加 副 ， 其 各 点 的 密度 等 干 诬 点 到 图 心 的 距离 ， 今 内 接 于 
同 周 挖 去 半径 为 af2 的 小 辐 我 . 试 求 焉 心 仅 标 . 

5。 半径 汶 a 的 均 人 入 图 柱 休 下 接 -半径 为 & 的 均匀 半球 , 圆柱 密度 为 4， 
半球 密度 为 上 。 为 使 重心 拾 好 在 球 心 上 . 柱 高 为 何 ? 

5. 证明 | 咽 形 物体 的 和 军心 在 其 体内 ， 

提示 : 如 在 体外 , 过 重心 可 作 一 平面 与 物体 不 相交 ， 这 里 我 们 自然 假定 
物体 三 连续 的 密度 函数 


$52.4 1 维 体积 二 例 


以 上 关 十 二 重 和 三 重 积分 的 概念 ,理论 和 方法 都 同样 适用 于 4 
“202， 


重 积分 ， 我 们 举 两 个 计算 x 维 体积 的 例子 ， 
例 1 设 VCR" 是 由 坐标 平面 和 超 平面 


十 十 ww 二 如 (o>0) 


国 成 的 集合 , 即 


FF; 一 { (wi, my :La i .， “oy Zr 0， x et Tn 0}, 


试 计算 人 的 体积 vv, ), 
解 ” 按 定义 (31.4 定 义 2)， 
2 一 | Cr 


LA ZT1+''"'~ Th 人 a 
六 + 


作 换 元 
tau, Tn dun, 
则 Jacobi 行列 式 为 


(Th, Cn) 
DC Un) 


所 以 


ye Ee a |e du = a"6. 


0 i 
i 


再 用 化 昧 次 各 分 的 方法 计算 积分 Ge: 
6 = |… | | au | 证 


41- "un: 1 
4 久 1 


应 《1 并， 


二 jaw, un 1) "6, 1, 


tu | Vn 
WO nC 


所 以 


~] 
Ga =6n.! | Qu) du et 
| 


这 是 关于 6 的 一 个 递 推 式 ， 因 为 


bd 


(1) 
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所 以 


(oo = n=1,2,.…, 


例 2 计算 4 维 球 的 体积 
解 ?2 维 球面 方程 是 
2 -= RB", 
ER 是 半径 记 半 徐 为 的 # 维 球 为 B%, 则 
| (BEL) =2R, (BI)=AR, 
设 
四 一 Cn 有 
其 中 ax 足 与 召 无 关 的 常数 ， 则 


所 


2 p22 
下 二 汪汪 光一 和 二 全 


六 四 
2 四 加 
= (R — Xn) drnsl 
= 


2an| CR:—z% ) dran 


于 
豆 

= an RR"!! | cos"™'ludu 
0 


» 


= Rt 
-= (En. 


vBR) =anB", 三 二 1) 2 


“Brn 


因此 我 们 得 # 维 球 的 体积 为 
v(B)=2°R"| cos bdb| cos2089.… | e090. 
- 0 .| 0 
应 用 Wallis 公式 (第 于 音 82.5 例 5) 可 以 算得 
v( Bh) — 28, (BL) =x o (BE) = 


vB = 二 2 有 4 v (Bs) = TB, se 
| 题 

1， 回 答 下 列 问 题 : 

(1) 设 JCB 是 zn 维 区 间 .， 在 什么 条 件 下 了 上 的 % 重 积分 可 以 化 为 一 
个 天 重 积分 和 -个 # 一 名 重 积 分 的 内 次 积分 ? 

(2) 设 De BR* 是 有 体积 的 集合 、 如 何 将 如 上 的 %* 重 积分 化 为 一 个 天 重 
积分 和 -个 x 天 重 和 分 的 中 次 积分 ? 

(3) 设 吉 …, ts 是 BR" 中 台 个 线 慎 无 关 的 向 曙 ， 由 这 些 避 量 张 成 的 " 平 
行 体 " 就 是 集 他 

{ot ota ORAL=1, ,ny. 

它 是 山 哪 此 “平面 ? 围 成 的 ”你 认为 它 的 体积 为 何 ? 这 对 于 台 重 积分 徇 换 元 
问题 有 什么 前 叉 ， 

2， 计 臣下 列 积分 : 

{1} | (Ei 

[Ee 


2) | en 


站 | PIR- 
13) | dx, | Gro < 1 
-9 人 - 


3， 计算 下 列 关中 的 集合 的 体积 (其 中 aa, ,4s 疡 站 


(1) afaeb ga) 二 (2 二 十 … 十 于 过 1，zb 00). 
a Gn 
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(2) Vta) 一 人 (zi ro: 2 二 十 1 安 4， 
| 
(3) 有 (et we, gs) :2d (Te Fa) [ee a i=1,, RO—1}. 


ts 
4。 设 吾 为 二 元 连续 图 数 . 又 
Kx) = | … | K(x, tO KO to) Kb, Yairdt,, 


fayalm 
证 明 
天 os WD = | Kal, Kat, Wt, 
5. 投了 为 连续 国 数 ,证明 
下 dz | 全 za 二 了 (1 友和 
| Er | G2 fiz,, 亲人 fn) dT 

6. 设 了 为 连续 函数 . 证 明 

ra 威 a ER 1 1 a 一 由 

ean| dre] fr) mf (zd -| | faz | 
7。 设 了 为 连续 函数 ,证明 
-a aT: 不 的 一 1 1 _ = i 
jez) dx | foz dr = eri Co) (a—z) "dz. 


第 三 节 ”曲线 和 曲面 积分 


8$83.1 曲线 长 度 和 曲线 积分 
设 有 参数 曲线 4, 方程 为 
t=p(t), y=6t), z=X(t), ateph; (1) 

或 者 统一 起 来 表示 为 

(zx,9,2) = fH), oth, (2) 
其 中 了 一 (2, ,XX) 是 由 [&， 衣 到 R&R 中 的 映射。 我 们 仍 采 用 以 直 
近 曲 的 办 法 用 弦 台 近 绝 来 定义 的“ 长度”.。 作 区 间 [&, Bj 的 分 割 

Xx: =to<ti<" tn=p. 
对 于 z 中 的 分 点 加 有 to 在 上 上 就 得 到?# 十 1 个 相应 的 点 (图 
,206。 


84), 联结 这 些 点 就 得 到 一 条 折线 ， i 
它 的 长 度 是 Pa 


tr-it 用 
Zu fC — Ft). (3) 
定义 1 设 曲线 5 的 方程 为 
(1) 或 (2), 其 中 了 为 连续 单 射 , 对 1 一 < 
一 切 分 割 7 考虑 折线 长 度 (3) 的 上 确 界 图 84 


Vb A(T :a=t0 和 Tt tn \ 


i=1 


如 果 yp 之 十 ce, 则 说 曲线 1 为 有 长 的 , 它 的 长 度 为 sS(2) 二 了. 

由 些 定义， 曲线 氏 就 是 对 一 切 分 割 所 得 折线 长 的 上 确 界 . 这 
个 定义 乍 看 起 米 似 与 曲线 的 参数 表示 有 关 , 其实 由 习题 10 印 知 症 
无 大 的 . 

为 了 计算 曲线 的 长 府 ， 我 们 先 讨论 (2) 中 一 元 瑞 射 邱 的 各 分 
冲 题 ， 和 一 元 前 数 的 积分 一 样 , 对 分 割 工 作 和 


IF(EDAt TD PEDAME, PIPOED ME Dy YENAL). 
z mm1 条 人 i 二 1 


令 jzl->0, 如 果 凸 式 有 极限 , 就 得 映射 了 在 区 疗 [L&，B1 上 的 积分 . 
委 此 我 们 看 到 . 子 在 [ga、 有 上 可 税 的 充分 必要 条 件 是 其 坐 标 歇 数 
和 区, MX 均 在- 有] 上 可 和 这 时 


| C4) 
因为 

FSCEDANTSSTTFCGEDTAE 

i=t i=1 
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所 以 , 如 果 了 是 连续 映射 , 则 
[Fis LL. : (5) 


由 (4) 式 还 可 以 看 到 微 积分 共 不 公 太 对 于 一 下 了 喘 射 也 是 成 立 的 : 如 
果 了 在 ig, 上 可 积 , 世 当 下 [ae B]H 下 人 一 天 则 
| f(a FOB) -Fa (6) 
定理 1 设 向 线 1 的 方 各 为 (1) 或 (2). 上 中 了 C3 为 音 射 . 则 
7 有 长 , 且 
s(1) -| fd | POD yy ; XE) dt 
(7) 
证 明 f 虽 (6) 民 和 (5) 式 得 


SG0T 0 EH fa 
i: 1 fe 


n 二 > ， 
BD) fC 


-| fF 
对 一切 分 期 成交， 有 纲 是 一定 数 , 由 此 可 见 有 长, 于 
se If "CN. 


男 一 方 闻 ， 从 ew0, 因 为 六 在 -%, 有 J] 上 连续 ， 所 以 存在 6 
0, Wiis—t| 6,s, 120, Fl 


If' (5)— Ft) ee. 
设 |z|-<5, 二 是 由 (8) 太 和 (5) 式 又 得 
s(D> > ft) —f ti) 
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= Fal 


wl 


= fnar| CCD 一 Pa 


i—l 
~ . 二 ty : et re ’ 
>2 802 一 习 | -Ft 

tt Ts tl 


Of) AL — eB —w). 
先 令 zt->0, 再 令 ce-->x0 好 得 
sD TN. 
所 以 (7) 不 成 站. 1 
例 1 计算 摆 线 (第 二 章 8 2.5 例 3) 一 拱 的 长 度 ， 
解 ” 探 线 的 -- 拱 是 
T=alt-- sint), y=a(l—cost), 0<ts2r， (8) 
应 用 (7) 式 得 其 长 
s=| Vimar=2) sintdt=8a, | 
Jr Jo 


由 于 区 闻 [e, 归 上 的 一 元 国 数 了 也 是 一 条 (平面 ) 参 数 曲 线 , 方 
zx arsb. 
因此 应 用 (7) 式 便 得 : 
推论 如果 巷 务 入 [eg 则 几 线 了 有 长 , 且 
s(f}) -= | (9) 
注 ! 在 定义 1 和 定理 1 中 我 们 郁 假 定 了 是 单 射 , 为 的 是 避免 
出 现 “ 重 点 ”. 例如 洋 虑 团 的 方程 
多 209 . 


4 一 中 cos y=Rsinl, 0<.t 人 dn, 
站 二 出 0 变 到 4r 时 (zz 在 俩 和 蜗 
于 走 了 两 圈 , 小 然 有 重点 ， 者 47) 
式 来 计算 , 就 得 圆周 氏 的 两 信 , 但 
并 非 绝 对 不 可 以 出 现 重点 ， 一 般 
来 说 , 如 果 f (5.) = 了 f(t2) 一 加 (图 
85), 而 无 其 它 重点 ， 则 显然 不 影 图 85 
响 (7) 臣 的 计算 ， 再 如 , 如 果 了 在 一 个 区 间 ICLa, Bj 上 为 0, 这 时 
也 出 现 重 点 , 问 样 不 影 测 (7) 式 的 计算 ， 
注 2 在 定理 1 的 健 设 下 , 如 果 上 曲线 ?又 有 参数 表示 
(X,Y, 2) 一 可 (2 )， 4 扫 t 和 
其 中 gE? 人 为 音 射 ， 这 时 和 姑 果 有 一 由 [ga，Bj 到 [a,56] 上 的 增 (或 
减 ? 函 禾 公 儿 中 个 854== 了 则 
[sda | rg oh ON Va =| FN a. 


这 就 是 说 , 至 少 在 一 定 的 意义 (存在 妇 上 (7) 式 与 参数 表示 无 闫 . 
在 定理 1 中 , 当 tefa, Bj 时 令 = 了 ([a, 林 )， 这 是 1 上 的 一 
段 曲 线 ， 根 库 (7) 式 得 1 的 长度 
s==| 17 Colde， ero, 81. 


因此 
ads. Ef'Ci)Nat. (10) 
这 个 微分 常常 叫做 * 虐 长 认 才 "， 它 是 切 向 量 f(t)dt 的 长 度 ， 再 
令 
A | fC law. (11) 
这 也 是 二 上 一 段 的 长 度 ( 几 86)， 于 是 (第 二 章 §1. 6) 
As::dso(dt), (12) 
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图 86 87 
这 就 是 说 ， 切 线 上 的 一 段 长 (10) 与 瑚 线 上 对 应 的 一 段 长 (11) 相 差 
为 高 阶 无 穷 小 量 . 
因为 


FCO = +P +XEY ， 
所 以 外 (10) 式 又 得 
如 82 一 1072 十 0 十 222. {13) 


此 式 叫 散 商 高 公式 的 微分 形式 ， 它 的 几何 意义 可 以 从 图 87 的 平 
面 曲 线 y:: 了 (zx) 中 看 四 . 

有 了 曲线 的 长 度 , 就 可 定义 “曲线 积分 "了 ， 

定义 2 设 曲 线 ! 的 方程 为 (1) 或 (2), 其 中 fE 客 0) 为 单 射 .如 
果 玉 :7->R 连续 , 则 定义 五 在 1 上 的 曲线 积分 为 


| ras=| Fof CN FO 


-| (Op (有 PE), XA PE TPE HAE di. (14) 
在 所 设 条 件 下 , 这 个 积分 显然 是 存在 的 ， 此 外 , 定理 1 的 两 个 
注 对 这 个 定 又 也 问 样 适用 . 
和 如果 !C 辟 的 方程 为 
y -f(z), xzELa,b), 
其 中 开 安 9, 则 (14) 式 就 成 为 
*。21T。 


| Pa | F(z, f(x)) Nv 1+HF Cx) dz. (15) 

例 2 将 抛物 线 1: =v (0Y 和 人 ) 绕 O07 轴 旋 转 一 周 得 
一 抛物 面 , 求 共 “面积 ”4.， 

解 ” 如 图 88, 在 7 上 一 点 (2%， 
幻 处 取 一 小 段 , 长 为 ds, 则 高 为 8 
一 YW， 旋转 后 得 “ 带 积 ”2x Yds. 
沿 由 加 * 便 得 所 求 面积 

4 一 2r | yas. 
用 (15) 式 计算 这 个 积分 得 
a a 
4=2z| “Vi Fdz = 40)*—1]. 


例 3 将 摆 线 的 “ 拭 绕 0zx 轴 旋 转 一 周 , 求 所 得 之 面积 . 
解 ” 与 例 2 解法 相同 , 用 (14) 式 和 方程 (8) 计 算 , 得 所 求 之 面积 


2r 
4=2z| yas=27| eR 
-4 站 2 


23 了 
一 3ro| sin3 At -=18mra2， 0 
站 y 


习 题 
I， 回答 下 询问 题 : 
《1) 何谓 有 长 曲线 。 在 定义 下 中 为 什么 要 髓 定 季 是 连续 的 单 射 ? 
(2) 在 什么 条 件 下 曲线 的 长 度 有 怎样 的 积分 表示 
(3) 怎样 从 几何 [: 解 释 弧 长 元 娄 ds? 
(4) 咱 线 积分 是 如 何 定 义 的 ? 
2， 计 算 曲 线 长 度 , 设 面 线 方程 为 : 
(1) r=elanst, yy 一 ein 0 tsa2. 


(2 z=a(cost + tsint}, yy -alsint— te0st), Ot 2 0 > 0. 


DID 


(3) z= -Soosst, y= 人 sinsl, Ot ot=0—b’, 0<b<a. 


CA) r=—sint, y—t, =1—rost, Ot or, 
(5) r=t, y= 42=6t3, 0RtEL?, 

{6) 3 一 277. 0ErEA. 

(7) y=—e*, 0ErEd, 

(8) 近 一 z3， 1y|<1. 

3。 计算 下 列 曲 线 积分 : 


(1) 上 (zy) gs tl: r=acost, f=asint, 0O<st 委 2。 

(2) | kz 十 9ds, I 项 点 为 (9, 0)，(L. 0)，(0, 上 D 的 三 角形 ， 

(3) | 二 2 贬 线 2 一 geost 7 一 asinti 总 一 本 0 生生 2 
i 

(4) | 388，{. 圆锥 蜡 培 1=-irost,y 二 tsint, 2=t, Ol, 

(5) | z28a，7， 圆周 zg2 | 2 一 02, xX 十 yy 十 2 一 0. 


sds, {: Ty =a7x, 出 (0,0, 0 到 (a, aa 2). 


计算 下 列 则 线 旋转 所 得 面积 : 


本 


了 


CE 一 TAN 0<<2z<sG, 绕 工 轴 . 
8 


(2) 22 十 (y 一 ?一 07. 绕 语 轴 : 50- 

(3) 于 六 全 02 绕 y 轩 . 

(4) zs=aceosat #0sin3t, 线 直线 Y = 工 。 

5。 计算 球面 三 角形 x: 十 如 十 z= 二 62, TX 宇 0, 31.50 周 界 的 重心 坐标 ， 
假定 ( 线 ) 密度 为 1. 


6， 用 积分 和 离 心率 eV/ 宇 二 色 表 示 多 回 十 中 一 1 的 长 度 . 


7， 设 井 线 了 工 的 航 求 标 方程 为 = 帮 O), CS? 雪 及, 其 中 巷 各 入. 证 明 1 
的 长 度 为 
ST) = | vf (Co) dy. 
8， 在 定 厚 1 的 催 没 下 ， 十 明 曲 浅 上 上 一段 的 长 厅 与 对 应 续 长 之 比 的 家 限 
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为 1. 
9， 设 曲线 1 的 方程 为 


(Zeos 本 Drel, 
一 27% 
0， 区 一 0 
证 图 没有 长 , 
了 =- 1 ; 
提示 : 取 分 点 ze 一 0， Tt t=1, ,27. 


10. 设 f: [ec, 6 一 有 和 8g: [9,5.>R; 都 是 连续 的 单身 , HF ([a, 有 J]) 
一 gt[a,68]). 证 明 存 在 由 [&, 到 [a, 48] 上 的 连续 蜀 数 入 使 8g: 二 Ff, 并 是 . 殉 是 
严格 单调 和 的， 从 市 证 朋 定 疼 1 与 参数 表示 无 关 ， 由 此 可 知 , 定理 ] 也 与 参数 
开 示 无 美 ，( 但 注意 , 定义 2 只 看 一 定 意 义 上 与 参数 表示 无 关 , ) 


$3.2 曲面 面积 和 曲面 积分 
没 右 参 数 曲 而 三 , 方程 为 
x Pi 2 人 7， (Cu, IED; 《1) 
或 
(x 3 2) = fu) u,v) ED. (2) 
其 中 下 二 (5 甸 ,X)E 人 学 1 为 单 射 , 六 是 2 平面 上 上 有 面积 的 闵 域 . 
用 平行 于 坐标 贺 的 直线 UH An = v1, We 2 一 2m 细 
分 D( 图 89), 其 中 
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UU Ua 02< Vm. 
相应 于 如 中 的 这 些 直线 , 在 了 上 就 有 许多 v- 曲 线 和 ww- 曲线 ， 把 允 
分 成 许多 小 块 也 (图 90)， 由 $3.1(12) 式 知道 ， 虹 4B (图 91) 的 
长 与 PC oD1Au; 相关 olAwi); 线 40 的 长 与 ,Cas 27)1Av) 
相差 o(Av;)， 如 果 分 得 很 细 , 则 ;就 可 近似 地 看 作 一 个 平行 四 边 
形 , 它 的 “面积 ”o( 苹 ;)) 就 近似 二 平行 四 边 形 48'C'D' 的 面积 ， 即 
oS fs fil opAuAvy. 


By, 
加 91 
所 以 对 于 信和 的 “面积 *o( 世 ;及 有 (不 计 边 界 附 近 的 面积 ) 


到 Wh : 
G( 人 之 ) = lf wf | 《2 ， v1 A AD. 


分 之 越 细 , 近似 越 好 ， 而 由 二 重 积分 的 定义 ($1. 1 定义 1 和 81. 4 定 
义 1), 右 端 的 极限 就 是 
(i 0% 0) x 4 Gu, 0) and 


Dd 


贞 考 号 是 有 面积 的 闲 戌 和 fE 乱 路, 这 个 积分 是 存在 的 。 因此 我 们 
定义 昭 面 面积 如 下 : 
定义 1 在 E 面 关 十 曲面 之 的 假设 下 , 定义 王 的 面积 为 
CQ) = [hfe v0) x fv, vo) Naduav. (3) 


由 于 这 个 定义 , 我 们 记 
do = fx fo vadudv, (4) 
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叫做 曲面 的 “面积 元 素 ”"， 它 是 切 向 量 Fo 2)dw，f',lu, v) dw 在 
场 平 面 上 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
在 方程 (1) 中 , 如 果 X= 0 则 三 = 了 (D) 是 一 平面 集合 ， 这 时 


i 7 Ek 
i279 op 0 

了 xi 一 352 9 一 (det fF)k, 《5) 
130 QAQv 


所 以 (3) 式 就 成 为 
z(3) -|1dety7l. 

‘$1, 6C15) (fF 1) 一 到. 这 也 就 是 说 ， 现在 我 们 关 王 曲面 面 

各 的 定义 与 过 去 平面 集合 面积 的 定 文 没有 耶 质 ， 


园 为 
PE |F°, > i i Cf a 开动 二 
证 
Fr i a 人 十 pw 2 2 
G fe E Pr 全 态 市 pe 
F- fs of P'up 2 ps J XX, 
则 


{fx fr = VEGTF. 
所 以 面积 公式 (3) 常 常 写 成 
c(Y) =:| /EC 二 瑟 . (6) 


特别 , 荐 浊 而 作 的 方 积 为 
=fir, 8), 《7 FED, 
共 中 EE 中.D 为 有 掉 积 的 闭 域 ， 则 
B=1l+2,, OG=1: oy, PF=2,2'y, 
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因此 
VEG =MVI+2 2 
所 以 
ol(5) 一 | ra ardy. (7) 


, 
例 1 计算 球 向量 积 . 
解 ” 山 笋 五 章 31. 2 例 2 中 的 球 西 参数 方 积 让 算 : 
EB- p | ZR 
Ge 
Pa i or 一 oz 0, 
所 以 
AAAEEO Fi—Rsind. (8) 
应 用 (6) 式 便 得 球面 而 各 为 
| Rindgdg 2rR [singd0 = 4aR’, 1 
Dp 27 
例 2 计算 球面 二 六 -2 一 BR* 被 柱 面 X 六 一 Rr 所 蕉 下 的 
[EE 
解 只 须 计算 在 第 一 象限 中 所 截 下 部 份 了 (图 92) 的 而 积 ， 仍 
用 倒 1 中 所 州 的 参数 方程, 但 须知 道 王 的 定义 感 . 为 此 ， 将 球面 参 
效 方 程 代入 往 面 方程 得 


sinG= cosg. 


但 因 王位 于 第 -象限 , 所 以 0<<b, 去 下 ， 故 得 


本 


因此 2 的 定义 域 为 图 93 中 之 三 角形 集合 D， 应 用 (6) 式 和 (8) 式 
得 
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wa 一 ev Pe de. EY Wo ni 
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如 
人 
2 
图 93 
oC3) -||Rsinga0ap= BR: | ,ep| ， sin Ga 


D 
= iodine (F-1). 0 


与 曲线 长 度 相 似 , 关于 曲面 面积 我 们 也 作 两 点 附注 . 

注 1 关于 子 是 单 射 的 假定 , 臣 为 了 防 下 “站 点"。 但 如 果 在 
册 面 上 挫 有 亚 记 的 重点 , 或 重点 集合 对 应 于 定义 戚 中 的 委 面 积 集 ， 
则 (3) 式 仍 可 适用 .如 例 1、 op=0 和 mp=2z 存款 面 上 对 应 于 占 一 - 
条 径 线 , 但 wm::0 和 一 2x 是 定义 域 中 的 零 面积 集 , 所 以 不 影响 公 
式 (3) 的 计算 . 

注 2 ”如果 曲面 之 区 了 方程 (2) 深 外 义 有 参数 表 尔 

(Cx, 2, 2) -:g(s,1), (s, 1)EA, \ 

其 中 gs 是 单 射 ,人 是 有 曾 积 的 闭 域 ， 这 叶 如 果 有 由 到 和 上 
的 单身 玉 才 ,detJh 处 处 上 改 零 , 且 &oh 二 了 则 用 积分 换 元 (81.6 
(15)) 有 

gal {gn x gonlldetTh. 
另 一 方面 , 设 h 一 (&%, 有 ), 则 

fs 
= (有 op)av (goh) pL(g .oho t+ (goh)p',] 


=—(g oh) x (goh) detih. 《9 ) 
所 以 


[a xg =| fx. 


因此 在 一 定 的 意义 (存在 有) 上 (3) 式 与 参数 表示 是 无 关 的 . 

与 曲线 积分 的 定义 方法 一 样 , 我 们 现在 用 面积 元 素 (4) 定 义 曲 
面积 分 . 

定义 2 在 上 面 关 于 曲面 > 的 假设 下 , 如果 一 RE 连续 , 则 
定 文 娠 在 之 上 的 曲面 积分 为 


j zac 一 || Perly xyFolzato 
=|| Fof VBG-F dudv. (10) 
定义 1 的 两 个 注 也 间 样 适用 于 这 个 定义 ， 
如 果 三 的 方程 为 


z=f(r, y), (z, ¥)E.D, 
其 中 莽 儿 中 ,DD 为 有 面积 的 闲 域 , 则 (10) 式 就 成 为 


| ac =|) rc y, fx, NTT fz, 9) +f x, y)? drady. 


PY 二 
(11) 
例 3 设 三 为 锥 面 2 如 (十 扩 ) (2 十 下 坟 2a2), 计算 积分 
44= (| Gra:+ er iy) do. 
解 ” 用 (11) 式 计算 ， 曲 而 的 上 半 为 一 | 下 | 喧 十 六 ,面积 元 
素 为 
do=M1+2 to drdy—=~ 1 hidrdy. 
所 以 
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A=2v TTE ||[R2 Cr+ yy) zry"] drdy 


w ， 
Tl+ -24 


lik 


dg 75(&2 十 cos2zpsin20p)Cy 
fr .0 
2 


EE 
[2 


=2M1+ 太 | 


一 124(80 估 二 7 ) IT 十 生 。 0 
例 4 一 球 沉 工 水底 , 计算 其 表面 所 受 压 力 . 
解 ” 设 球 半 径 为 R, 球 心 至 水 而 的 跟 离 为 k 如 图 94 取 坐标 
架 , 则 表面 所 受 庄 力 为 
P= [taao = 4xhR? 十 | | zz 
五 区 


由 球 的 对 称 性 易 见 第 .项 积分 为 零 ， 所 以 球面 压力 为 4xnkR*. 曲 
水 面 


1 回答 下 列 上 问题 : 
{1) 我 们 只 对 怎样 的 本 而 定义 了 面积 是 如 何 定义 的 ? 
(2) 怎样 从 几何 上 解释 则 而 而 积 元 素 ? 
2 计算 下 列 曲面 的 面积 : 
* 220。 


(1) 曲面 az:xzgy 被 亨 柱 而 和 所 一 径 做 下 的 部 份 ， 
《2) Hl Wi 2= a 被 圆柱 而 x? 一 六 一 2x 截 上 的 部 份 , 
(3) 此 而 x:==2xy 在 第 - 卦 限 被 下 面 z 一 2 和 # 一 ] 截 下 的 部 份 ， 
(14) 同伴 面 z2-| 一 @? 被 圆柱 面 有 十 六 一 0 项 下 的 部 份 - 
(5) 了 网 柱 而 十 扣 ==02 介 丁 平 而 x 十 x 一 0 和 2 一 2 一 0 之 问 的 部 份 。 
(6) 是 施 面 

X—reosp, y=7sing, t=hp, 0<7 工 40<p 一 2T， 


(7) 球面 空 二 加 十 z2==63 被 柱 桓 红 十 半 一 1(o<s:e) 截 下 的 部 份 . 


(8) 抛物 三 十 间 ==292 被 柱 面 (z2 十 拓 )2 一 20zy 蕉 下 的 部 分 ， 
(9) 在 圆柱 而 内 邮 -办 接 妹 面 ,证 明 柱 而 和 球面 介 于 两 张 与 柱 而 三 直 的 


平面 之 问 的 面积 相等 . 


份 . 


证 明 


3。 计算 下 到 则 从 积分 : 
(1) 1 上 8， 


六 四 面体 之 十 二 sz zsm0 的 边界 . 

(3) Wielee, ES: a7, sl 

(1) J1a25, SD rp ri ap, AT, DPT27. 

(5) je zr， 2 一 VR 十 六 被 让 十 如 一 25 割 下 的 部 
4 计算 半球 面 的 重心 位 是 , 设 其 密度 为 1. 

5。 计 算 密 度 为 p. 半 答 为 吾 的 多 多 球 抵 的 引力 场 . 

6 


， 设 三 , 是 平面 z-r3 z=t 被 球面 2 十 更 上 2? 一 1 截 下 的 部 份 . 设 
Fr,Y, 2) = (2 1 


Fec = 括 @ 一 5 DE 
了 
提示 ， 取 直角 坐标 系 使 x+y 十 4 二 tt 是 一 坐标 平面 ， 并 在 这 一 些 标 平 面 
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二 用 极 举 乏 表 示 三 
7. 设 三 为 际 师 至 十 饶 十 宕 sT 证 明 
他 四 三 | _ 
\ fiw ;by Lez)der -2 f uv a | b> -| c?) du. 
J -1 


第 四 节 ”微分 形式 的 积分 


$54.1 定向 
在 第 三 瘟 中 我 们 对 一 元 微 积 分 建立 了 微 积分 基本 公式 : 


| fs)de =F66) —P(a), 01) 
其 中 了 是 可 积 函 数 ,了 是 了 的 原 函 数 , 即 
dF(z):=f(t)dx, rELa, 5]. 
对 于 多 元 微 积 分 也 有 类 似 的 公式 ， 但 顷 做 出 一 些 努 力 才能 建立 
起 米 . 
由 于 (1) 式 的 成 立 , 我 们 可 以 通过 积分 号 下 微分 形式 的 变化 来 
计算 定 积分 ,如 
[afp De Du. 
就 是 说, dx 可 以 硬 作 国安 量 X 一 y(t) 的 微分 ， 所 以 定 积分 无 妨 看 
作 “ 微 分 形式 的 积分 ”， 然 和 0 对 丁 多 元 冰 数 的 积分 还 没有 这 么 简 
便 在 $6 一重 积分 换 元 公式 (16) 中 ， 我 们 得 不 出 


| 和 和 | dudo 是 因 变 量 z= mu 2) 和 3 一 区 (Gu 站 的 微分 办 和 克 


的 相生 gz2y， 由 此 观 乙 , 党 解决 我 们 的 问题 , 应 先 建 并 多 元 微分 的 
运算 方法 , 玫 把 “微分 形式 的 积分 "这 个 思想 推广 到 高 维 的 情形 .我 
们 现在 内 把 它 扒 广 到 玉 ， 辐 时 不 过 于 追求 锋 念 的 严格 性 ， 这 样 可 
以 大 大 降低 难度 ， 适 十 初学 ， 并 可 为 将 来 进一步 的 学 习 提 供 感性 
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我 们 需要 建立 一 系列 的 括 念 , 第 一 个 概念 是 “定向 ”， 

(一 ) 我 们 知道 , 平时 表示 实数 空间 召 的 数 轴 是 有 方向 的 ， 它 
的 “ 正 向 "就 是 实数 增加 的 方向 ， 因 此 数 轴 是 “定向 ”的 ， 是 “有 向 
直线 ”". 我 们 往往 还 在 数 币 上 了 芭 一 个 单位 共 向 量 记 它 的 方 潭 条 数 
钠 一 致 (网 95)， 可 以 视 为 数 辆 的 切 向 场 ， 也 可 以 视 为 数 辆 的 方向 
表示 , 数 轴 的 指向 . 


0 
t 


图 95 

平时 表示 天 的 直角 怎 标 系 0z8 也 是 有 方向 性 的 ， 它 的 方向 

性 变现 在 : Oz 钙 上 反对 入 六 向 全 轻 90° 与 Oy 轴 重 合 (图 96). 在 
这 个 意义 于 玲 村 平 看 是 "定向 7? 的， 各 “有 府 平 面 ?， 我 们 在 举 栋 于 
让 上 还 取现 个 单 从 上 国志 宇和 有 | 户 分 别 与 Oz 加 和 秃 间 向 ， 则 
反 时 针 方 回旋 转 90 ”与 了 重合 . 和 主 和 了 可 以 看 作 坐 标 直 线 〈 平 行 
十 维 标 负 的 二线) 的 转向 场 ， 相 是 坐标 平 夺 的 两 个 团 向 场 . 六 二 
关于 便 是 级 株 平 而 的 -一 个 法 加 场 ， 其 由 二 天 下 成 右手 系 ， 我 们 也 
下 以 拒 丰 条 作 溪 标 下 面 脐 指 癌 ， 玉 指 回 的 良 : 币 是 坐标 平面 的 
“ 正 便 ”， 


了 二 
了 
上 
0 
k 世 
图 96 图 97 


同样 、 下 时 志 示 RR? 的 直角 佬 标 系 Ozy3 得 是 有 方 商 性 的 ， 其 

方 册 性 表现 在 : 0z,O8.0z 一 个 坐标 轴 顺 次 成 右手 系 ( 同 97)， 思 
做 “右手 笃 祭 和 沦 "。 它 也 有 三 个 单位 基 疝 量 到 记 表 分 别 与 三 个 坐标 
2 了 3 1 


To 


加 Oz, 08, 0z 同 向 ,成 右手 系 . j,kR 是 坐标 直线 的 切 问 场 , 也 中 
从 标 空 间 的 三 个 切 同 场 ， 我 们 只 须 用 %7,R 的 关系 (可 于 系 ) 来 
刻 划 坐标 系 的 方 同性 ， 所 以 我 们 常 刑 的 直 前 坐标 空间 是 “ 定 辣 ” 
的 , 是 一 全 “有 四 空间 ”， 
《二 ) 如 果 负 线 革 有 参数 赤 示 
(31 2) FE), tio, BJ, 
其 中 FE , 并且 在 C(x， 有 7) 上 是 单 和 时 ( 即 荆 是 简单 出 线 或 简单 对 
六 曲线 ), 则 说 二 是 "定向 "的 ，[ 是 … 段 “有 种 曲 线 "， 我 们 习 懒 把 
二 向 场 产 的 指向 〈 即 参数 增加 时 动 点 名 一 了 f(t) 在 1 上 移动 的 
方向 ) 叫 向 了 的 “下 加 ” 
我 们 注意 到 , 在 各 曲线 的 概念 是 与 参数 表示 有 关 的 , 其 方向 性 
是 参数 去 示 赋 予 的 ， 设 上 又 人 做 数 志 示 
(2 £1), Me， (2) 
其 中 # 满 是 所 满足 的 条 件 ， 于 峙 在 在 疙 人 和光 吕 是 由 [x，B] 到 
[a,58] 上 的 函数 .处 处 眉 0, 使 .go4、 则 
f° ok) Rh 
因此 , 如 时 如 >0, 则 加 种 参数 表示 赋予 加 一方 向, (1) 和 {2) 肯 示 同 
一 条 有 向 曲线 如 元 来 站 <D， 同 着 种 到 忆 研 了 相反 方 症 ，(1) 和 
《2) 表 示 不 同 的 有 向 曲线 (加 一 条 则 线 ; 但 方 回 相 芭 ). 
甘于 为 单 射 的 假定 上 大 为 了 排除 量 点 。 如 有 果 这 个 条 伞 不 成 
立 , 叫 就 可 能 出 现 图 98 中 的 精 训 , 了 在 一 自 AB 上 有 相 及 的 两 个 
切 向 场 ， 这 时 参数 表示 (1) 似 乎 不 能 算 给 { 定 了 向 如 果 拒 定义 
区 间 5e, B14 从 条 一 各 站 断 开 为 两 个 区 闻 Lg, y2 和 [yp, Bj], 则 可 得 西 
段 有 向 曲线 ,但 全 起 来 不 古 定 向 的 . 
《二 如 玉 则 全 之 有 参数 琢 浅 
(2, 0, 2) fu b), Cu, pOED, (3) 
共 中 DCR? 是 一 区 域 , fE 人 ”是 一 单 射 ， 且 12= 所 x 下 处 处 非 
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图 98 疼 99 
0, 则 说 了 是 一 “有 了 自 二 而 "这 时 曲 而 上 有 一 族 4- 曲 线 和 一 族 2- 
山 线 (相当 于 坐标 平面 上 的 两 族 坐 标 直 线 ), 因由 有 两 个 切 | 是 场 六 
和 天 《得 守 天 琵 标 平面 于 的 主 和 了 了 7， 它们 虑 给 申 面 室 了 了 癌 ， 习 
惯 地 把 法 问 场 下 :天 二 天 指 币 的 频 一 侧 叫 做 之 的 * 正 俩 ”也 就 
是 把 于 看 作 开 的 方 种 5 99)， 

问 样 我 们 注意 到 ， 临 面 是 由 参数 表 下 定向 的 ， 访 三 又 有 人 参数 

(x, 2 2) Bg(S, 6), (Cs, EA, | (C1) 
其 中 ACF 癌 是 一 区 碟 .满足 于 所 满足 的 条 件 , 并 有 .存在 hE" 
是 用 怀 到 A 于 的 单 射 ， detJh 处 处 下 0， 使 子 . &ch， 则 
(8 3. 2(9)) 

fix fi- (gs°h) x (goh)delsh. (5) 
内 此 detJHh 的 答 呈 就 决定 (38) 和 (4) 是 盏 表示 同一 有 向 由 面 ， 

多 果子 不 是 单 射 , 则 在 己 上 号 会 站 重 点 . 设 (o,51) 和 (2, 22) 
寻 庶 上 之 上 阿 “ 馈 ， 期 在 此 点 二 上 可 能 会 有 了 琴 个 不 同 的 法 向 大 
na 80) 和 RCws, zs 和 忆 们 的 方 加 可 能 相 芭 ， 这 愉 子 就 不 能 给 曲 
后 定 |. 

( 鸭 )》 曲 正定 同 的 方法 也 同样 适用 于 平面 区 域 ， 如 玉 zy 平面 
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上 的 区 域 互 有 参数 表示 
(2 2) 一 于 (2 0)， {u,v)ED, 
其 中 DD 是 刀 于 耐 上 的 区 域 ,了 满足 (3) 式 中 了 所 满足 的 条 件 , 则 视 
歹 为 -- 片 盟 商 是 定向 的 ， 这 上 时 五 于 有 了 两 个 切 调 场 fs 和 了; ,同时 
还 有 两 个 邯 回 场 即 坐标 直线 的 切 癌 场 主 和 了 我 人 知道 
(§ 3. 2(5)), 
furxf’): (detT ix. 

因此 , 如 有 dety 了 0. 则 之 司 z8 平面 同 问 ; 如 果 dety 了 一 0， 则 
忌 瑟 23 下面 完 阿 . 

坐标 下 面 上 的 区 域 还 可 以 “自然 定向 ”， 当 zy 洗面 上 的 区 域 
瑟 不 与 参数 直下 村 [联系 旦 ， 基 2z 和 3 还 用 变 时 了 时， 如果 我 们 称 必 
为 有 国 区 域 . 屠 就 是 视 三 有 一 数 家 水 

Cx) Try), (x, CD, 

其 中 工 是 伍 千 孔 针 和 蝗 于 车 了 了 ， 所 以 这 也 上 训 是 视 工 与 27 
平面 同 辣 ， 这 党 同方 法 时 个" 自然 定 | 

《无 )》 平面 芝 开 的 室 让 方法 同样 适用 于 宇 间 区 咸 ， 旭 时 华 窒 
宇 间 282 中 的 区 域 上 有 参数 上 长 未 

Cr, 2 fv), Cu 1, WIED. 

其 中 疙 吓 a 外 Re 域 . 乒 - 肆 是 单 射 ， 且 dety 了 处 处 非 
0, 则 下 是 定 摧 的 , 是 一 “ 行 癌 区 域 "， 事实 上 ,下 把 了 中 的 坐 祭 直线 
加 三 bo， 要 二 0 肌 上 成 FF 中 通过 虑 C20, go 20) 一 于 (wo, 80， wy) 的 4- 曲 
线 (x, 22) 一 了 C0) 把 =200 aa 了 有 喘 成 通过 点 {zo Yo, 2)) 
的 -曲线 (z, gz -Fe pnoo)i 把 &=a， 2 一 2 映 成 通过 点 (zo， 
Yo; So) 的 六 -曲线 (2 2 一 Jo V0; 轨 )， 它 们 在 点 《Yo, 加 20) 分别 
在 团 向 全 ff Guo oo op C40, V0, wo)，fw(uo v0, too)， 所 以 在 下 
中 且 个 著 币 场记 ,ff，f、， 另 方面， 在 中 还 有 三 个 切 向 场 
印 化 标 血 线 的 团 向 场 i,j, kh， 由 所 设 ， 
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nt [xo: 学 26) 
i\ 


同 1I50 


-ms 站 a 
| 他， 7, i 


zs ye 2 |:=detT f={(detT fiNv jk (6) 


fa x fe fe 


1 下 


Wr i 
不 变 号 ， 因 而 疡 ,天 ，, 广 或 是 处 处 与 译 庆 开 一 样 成 右手 系 ， 或 是 
处 处 与 志方 六 相反 , 成 下 于 系 ， 视 detvy 了 的 正 负 而 定 . 所 以 有 
方向 性 ， 如 果 detV 了 0. 则 六 与 z8z 守卫 同 向 如果 dstJ “<0， 
则 为 中 向 . 

问 样 ,玉昌 有 自然 定向 ; 当 普 不 与 僚 数 表示 相 联 系 ， 邵 5 9 2 
是 着 变 后 时, 和 如果 称 玉 是 右 轩 区域, 邵 视 FF 有 参数 震 未 

(zy 2) Try a) (x,y, SET 

汞 中 工 是 恒 等 遥 射 , 亦 蜀 视 正 行 xyz 容 间 问 回 ， 


村 题 
1 问答 下 列 门 旺 : 
《1) 实数 轴 (BR). zy 坐标 吾 面 {( 吾 写 和 zsx 仅 标 空间 (3 是 怎 棕 定向 的 ， 
12》 曲线 ,出面 ， 乎 而 和 空间 这 战 是 电 样 定向 和 的 ? 在 方法 上 与 笃定 空间 
的 定 亲 而 向 腾 系 ? 
(3) 玲 面 和 经 闻 区 战 的 日 然 定 启 足 在 么 意思 ? 
(4) Jacobi 行列 式 在 定向 中 起 什么 作用 ? 
2， 设 山 面 (Mibius 带 ) 的 方程 为 
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{YE Fd- -ising)eos20, (1 一 ESin 的 Sin29 teost), 


dl 一 


则 
Fr EY Fin tt) = (1, 9, —t). 
证 明 人 在 重点 上 有 有 相反 方向 的 法 向 蛙 ， 你 能 否 想 像 出 这 张 四 面 的 形状 ? 


§4.2 外 积 和 外 微分 

现在 我 们 亲 5| 进 多 元 微分 的 运算 方法 , 先 作 形 式 定 义 , 然后 再 
作 几 何 解释 . 

(一 》 设 

zr- (u,v), (1) 

其 gE 各 中 是 定义 在 区 威 上 的 二 元 印 数 ， 则 变量 z 的 微分 dz 按 第 
六 章 8$2.1 定 义工 和 定理 1 应 为 (参见 第 二 章 $]1. 6 中 关于 变量 微 
分 的 概念 ) 


dx sd Fd (2) 


这 里 叹 , dv 是 两 个 任意 数 ， 即 第 六 章 $2.1 定 义 1 中 的 下 和 有 ， 
是 两 个 独立 安 监 ， 
姑 ! 果 又 行 
yy u,v) a 
其 中 和 ， 则 同样 有 微分 由， 我们 定义 微分 下 和 十 的 外 积 
为 


, 3z 3z| 
_ 9(x. 9) ldu gv 

Uz 六 dy (2 eu = ay 3 Cla (4) 
Bu 32 


共 中 du, dv 有 (2) 式 中 一 样 是 两 个 任意 数 , 两 个 独立 变量 ， 但 如 同 
人 区域 自然 定向 那样 , 变量 4,2 本 身 可 以 看 成 用 它们 自己 表示 自已， 
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即 


UW VD, 


因此 按 (4) 式 又 得 
du /dv := 3 odudv = =Adudv. (5) 
所 以 (4) 式 又 可 写成 
9(%,9) 7 
dr 和 \ dy Ee A (6) 


在 (1) 式 和 (3) 式 中 ,如果 4,v 是 中 间 变 量 , 即 又 有 
uw—a{s,t), v=pB(s,), 
其 中 ,BE ， 代 入 (1) 式 和 (C3) 式 按 (6) 式 和 第 六 章 : 2. 3(5) 式 
得 


A Dr.) D(X, ¥) GCL, 0) 2 
dr A\ dy es Ee .0 = 3 v0) Bs yi (7) 
但 按 (6) 式 又 有 


, -9% v) gs A 
du Aadv 3 入 . 


将 此 式 代 入 (7) 式 后 最 终 仍 得 (6) 式 ， 这 就 相当 于 第 二 章 31.6 中 
无 微分 的 一 阶 微分 形式 不 变性 ， 因 此 ,(6) 式 中 心 人 2 既 可 以 是 
自 变量 , 也 可 以 是 因 变 提 ( 中 国 变 量 ). 

如 果 在 方程 (1) 条 IC3 ) 以 外 又 有 方程 


z -XC(u, vO), (8) 
其 中 XE" ， 则 除 (6) 式 外 又 有 
z= CY, 2) 
dy N\ ds = Fw oI Adv, (9) 
dz de Sdu Ado, (10) 


我 们 要 特别 指出 ,在 (6), (9), (10) 三 式 中 好, 由, dz 是 按 字母 
zx,y,z 的 自然 顾 序 (图 101) 进行 运 算 的 ， 事 实 上 , 由 行列 式 性 质 易 
.229。 


见 , 外 积 运算 有 下 列 反 称 性 ”: 
drAdy——dy Nd, dy A dsm — dsN dy, dz Adr=— dr Ndz. 
(11) 
dAdr=dy \ dy dN dz 0. (12) 
(二 ) 设 
r=, Vw) y= ,ww), 2=X(u, Vv, Ww), 
共 中 gp, 六 ,XE ， 则 恋 虹 的 微分 为 
tt 
同样 还 有 变量 y 和 zz 的 微分 , 我 们 仍 和 前面 一 样 定义 微分 必 , 罗 ， 
2z 的 外 积 为 


i 9(5, ,2) quaqvd 1: 
Ny Adz D0) wad vdw. (13) 


dx = 


其 中 血 , do, lo 为 任意 数 , 是 独立 变 虽 .与 (6) 式 同样 的 道理 , 此 式 
可 以 写成 


9 
_ A(R Y, 8) 7 
A 中 0 
dr Ady dad Br wj .Qe dw. (14) f ~ 
Ej Ej 


这 一 形式 和 (6) 式 同样 有 “不 变性 ”, 
同样 ， 由 行列 民 的 性 质 易 见 
下 列 “ 及 称 性 "(图 101): 图 101 
ANdz=dy Ndz Ndr -dzAdr A dy 
=—dAdzAdgy=—dzi dy Nd 
二 一 路 八 叹 人 dz， (15) 
drAdrAdy -dy Ndy ds= dr AlN\dz=0. (16) 
(三 ) 设 半 CR 是 一 片 有 向 曲面 , 参数 表示 为 
(x, ¥,2) =- fu, v2), (u,v)ED, 
其 中 DCR 是 22 乎 面 上 的 区 瑾 . 由 83. 2(4), 于 上 的 小 块 面积 ( 意 
指 面积 元 素 ， 即 切面 上 fi dz 和 和 fav 张 成 的 平行 四 边 形 面积 ) 为 
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dao =| fs xf aaav， 


2 | oy,2); , 9(%, 2),, 9(z,¥) 
BO gt{w, py Te vO) 


n= eosait eospj+ cosyk. 


这 是 导 上 的 单位 渤 向 场 ， 与 更 同 向 ， 于 龙 面 积 4o 在 zy 平面 上 
的 投影 是 
cosydoa eosyl fox’ ludv=E dudo. 

再 由 (4) 式 便 知 

dr A =eosydo. (17) 
所 以 ， 外 积 政信 是 曲面 上 的 面积 dv 在 坐标 平面 zy 上 的 投影 . 
同 理 , 外 积 

dy A dz=eosadoa, 《18) 

dz A\ dr=ecospfdog {19) 
分 别 是 do 在 yz 平面 和 有 z 平 面 上 的 投影 所 以 外 积 政信 田 ， 
扫 人 dz 和 四 入 民 就 是 投影 面积 , 是 有 正 负 的 , 是 “有 号 面积 ”. 

(四 ) 特别 ， 若 WC 天 是 zy 平面 上 的 有 向 区 域 ， 参 数 表示 

为 

(zg) = fu, v2), (u,v)ED, 
其 中 了 CR 是 ap 平面 目的 区 域 , 则 由 (6) 式 和 3 3.205) 式 ， 


dA = du Ad = + fs x fol Nd. 
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这 是 歼 中 由 切 向 量 fi 各，fsdv 张 成 的 平行 四 边 形 (图 102) 的 有 


号 面积 ， 如 果 玉 与 zy 平面 辣 向 , 则 东 生 如 处 处 为 正 ,女人 人 凶 >>0; 


如 果 异 向 , 则 入 2 史 处 处 为 负 ， 必 入 看 <<0， 只 当 WM 为 自然 定向 
(z,y 为 自 变量 ) 时 由 (4) 式 自 入 本 = 必 硬 是 好 中 小 区 间 的 面积. 


了 watr 


图 102 图 103 


(五 ) 同样 , 如 果 水 CC 嫩 是 z9z 空间 中 的 有 向 区 域 , 参数 表示 
为 
(1,9,2) = fu, 2,w), u,v, wv)ED, 
装 中 DCR 是 xviv 空间 中 的 区 域 ， 则 由 (1 人 ) 式 和 § 4.1(6) 式 ， 


dz 1 二 .42 所 2 A 
入 三 入 rT i A dd is 


=f, xf) .fod Ndoh dw. 
这 是 下 中 由 切 向 显 彤 和 甸 ,了 ;do, 了 5dw 演 成 的 于 行 六 面体 (图 103) 
的 有 总 体积 ， 如 果 江 与 zyz 空间 同 向 , 则 如 嫩 如 处 处 为 正 ， 


Ue 入 同人 如一 0; 如 果 异 向 , 则 天 二 二 处 处 为 负 ， 酉 入 唱和 好 


<<0， 只 当 型 为 自然 定向 时 由 (13) 式 入 硬 和 2= 驳 帮 碟 是 形 中 
小 区 间 的 体积 . 
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(六) 在 作 外 积 运算 时 ， 我 们 规定 可 以 应 用 分 配 律 和 结合 很 ， 
并 且 遇 有 与 数 人 局 乘 时 可 以 交换 ， 例 如， 由 反 称 性 (11) 式 和 (12) 式 
我 们 便 可 以 -- 般 地 算得 

(adzr +bhay) A (Catt body) 

=abhdriady+ bady /dr (oDbe— db ) dr A dy 
Gil te 
b, bs 
同样 由 反 称 性 (15) 式 和 (16) 式 可 以 算得 

(Cadz+ bdy itedzs) A (dadr pt 人 十 cs 2) 

人 (gidrt bady ti csdz) 


dr A\ ty. 


Cl ts ds 
bb By bs 
Cl Ca Cs 

(七 ) 设 CR? 是 zyz 空间 中 的 一 个 区 感 , P, 8， 尺 都 是 人 上 
的 函数 , 则 表达 式 


dx 六 dy 人 dz a 


w= Pdr +Qgy+Re, (20) 
w= Pay dt+QdzAdr +Rdr yy, (21) 
w= Par 入 dy 入 dz (22) 


分 别 叫 做 @ 上 的 一次， “次 和 三 次 “微分 形式 ”， 而 口上 的 任 -- 函 
数 己 则 叫 艇 只 上 的 “ 零 次 微分 形式 *， 出 (一 ) 中 的 反 称 性 可 知 ， 在 
?中 不 存在 四 次 以 上 的 微分 形式 ， 在 上 面 名 微分 形式 中 ,P, 9， 
RR 叫做 名 的 “系数 "， 若 P,8, REBGD, 则 称 w@E 当 微分 形式 了 世 
简称 为 形式” 

( 八 》 我 们 再 对 微分 形式 定义 “外 微分 ?运算 “av。 

若 w= PE 多 0 是 零 次 微分 形式 , 则 定义 外 微分 da 就 是 微分 : 


二 
do + (23) 


233%» 


即 是 一 个 一 次 微分 形式 . 


若 oc 和 "是 -次 微分 形式 (20), 则 定义 其 外 微分 为 


do=dPAdr +adQ Ndyi+adaR Nd 
这 时 由 (23) 式 和 外 积 运算 (11) 式 和 (12) 式 容易 算得 
‘WAdz dAdr 人 Wy 


| 
_| 92 9 9 
二 oar ay Oz 
P & ed 


是 一 个 二 次 微分 形式 . 


按 (24) 式 的 方法 同样 定义 二 次 微分 形式 的 外 微分 ， 


是 二 次 微分 形式 (21), 则 由 (15) 式 和 (16) 式 容易 算得 
a (和 3 2) 人 Ad 


古 一 个 三 次 微分 形式 . 


习 题 


1， 回 答 下 列 癌 题 : 
(1) 微分 外 积 x 人 dy 和 azAdyAez 有 什么 几何 意义 ? 
《2) 在 Br 中 共有 上 名 种 微分 形式 ? 它们 的 外 微分 为 何 ? 
2. 在? 中 有 哪些 微分 形式 ? 算出 它们 的 外 微分 . 
3。 计算 
(1) (rdz+ ydy) A (zdz- 24d2). 
(2) {dz tay Has} A (zdr Ndy— 2dy Ndz). 
4， 计算 gow, 谈 
(1) =ry | yz ! Zz. (2) w= rydr. 
(3) 外 一 (zz +92) 0d, 
(4) -rydr. rdy. (5) wm~—=7zydr— yzeray. 
(6) wrydy Ndz ~ 2 rir dy. 
(7) wo— Td Ndi yds ds |-27dr Ndy. 
5。 设 微 分 形式 we 听证 遇 &(40) 一 0 
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{24) 


(25) 


车 oE 究 人) 


(26) 


§ 4.3 一 次 微分 形式 的 积分 

我 们 已 经 建立 了 微分 形式 的 运算， 现在 要 定义 微分 形式 的 
积分 . 

定义 1 设 人 CR 足 一 区 域 , MC 0 是 一 段 有 向 曲线 ， 参 数 


(x,¥,2)-- f(t), a<tep. (1) 
又 
o=Pdr— QOd + RAzEG (2) 


是 @ 上 的 -一 次 微分 形式 ， 定 义 @ 在 到 上 的 积分 为 
| w=| Pdr+Qdy+ Rd 
-由 Pof(t)E + Oo f(t)Y | Rof(OF |. (f) 


这 个 积分 也 可 以 用 同 曙 形式 表示 ，i 记 
Pry.a), dp (Ar, dy, dz), F=(P, ,FR). 
则 一 次 微分 形式 (2) 可 以 写成 


w=F.:ap. 
所 以 (3) 式 又 可 以 表示 为 
| o =| ,Fip=| Fe7(D CD G) 


下 面 我 们 对 这 个 定义 作 几 点 说 明 . 
1” 定义 1 工 企 一 定 的 总 义 上 与 参数 表示 无 关 . 事实 上 ， 设 有 


(7,9, 2) Bu), Ayeb, (5) 

其 中 点 满足 $4.1(2) 式 中 gg 所 满足 的 全 部 条 件 . 由 $4.1( 二 ) 中 

的 讨论 应 有 如 之 0， 所 以 (&) 二 a，h(B) = 二 85。 再 由 定 积分 换 元 即 
得 
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[ Foglu) -g'(u)du— | Fogeh(t). go tb) ad 


= Fof(0). fa. 


2” 在 (5) 式 中 ,如 果 娟 <0， 则 (5) 式 所 表示 的 有 向 曲线 与 形 
的 方向 相反 , 记 为 一 开 、 于 是 回 样 由 积分 换 元 可 得 


| Fesgco g(adu= 一 | Fof(t)- ft), 


所 以 
| ,2=—|,o. (6) 
3” 如 果 旬 CR 是 一 平面 区 域 , 这 时 定义 1 中 的 中 人 恒 成 为 
| oO= Pidr: Qdy, 


项 8 一 0, 好 。 王 PE, 且 有 向 曲线 于 C 9 的 方程 为 
zy 一 了 T(z)， zx 人 EELa, 8], 
则 由 定义 1 谍 得 
| | Par :| Pea fz. (7) 
同样 . 天 日 yEB, 且 有 季 曲 线 民 的 方程 为 
rgy), yeElc, Qa], 


则 
| 人 | 地 dy =| ete(n， y) dy, (8) 
4” 在 (4) 式 中 , 办 为 
f(D) er 
Ft) UM: renT Ct) at -t(t)ds, 
其 中 
A 
(一 T7 


是 与 产 同 向 的 单位 切 向 场 ，4ds 是 张 长 元 素 (§ 3.1(10))。 所 以 由 
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《4) 式 又 得 
|r. dp= |,F-tas. (9) 

这 个 式 了 于 有 明显 的 物理 意义 . 设 玉 辟 上 的 为 场 ( 旬 104)， 
则 五 .is 是 五 油 切 向 上 移动 虑 离 ds 所 作 之 “元 功 ”"， 因此 (9) 式 
就 可 用 来 定义 为 力 场 百 沿 北 ( 有 鹿 曲 线 ) 所 作 之 功 ， 

例 1 设 有 阿 曲线 -到 的 方程 为 
=, y=1, z= 0<t<l. 
又 
Fr, y, 2): (¥:— 2)i. 2xyj—z*R. 
计算 积分 | F.dp 

解 用 (1) 式 ， 图 104 

:ep 一 | [edi 2 tk (it24i+ 3 ) 


"1 
| 总 人 习 
-0 35 


例 2 在 图 103 中 指出 的 各 有 向 曲线 上 计算 积分 
| xy, | Ty Aa, |_zy. 
解 ” 工 的 方程 为 


zy 一 4， 0 过 7 二 | 


由 (7) 式 ， 
el 
| zydr =—| dr ls 
二 D0 3 
[ee 
有 i FE i 下 B 了 
| .32=) 和 4° 图 105 


C 是 由 两 段 有 向 曲线 03 和 84 相 接 而 成 的 ，OB 的 方 条 是 
人 二 8 0， 0ssY 三 1。 


在 BA 上 四 一 0， 所 以 由 (3) 式 ， 
a 237。 


~ 


| zy = | rt rydz 一 | ou=0. | 


习 题 
1 回答 下 询问 题 : 
(1) -- 次 微分 形式 外 在 有 向 曲线 政 上 的 积分 不 如 何 定义 的 ? 这 个 定义 
在 什么 意义 于 与 套数 表示 无 关 x 用 的 方向 性 对 积分 有 和 何 体现 ? 
(2) 一 次 油分 形式 的 积分 与 出 线 积分 有 何 关 系 ? 在 此 关系 中 方向 性 是 
如 何 体 现 的 ? 这 个 美奈 反映 什么 物理 意义 ? 


(3) 如 何 把 | Paz，| Qay，1 Rdz 表示 为 曲线 积分 ? 
C4)，- 元 函数 的 定 积分 | f(z)dz 是 否 属于 微分 形式 的 积分 ? 
2， 计 算 下 列 积分 : 

| 二 站 是 :图 周 开 十 7 一 了 方向 为 反 时 针 方向 . 


(2) (2+ 经 +z 一 失 gy 天 是 梢 图 于 十 拓 一 1 方向 为 到 时 针 方 向 , 

| (0 20art :2rdy. NM: z=y, yl. 

(4) jz 人 I 是 直线 2 十 二 1 与 坐标 轴 构 成 的 三 角形 ， 方 向 为 反 时 针 
方向 ， 

(5) | (zz 十 加 )48, 开 是 直线 了 一 1 z=3,g= 1 y 一 4 构成 的 短 形 ， 方 向 
为 反 时 针 方向 . 


(6) | zzdzr+ ziydy -+ yzds, M: zt, y=t, 2—t, 0SLEl. 
“HH 


(7) {| (y+a)dzt (zs | rdyt(z+y) dz, 
-ui 
Af: Xasinit yg~2adsintrost, 2—acos lt, Ml, 

《8) | 一 J)dz 十 (ai 一 zdy 一 (42 一 yi)dz。 耻 是 球面 z2 寺 六 二 22 二 1 
“nu 


(2; 9, 之 关中 的 周 界 , 球面 的 外 侧 相 开 方 向 的 左边 . 
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| gaz tsdyt od, MM 是 平面 ++9==2 和 球 面 好 十 铸 十 邓 一 2(z 十 扫 


交 成 的 图 周 , 从 原点 淖 去 , 对 为 顺 时 针 方 向， 

(10) 上 严 , 并 是 央 面 = zy 和 322 错 一 1 的 交 线 ， 洗 形 的 方向 前 进 有 时 ,2 
轴 的 正 同 在 左手 ， 

3、 弹 性 旋 的 方 击 指向 坐标 原点 ， 类 小 与 质点 到 床 点 的 距离 成 比例 ， 质 
点 在 平面 上 依 反 时 针 方向 画 出 畏 辆 到 十 撕 一 1 在 第 一 圭 限 中 的 部 份 ， 求 弹性 
力 所 作 之 功 . 

4。 计 算 力 场 严 (z, 久 相 二 (2 za) 沿 有 向 曲线 用: x? 六 十 #1 二 0 
zz 十 六 二 Gz (z 写 由 所 作 之 功 , 从 zy 平面 向 上 看 , 形 为 反 时 针 方 向 . 

5、 设 质量 为 mm 的 质点 受 力 场 天 的 作用 沿 曲线 型 运动 , 于 的 起 点 为 a, 终 
点 为 6, 质点 的 运动 速度 为 。。 证 明 


~” 1 b 
| Fdp™ -mo 
-Nn 人 2 


6. 设 w=P(z)dz+ Qtyidy, 证 明 对 一 切 封闭 曲线 有 | =0. 


7 证 胃 | Fedp |<) elles. 


$4.4 二 次 微分 形式 的 积分 
定义 1 设 有 CR? 是 一 有 向 团 域 , 参数 表示 为 
(x, 9) = fu v0), (u,v)ED, (1) 
其 中 DC 六 是 如 平面 上 有 面积 的 闲 域 ， 又 
w=Padx 入 三 E 咖 
是 好 上 的 二 次 微分 形式 ， 定 尽 口 在 到 上 的 积分 为 


| 


=|[Pof tw, 人 全 au (2) 

J 
定义 中 的 了 D 了 可 以 看 作 是 自然 定 问 的 ， 因 此 由 定义 1 本 身 和 
° 239 


§ 4.2(5) 式 , (2) 式 又 可 以 写成 
Lolo 


3(z, #) 
hs 0) aca 的 ye A (3) 


关于 这 个 定义 , 我 们 作 以 下 几 点 说 明 . 

1” 定义 1 在 一 定 的 意义 上 与 参数 表示 无 关 ， 道 理 与 下 面 定 
义 2 的 说 明 1" 完全 相同 , 因此 从 略 . 

2” 如 果 则 与 9 平面 同 向 , 则 生 好 >0C84.1( 四 )), 因此 由 
(2) 式 和 二 重 积分 换 元 便 有 
||PazAw=||zarw. (4) 


A 


如 果 异 向 , 则 名 如 <0, 因此 由 同样 的 道理 便 有 
i Par /Ady = -ww 


这 就 是 二 次 形式 在 有 向 闭 域 上 的 积分 与 二 重 积分 的 异同 ， 所 以 二 
重 积分 也 是 微分 形式 的 积 

我 们 距 忆 明和 了 一 -次 形式 的 各 ! 分 与 二 重 积分 的 关系 ， 就 可 以 
看 到 (3) 式 是 对 $1.6 -一重 积分 换 元 公式 (16) 的 一 个 修改 . 我 们 看 
到 , (3) 式 两 边 积分 号 下 的 微分 形式 是 相等 的 ($4.2(6) 式 )， 这 样 
它 就 和 定 积分 换 元 定金 -…… 样 了 . 

3” 如 果 我 们 把 与 泪 神 反方 向 的 有 向 闭 域 记 为 一 和 《了 即 必 和 
一 站 表示 同一 团 战 , 方向 相反 ), 则 由 2” 可见 


[| 


4” 以 上 的 内 容 逐 字 逐 句 地 适用 于 BR" 中 三 次 形式 的 积分 : 
。240 。 


|||pa A aa 


¥ 


-| |Pef (a, v0) FE du A do Ndw. (5) 


定义 2 设 人 CB 是 一 区 域 ， 寻 C 是 一 有 向 册 向 ， 参 数 表 
示 为 
(x 9, 2)= fu,2), u,v)ED, (6) 
其 中 DCR 是 一 有 桓 积 的 团 域 ; 又 
© Pads+Ou AdtRlA dy 
是 人 上 的 次 微分 形式 .定义 @ 在 杠 上 的 积分 为 


[0=||P A -0 人 A 人 drt Rae 八 鸣 
| 电 


rr 9(¥, 2) | A(F, LE) a(x, 9) | 
= 6 人 Te A 


d(u, v) ACU, 2 
| Po 了 Qof Rof 
[az 2 2 

= 人 du ou au | du Nav. (7) 
2 ar 2 3z 
Ov a dv 


令 下 一 (P, 0. RD), 则 上 式 又 可 写成 


| = 村 Pe7 天 x fsduNdv. (8) 
a 
我 们 对 这 个 定义 说 明 如 下 . 
1” 定义 2 在 一 定 的 意义 上 与 参数 表示 无 关 ， 事 实 上 ， 设 有 
向 曲面 戏 又 有 参数 表示 
(x, 9, 2)=g(s, 日 ，(s t)EA, (9) 
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其 中 ACR* 是 有 面积 的 闭 域 ，g 满足 § 4.1(4) 式 中 和 的 所 满足 的 
全 部 条 件 , 则 detJh 二 90， 我 们 注意 到 , D 和 AA 者 是 自然 定向 的 , 内 
此 下 式 中 的 积分 都 是 通常 的 二 重 俱 分 ， 由 了 4.1(5) 和 二 重 积分 换 
元 便 得 

Fe7 关 > 天 auAaa 


a 
=| | Fogoh-g'oh x gohdetJhdu\dv 
D 
要 |jFog ‘gi gds dt. 


2” 在 (9) 式 中 , 如 果 detJh<0， 则 (9) 趟 所 表示 的 有 向 曲面 
与 MM 的 方向 相反 , 记 为 -- 寻 ， 干 是 同样 由 积分 换 毛 可 得 


(JEof :fix flu nado 


-||Fog.g, “gds /dh, 
二 


所 以 
[oe 
3” 令 
一 Tr : (cosg, cos B. cosy), 


这 是 与 型 阿 册 的 单位 法 向 场 ， 则 由 8 4.2(17), (18) 和 (19) 式 我 们 
可 得 


| Pay: | J peosato, 

HH 

a es (10) 
划 六 


“242。 


{j BarAay= ||Reosrao. 


统一 起 来 就 是 s 
|.o =||F-nao. (11) 


到 

此 式 右 端 的 积分 是 上 物理 意 
义 的 . 考 虚 一 沪 动 着 的 流体 流 经 图 106 
空间 区 域名 , 则 在 台中 每 -点 均 有 流速 , 于 是 得 一 速度 场 志 再 在 
只 中 设想 一 块 有 了 问 曲 面 到 《图 106)， 我 们 溉 计 算 单位 时 间 内 流体 
顺 着 形 的 方向 流 过 赤 的 流量 也 为 此 ， 在 型 (的 切面 ) 上 取 一 小 岁 
而 积 go 验 是 与 于 同 阿 的 单位 法 向 马 ， 则 五 :de 是 单位 时 间 内 
流体 顺 考 形 的 方向 流 过 面积 gc 的 流量 ， 将 这 些 流 量 在 开 上 上 相 加 
便 得 (11) 式 中 右 端 的 积分 , 即 二 所. 

例 上 设 有 向 曲面 下 是 以 原点 为 中 心 的 球面 ， 方 向 朝 外 (外 侧 
是 形 的 正 侧 )， 计 算 积 分 


4=|[zay\ dz+ydz Ndr+izdr N\Aay. 
x 


解 ” 用 第 五 章 §$1.2 例 2 中 的 球面 参数 方程 , 这 时 fx 了 朝 
外 , 所 以 它 定 义 了 4 由 (7) 式 ， 
y 多 
ez dy dz 
ds 世 6 WlaNdg 
0 


oT| rt yy dz 


iop GF gp 
ee 并 RssinblOAdp 一 4rBs 
4” 如 果 有 问 曲 面 训 的 方程 为 
。243 。 


2 一 了 xz 3)，〈2,， GE， 
DC 配 是 有 面积 的 闭 域 (注意 并 的 方向 ) 则 由 (7) 式 即 得 
(|RarAay=|)R ey, fC 9)aAdy. (12) 


同样 , 如 里 吾 的 方程 为 
t=:f(y, 2), (y, 2)ED, 


则 
|{PayAt = | Py, zo), zd Adz. (18) 
如 果 并 的 方程 为 
y= f(z, x), {2, TED, 
则 


| QA lie (z, f(z, x), 2) dz Marz. (14) 


EE 万 


例 2 设 有 向 明 面 避 是 - 柱 面 条 十 六 三 如 0 才 z 扩 和， 方向 朝 
外 ， 计 算 积 分 | 
4= | [yay Ad + 2rd Adrt rydr 人 gy. 
vy 


旋 


解 应 用 (10) 式 .因为 -好 的 
方向 亚 直 于 z 轴 , 所 以 
改 八 dy 一 cosydo 一 0， 
所 以 
jzze 六 2 一 0. 


NY 


再 计算 第 二 项， 如 图 107, 将 
HH 分 成 如, 和 于 ;这 两 半 对 称 ， 图 107 
zz 在 对 称 点 上 相等 ， 义 因 外 侧 是 正和 侧 , 即 单位 法 向 场 7 朝 外 ， 所 
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以 在 于 上 cosh>0, 在 必 。 上 cos 甩 一 0. 因此 3 和 并， 上 的 小 块 
面积 在 zz 平面 上 的 投影 is Aiz< 一 cos Bdo 相抵 。 所 以 


| | ards dx = 0. 


或 者 用 (1 人 式 玉 计算: 
|jzze 入 二 jr | zdz Adz 


是 3 


] 
| ta dz 一 i Zrdz Mr 


-M2 


二 | zxdz A\ dr— ll zxdz A dz =0. 


0 0 
同 理 
|yz 加 Adz—0 
所 以 
A4=0. 0 
习 题 


1 回答 下 列 问 题 :; 

《L) 平面 有 向 闭 域 上 的 一 次 微分 形式 的 积分 是 如 何 定义 的 ? 它 与 二 重 
积分 天 何 异 河 ? 

(2) 有 有 向 航 抽 上 的 革 次 形式 的 积分 是 郊 何 定义 的 y 这 个 定义 在 什么 总 
义 上 与 参数 天 下 无 关 ? 型 的 方向 性 对 积分 有 和 何 体现 ? 

(3) 一 次 微分 形式 的 积分 与 曲面 积分 有 人 和 何 关系 ? 在 此 关系 中 方向 性 是 
记 簿 体现 的 ? 这 个 关系 反 映 什么 物理 意义 

2， 计 算 下 列 积分 、 

(1) J)ardyAdz+yada dst drAdy, 和 为 十 十 2x? 一 G2， 方刚 晴 


外 . 
@ 245» 


(2) |Nf ayA de 1 gt dz dri+h(adrAdy,，H 是 [0,a] xT0，b]X 
Hu 
[0, c 2 的 边界 , 方面 胡 外 . 
(3) Nzay Ads+ yas Adr 十 zdz 和 Ad， 开 为 z 十 3 十 2 一 1(0z, 8 ?之 0), 方 
向 朝 |:. 


(44) 昌 裕 人 时 为 + 着 22 一 0 方向 彰 外 . 
YY 


(5) [asly Mls yd Adr- odrAdy, 为 (2-6) (Yb) ?+ (2— 
\ 
c)2- Ra 方向 家 外 . 


a 3 2 

(6) ||zdz 人 dy, MM 为 误 十 手 十 所 一 1 方向 朝 外 . 
ds a: b c ; 
肝 


(7) (fady Adet (a~ mdaAdrt (edzAdy, 肝 为 人 十 六 一 
w 


z2(0 之 z 芝 加 ,方向 朝 下 . 


3. 计算 流速 场 v= (8 zs，z) 通 过 有 向 封闭 曲面 ?十 #7 一 BR，z 一 0,z 一 思 
(方向 朝 外 ) 的 访 晤 . 

#， 设 有 向 曲面 如 的 片 程 为 x 一 fz. 站 , (zx,y1ED. 证 明 

(1) 外 Pay 和 dz: i Cz, ¥, fr. "eardy. 


D 


on 


(2) | Qaz Naz=— (| Qtz yf 9)) gardy. 
Es 


5， 设 一 次席 式 co 如， 形 是 定义 在 有 面积 的 闭 城 上 的 有 向 有 曲面， 证 明 
| 他 jsK4 
其 中 4 是 王 的 面积 , 玉 是 -- 常 数 . 


8$4.5 Green 公式 和 Gauss 公式 


微分 形式 在 有 向 集合 (曲线 ， 曲 面 和 区 域 ) 上 的 积分 与 在 其 周 


界 上 的 积分 有 着 密切 的 联系 ， 这 一 事实 对 于 数学 和 物理 都 有 极为 
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重要 的 意义 ， 下 面 (8 4.5， 8 4.6) 我 们 分 别 在 平面 和 空间 上 来 讨 
论 这 问题 ， 然 后 我 们 就 可 以 把 一 元 函数 的 微 积 分 基本 公式 推广 到 
平面 和 空间 了 . 
倘若 形 竹 形 是 一 右 界 的 有 向 1 ta 
闭 域 ， 并 且 边 界 3M 是 一 条 或 车 
干 条 有 向 曲线 (图 108) 4,…，I 
组 成 , 则 各 5; 的 方向 是 这 样 规定 
的 : 当 我 们 治 善 i; 的 方向 行走 
时 , 4 的 正 侧 必 须 位 于 左手 . 以 后 图 108 
我 们 一 律 根据 这 个 “左手 规则 ”来 理解 有 禹 平面 闲 域 边界 的 方向 . 
这 样 竹 定 以 后 , 到 的 方向 与 3 的 方向 便 互 相 联 系 起 来 了 , 知 共 一 
个 , 即 知 其 另 一 个 ， 
我 们 先 考虑 两 种 较为 特殊 的 闭 域 ， 第 一 种 有 疝 闵 域 如 图 109 
所 示 : 有 向 闭 域 形 与 zy 绊 面 同 向 ,3 到 由 5 za zs 2 四 条 有 向 上 由 
线 组 成 ， 其 中 的 方程 为 
y=p(7), arb; 
Za 为 有 向 线段 4B; -zs 的 方程 为 
zy PL) ash; 
z 为 有 向 线段 CD， 如 果 开 与 zy 平面 异 向 ， 则 边界 也 改变 为 相反 


详 


I 
! 
| 
一 一 一 一 一 


图 109 图 110 


方向 ，2 和 44 均 可 以 退缩 使 得 二 和 Ls 相 接 ， 第 二 种 有 向 闭 域 如 
图 110 所 示 , 是 将 第 “种 闭 域 旋转 90" 而 得 . 
引 理 1 “如果 者 为 上 述 第 一 种 有 向 闲 域 , M 上 的 函数 PE 名 
则 
所 ap 
[2A © 


证 明 ”不妨 设 于 与 zy 平面 同 向 ， 由 $4.44) 式 ，$1.5 定理 
1 和 8 4.3(7) 式 ， 


[ 联 ce -ce 区 


[PCz pel2))— Pz, Pilz)) I 


这 Pi 一 | Paz 
—is il 
二 Paz 一 | Pdr 
tL 
另 一 方面 ， 
| Par=| Pa =0 
入 [ 玉 
所 以 


同 理 ， 如 果 形 为 上 述 第 种 有 向 闭 域 ， 及 上 的 函数 QE 儿 ， 
则 


| ,2% -|| 且 wa%. (2) 


定理 1(G. Green) 设 开 CC 情 是 一 有 问 闭 域 ， 邓 上 的 一 次 微 
。 248 。 


分 形式 

oOo=Pdr + QWEG. 
如 果 型 既 能 分 成 有 限 个 不 相 重 登 的 上 述 第 一 种 有 向 闭 域 ， 又 能 分 
成 有 限 个 不 相 重 又 的 上 述 第 二 种 有 向 闭 域 , 则 | 


[neom -le 0 
这 也 就 是 
| 加 =| zo. 


证 明 ” 仍 设 形 与 zy 平面 同 向 . 如 图 111 将 到 分 成 为 有 限 个 不 
相 重 又 的 第 一 种 有 有 向 财 域 戏 ，…, Ms 均 与 于 同 沿 。 则 下 (1) 式 ， 


入 


| Ady -lle 入 面 一 一 5 |,, Pu. 


i=1 


图 111 


从 图 111 我 们 可 以 看 到 ，. 上 式 布 边 在 相 邻 用 感 的 公共 边界 上 积分 
为 等 , 最 后 只 剩 下 在 3M 上 的 积分 ， 所 以 


同 理 由 (2) 式 可 得 
。249 。 


"9NM 


ww=| VW. (5) 


(5) 式 减 (4) 式 便 得 (3)， 咯 
例 1 没有 向 曲线 工 为 圆周 xz? 十 加 二 谨 , 方向 为 反 时 针 方 问 ， 
计算 积分 
4 一 人 (eT) 一 (x 一 巷 匆 ， 
解 ” 应 用 Green 公式 (3). 荆 既 为 反 叶 针 方 向 ， 则 按 左 手 规 
则 , 它 转 成 的 有 向 闭 域 导 与 zy 平面 闻 向 .所 以 
bp -2||aA dy — -2||w = — 2xR:. 人 


EE 


推论 ” 设 于 为 定理 1 中 的 闭 域 , 则 用 的 面积 为 


SS | .zw 人 | ru 
=5| za ya, (6) 
其 中 3 的 方向 为 反 时 针 方 向 ， 
证 明 38 既 忆 取 定 为 芭 肝 针 方 向 ， 则 好 与 zy 平 商 同 向 ， 在 
(3) 式 中 取 PP :0, 8(z, 9)=z 便 得 
| ,zw == i 人 Dy 一 [le 一 oH). 


这 是 (6) 中 的 第 一 个 等 式 ， 同 理 证 明 其 余 卸 个 等 式 ， 中 
例 2 计算 椭 同 且 成 的 面积 . 
和 解 ” 栖 圆 有 参数 方 释 
Tacost, y: bsint, 0<t Zn. 
它 给 梢 图 的 定向 为 反 时 针 方 向 ， 应 用 (6) 式 得 所 求 面积 为 


dr 
| zw ab| ，eos2t 履 一 zap。， 
一 有 og 
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设 MCBR? 是 一 有 向 的 有 界 闭 域 , 边界 9M 是 一 乒 或 有 限 片 有 
向 曲面 荆 ，…, 三 。 则 3 至 的 方向 是 这 样 规 定 的 : 如 果 开 与 zyz 空 
妆 同 向 (如 自然 定向 ), 则 和 朝政 外 的 那 一 侧 是 ;的 正和 侧 ; 如 果 蜡 问 ， 
则 朝 内 的 那 一 侧 是 正 侧 ， 以 后 我 们 一 律 按 此 “外 向 规则 ”来 理解 空 
问 有 向 闭 域 边界 的 方 奇 ， 

同样 , 我 们 先 考 虑 二 种 特殊 的 闭 域 ， 第 一 种 如 图 112 所 示 : 有 
向 闭 域 对 与 xyz 空间 同 向 , 9 于 为 2s, 之 s 三 片 有 向 曲面 , 其 中 
一 卫 1 的 方程 是 

z= f(z,9), (x, 3)EDD， 


图 112 
这 里 了 是 有 面积 的 闲 域 ， 荆 * 的 方程 是 
2=f(x, 9y), (x, y)ED. 
三 ;是 柱 面 , 外 侧 疙 正 侧 ， 如 果 形 与 zyz 空间 异 向 ， 则 3 于 也 改变 
为 相 友 方 同 ， 把 这 一 种 内 域 转 成 与 z 铀 平行 得 第 二 种 有 向 闭 域 ; 
转 成 与 y 轴 平 行 得 第 三 种 有 出 半 域 . 
引 理 2 ”如 果 形 所 六 为 上 述 第 一 种 有 向 闭 域 ， 邓 上 的 函数 
RE 多 则 
jawAw=||| 字 Ady Adz. 
uM i 
证 明 不 妨 假 定形 与 xyz 空间 同 向 ， 如 图 112, 由 $2.1 定 硅 
I 和 § 4.4(12) 式 ， 
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三 2( 了 3) oR 7 
=||aw 了 fy 二 


六 


=||RG 入 Ge D) ey {|BaC, g, futz, WD)) ey 


1 
-| 


jaaAw— || Raw 
[Ra A JJawawrt [Rea 


定理 2(C.F. Gauss) 设 人 MCB 是 一 有 向 闲 域 ，Y 上 的 二 次 
微分 形式 
w=Pay Mdz+Qd Ndr t+ Ra NyeEYY, 
如 果 形 奔 能 分 成 有 限 个 不 幅 重 登 的 上 述 第 一 种 有 向 闭 域 ， 又 能 分 
别 分 成 有 限 个 不 相 重 登 的 上 述 第 二 种 和 第 三 种 有 疝 闭 域 , 则 
[|P& A -OAd+t Ri 人 由 


0 
型 


区 一 上 tw. 


证 明 与 Green 公式 的 证 明 完 全 相同 , 略 . 了 
252 。 


Gauss 公式 (7) 自 然 也 和 Green 公式 一 样 ,包含 着 体积 计算 ， 
这 里 不 再 详细 叙述 (习题 7). 
例 3 用 Gauss 公式 解 $4.4 例 1 


解 ||z@y 入 zz413g 瑟 Aiz 二 z 酉 人 硬 
Eg 


二 | dz A Ndz=4rR, 0 


XA 


习 题 
1。 回答 下 列 问题 : 
(1) 由 平面 有 向 申 线 围 成 的 有 向 闭 域 , 其 方向 如 何 ? 
(2) 由 有 向 由 面团 成 的 有 向 闭 域 , 共 方 向 如 何 ? 
{3) 如 何 用 曲线 积分 和 山 面 积分 表示 Green 公式 和 Gauss 公式 ? 方 
向 是 如 何 体现 的 ? 
2， 用 Green 公式 计算 下 列 积 分 : 


(1) | ,syay-- T2844x. 荆 为 团 有 局 x 十 六 二 0*, 反 时 科 方 辐 ， 
(2) (ttD4 一 (2 一 dy 二 为 缚 图 营 寺 如一 1, 反 时 针 方 向 
3， 计算 积分 

| = sinydzteT eosyay, 


其 中 工 为 上 半 辐 周 xz? y=:4rty 守 0), 任意 方向 . 
4。 用 Green 公式 计算 下 到 曲线 合成 的 面积 : 
(1)》 由 形 线 了 一 Geosst, y:= basint, Ot 2 
《2) 又 纽 线 (2 十 3? 二 四 (2 一 9 ， 提 示 : 令 Y 一 ztg9， 
(3) x 二- 一 39x79 (9>0}。， 提示 : 今 y=tz, 


253» 


{4) (2) (EY = 人 (三 ) (过 #4, b,c, nD0, 


5， 设 .及 时 针 方 向 的 封 妆 曲线, 方程 为 
ee y= pt), oth. 
证 有 它 册 成 的 六 积 关 
omit) pty 
4 一 工 | 
3aly (tt) 区) 
6， 用 Gauss 公式 计算 下 列 积分 : 


(1) \ Irigy Adz- ys 人 dr 二 zr 人 UY, 了 为 球 画 让 十 如 十 共 二 RR>, 方向 


| 


朝 外 . 


{2) (i xzyiy dz yzdz Ndr 二 rrdrAdy,， 之 是 由 X= 二 0，# 二 0，% 二 0, 


Tf !1y- 2=1 转 成 的 封闭 曙 面 , 上 方向 朝 外 . 
{3) 有 Cry -Alr+ (2rdrAdy 二 是 曲面 > 一 


i2 gtzs1) ,方向 朝 下 ， 
(1} ' Jdy AAs ydzAdrdi adrzAdy. 2 是 则 加 二 2 十 扩 ( 人 2 起 1)， 


方向 更 下 . 
7， 设 入 中 Gauss 定理 中 的 六 向 闭 域 ，2 对 的 方向 朝 外 ， 证 明 半 的 体积 
六 


v{ YY) 一 zy MgaiydsNdr+ edr Ndy. 
| 


于 

3 

并 计算 出 向 面 :上 5 和 
I=qCo0sutosvy psinysiny, 
#=tr0suany--bsinycost, 
2 CSindg 

内 成 的 体积 . 

8， 设 妾 总 Gauss 公开 中 的 有 让 六 域 ,nm 是 8 鹉 的 外 法 向 场 ,e 站 一 个 国 

定 的 单位 体系 ， 证 明 

| (ees 1e,n) do = 0, 

3 
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夫 


9， 证明， 锥 面 被 平面 所 截 ， 得 到 锥 体 体积 为 -5 4 其 中 记 为 锥 高 , 4 为 


截 口 面积 . 
]0。 诈 明 


-eon (p.mao, 
pe 


其 中 型 是 Gauss 公式 中 的 闭 虞 ,nm 是 3 如 的 外 革 向 场 ，p= (一 的 ¥ 一 8，z# 一 
一 6), (6, b,cC) HM 是 定点 , p 一 |pjl. 


$84.6 Stokes 公式 


设 人 CBR 是 一 有 向 曲面 , 参数 表示 为 

(x, 31 2) = fu v0), (vo)ED, . (1) 
其 中 DC 六 是 t 平面 上 的 闭 域 ，3D 是 一 条 或 有 限 条 有 向 曲线 . 
如 人 4.5 中 约定 , 39D 是 由 左手 规则 定向 的 .我 们 把 1(3D) 也 记 为 
39M. 也 叫做 曲面 江 的 “边界 "(当然 这 不 问 十 集合 牙 的 边界 ), 则 3 
自然 是 一 条 或 有 限 条 有 向 曲线 ， 因 为 D 是 自然 定向 的 ， 所 以 DD 与 
52 平面 同 向 ， 由 左手 规则 可 知 , 3D 如 图 113 为 反 时 针 方向 .于 是 
3534 的 走向 应 如 图 114 所 和 所, 从 a- 曲线 走向 v- 曲线 。 即 沿 着 9 人 4 
的 方向 行走 时 , 开 的 正 侧 在 左手 . 


AN 


图 113 国 114 
引 理 1 泌 形 为 有 向 曲面 (1)， 其 中 妨 满 足 Green 定理 的 条 
件 、 如 果 开 上 的 函数 PE 各 人 则 
#255« 


| 7 上 完全 对 各 和 和 9 (2) 
i 


证 明 设 aD 的 参数 表示 为 
(4,9)=8(t), otB. 
则 3 的 参数 表示 是 
(x, ¥, 2)=fo8(t), otep. 
我 们 假定 fe 多 .于 是 由 微分 形式 积分 的 定义 和 Green 公式 ， 


ee 


‘pofog(t)( + ) dt 


=| Pof 节 Fdut PofSdo 
| 


JE po (Pof 葬 )- (Pof 名 地 Aas 


- 几 备 A +) 9P .9(x,9) 
六 
ji 


dlu, v) dy °f Cw 于 | wAdv 
dz 人 he | 0 


同 理 , 在 引 理 1 的 假设 下 还 有 
| 8%- 总 A 人 -要 WA (3) 


| Ras -先入 人 -信人 妈 . (4) 


因此 ,由 C2) 二 (3) 十 (4) 我 们 可 得 
定理 1(G.G. Stokes) 在 引 理 1 的 假设 下 , 如 果 开 上 的 一 次 
微分 形式 
w= Pdr+Q0 + RdzEY, 
,256， 


由 
| Plz + Qdy ' Rdz 
,i 


-ee 人 - 针 en 
+( 名 -条 ) 和 他 
I Ad dAdr MAdy 
-jj 半 闸 训 
FR & EB 
cosG cosph cosyp 
(5) 


到 这 
=| | dz oy az 0 
型 
pp 名 BR 


也 就 是 
| ee 


例 1 设 有 向 曲面 形 为 
Y 十 8 十 2 一 1，2， yg, 2 这 0， 


方向 朝 上 ， 求 力 场 下 = ( 护 22, 0) 灌 3M 所 作 之 功 . 
二 ,本 村)， 指 向 L 的 正 侧 . 应 


TB 


解 对 有 单位 法 向 场 { J 
用 Stokes 公式 (5) 得 到 上 沿 3M 所 作 之 功 为 
| F.ip = | ,yar + dy + ed 


» 257 9 


0 


MM 


2 
=- 下-=- 
试想 一 想 , 3 开 的 方向 为 何 ? 中 
以 上 我 们 研究 z 了 边界 上 与 内 部 积分 的 关系 ， 共 讲 了 三 个 公 


公式 , Gauss 公式 和 Stokes 公式 ， 使 我 们 感到 惊异 
的 是 , 它们 胡 统 一 成 了 一 个 形式 : 


| 0 =| ao (6) 
其 中 亚 是 有 问 闭 域 或 有 向 曲面 .为 了 探 明 此 式 的 深刻 意义 ， 我 们 
还 必须 补充 一 种 情况 形 是 一 有 加 曲线 ， 
设 谋 是 一 有 向 册 线 , 参数 表示 为 
(x 932) F(t), EL] 《7) 
记 闻 的 起 点 为 4, 终点 为 B: 
A= f(a), B= f (8). 
并 定义 4 和 吾 的 “三 向 ”就 是 天 (和 f(8) 的 方向 仿照 外 向 法 
如 1, 我 们 把 B 和 一 了 《 它 的 方向 是 一 (98) 的 方向 , )》 叫做 于 的 “过 
界 ”， 这样， 流 的 边界 是 两 个 有 向 的 感 B 和 一 4. 设 包 是 江上 的 零 
次 微分 形式 , 对 娟 的 边界 点 我 们 调 定 闵 
| Pe 
但 是 记 住 , 现在 和 是 有 向 的 点 .我 们 又 规定 
| 2=—| 0=—6%(4). 
考 灵通 


这 样 一 来 , 我 们 恒 有 
| “=| w+| w=0(B)--w(d). 
dn a | 
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定理 2 设 寻 是 -- 条 有 向 曲线 ， 起 点 为 4, 终点 为 吾 oE 咎 各 
是 寻 上 的 零 次 微分 形式 , 则 
| Eo 一 Of 一 co(4)。 
¥ 
也 就 是 
| a =| ao、 
证 明 设 形 的 参数 表示 为 (7) 则 
| do -| oidrl oydy tod 
"IH 网 
EF | (OT OY 2) 
-=| 和 oF (6)) (f(a)) 
=w(B}—w(A). 0 
因此 ，(6) 未 中 的 召 可 以 是 有 向 曲 线 、 有 加 由 轴 或 看 同 国 让 ， 
(6) 式 通称 为 “Siokes 公式 ”， 现 再 总 结 表 述 如 下 ; 
Stokes 公式 ” 设 针 CR 是 一 村 向 曲线 ,或 有 有 同 则 尖 ， 或 有 加 
闭 域 ;w&E 各 中 是 站 上 的 内 应 为 0 次 ,一 次 , 二 次 微分 形式 ， 则 


-oY 


在 上 式 中 取 用 二 [a,51C BR,w 王 了 为 [a, 681 上 的 一 元 鹃 数 就 得 


PR |。 b] Ns 
这 正 是 徽 积 分 基本 公式 ， 所 以 Stokes 公式 (8) 是 微 积分 基本 公式 
的 一 个 推 / .我 们 把 微 碍 分 基本 公式 看 作 Stokes 公式 的 特殊 情 
形 ， 财 么 ，Stokes 公式 (8) 万 是 整个 微 可 分 学 的 “ 微 积 分 基本 公 
式 ”1 


六 =| za. (8) 
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习 题 

I 回答 下 列 同 题 : 

(1) 定理 1 和 定理 2 中 的 31 是 什么 意思 ?它们 的 方向 与 形 的 方向 是 什 
人 么 关系 ? 

(2) Stokes 公式 人 8) 包 括 了 哪些 内 容 ? 

2。 用 Stokes 公式 证 明寺 列 等 式 . 并 指出 三 的 方向 ; 

(1) | ,gersdy+ ds — ra /3, 工 为 图 十 六 十 2%? 一 WY， 十 十 2 
二 0. 


(2) | gtadst stodgyt (std 0 LL: sty=2y, yo 


C3) | ta) ata) y+ (2 yd rd, .L: x+y 二 


22 一 2BX, Ty =-2b7, 220, 0<b<o, 


i vy EE 4 + 2 一 必 2 
(4) ) gar zdyt+ zdz A L: z+ 二 2 二 GG wy 十 Zz 


3。 设 形 是 Stokes 公式 (5) 中 的 有 向 出 面 ,a 是 一 个 党 向 星 ， 证 明 
| a xp-dp—2))ando. 


4， 计 算 积分 | ao， 没 


(1) w=y:47 二 X99 十 zxXdz, MM 为 上 半球 面 z 十 好 十 娠 一 1，2 之 4 方向 朝 
上 . 

(2) ww 一 ydz 十 zdy 十 Xz MM 为 zg 二 1 一 22 一 yz 这 0, 方 向 朝 上 . 

(3) ww 一 2zdx 一 ydy 十 YYQz, 是 由 平面 2- Y 十 2z= 二 1, 7 二 0，z 二 0 围 成 
的 曲面 , 方向 朝 外 ， 


§4.7 人 恰当 微分 形式 


上 下 我 们 看 到 ，Stokes 公式 $ 4.6(8) 就 是 微 积 分 基本 公式 在 
空间 的 推广 。 微 积分 基本 公式 说 的 是 微分 和 积分 的 关系 ， 从 原 函 
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数 可 以 计算 积分 .Stokes 公式 说 的 自然 也 是 这 种 关系 ， 如果 名 二 
d0, 则 从 Stokes 公式 有 


| .= .2 (1) 
就 是 说 , 要 计算 在 履 上 的 积分 , 只 要 计算 9 在 3M 上 的 积分 .而 
3 是 比 形 低 一 维 的 集合 (如 果 开 是 空间 区 域 , 则 3 是 有 向 曲面 ， 
如 果 用 是 有 向 曲面 , 则 3 和 L 是 有 向 曲线 ， 如 果 34f 是 有 向 曲线 , 则 


3 不 是 两 个 有 向 的 点 ), 从 而 | ， 是 比 | 低 一 维 的 积分 ， 在 (1) 式 里, 
的 次 数 与 于 的 维 数 是 相 一 致 的 , (1) 式 把 积分 | 化 为 低 一 次 的 
形式 6 的 低 一 维 的 积分 | 


那么 ， 对 于 一 个 微分 形式 @ 什 么 时 候 存 在 微分 形式 OH 比 @ 低 
一 次 ) 使 得 w=49 呢 ?下 面 我 们 就 是 要 研究 这 个 问题 . 
定义 1 设 人 CR 是 一 个 区 域 , wo 是 人 上 的 一 个 微分 形式 . 如 
果 在 中 上 存在 另 一 个 微分 形式 9 使 得 @=49 企 人 上 成 立 则 说 @ 
是 只 上 上 的 一 个 恰当 微分 形式 . 
定理 1 如 果 和 拖 “ 总 另 上 的 价 当 形式 ， 则 ao=0 在 2 上 
成 立 ， 
证 明 如果 中 是 一 次 的 , 则 9 是 零 次 的 , 于 是 
w=d0=0 d+ 0, dy + 0 dz, 
因此 (8 4.2(25) ) 
dAd dAdr dA 


| ar oy dz 
gs 小 6: 


因为 (第 六 章 $1.1 定 理 1) 
6 一 及， Ox = rs, 0%y = Oyxs 
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所 以 
如 wo 一， 


如 果 包 是 二 次 的 , 则 9 足 一 次 的 , 设 
g— Pdr+Qdy + Raz. 
于 是 (84.2(25)) 


__/3R 320 
本 可 I + 名 一 各) 人 
,ff9Y 9P. 


所 以 ( § 4. 2(26)) 


如 | ( 太 各 -六 各 )+( 训 各- 训 各 ) 
(3 Bzgz dzoay 和 


aoQ 3P 到 
+ 为 2) | AA 


反 过 来 , 医 dw -0, @ 是 在 就 是 恰当 微分 形式 呢 ) 下 面 我 们 对 
一 次 和 二 次 微分 形式 分 别 米 研究 这 个 问题 

定理 2 ws 名 候 昌 上 的 一 次 恰当 形式 的 充分 必要 条 件 是 积分 
| ,2 在 2 上 "与 道路 无 关 "( 即 只 与 内 的 起 点 和 终点 有 关 )， 


证 明 《必要 性 ) 设 of 客 是 台 上 的 一 次 恰当 形式 ， 吕 = 如 ， 
则 由 $4.6 定 理 2 得 到 


| ,=| .46-| 0=008) 0(4), 


其 中 形 C2 是 一 条 有 问 曲 线 , 4 为 起 点 ,5 为 终点 。 因 此 , 如 果 六 
CQ 是 为 一 条 有 机 则 线 , 与 如 有 相同 的 起 点 和 终点 , 则 


| 三 | ee 
这 就 足 说 , 9 的 积分 “与 道路 万 关 ”， 
(充分 性 ) 如 果 积 分 | 与 道路 无 关 , 就 可 以 记 
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万 
[=| we 
其 中 并 是 息 点, 了 B 是 终点 ”固定 起 
点 岂 就 得 只 上 的 国 数 少 
0(B)=| o, 68 


其 中 由 4 至 如 的 道路 (CQ 中 的 有 向 

曲线 ) 可 以 由 我 们 自由 选择 . 我 们 

要 证 明 虽 = 为 节 写 简便 起 见 ， 图 115 

只 须 就 二 维 的 情形 来 证 明 就 可 以 了 , 即 假 定 只 C 关 这 只 
w= Pdzr+Qdy. 

任 取 (xo,Y0)EQ， 十 是 (| 如 115) 当 刻 很 小 时 


(rn “kh.yn) {Xn -dn) ‘To “kk,Yo) 
G(rot ho, go) =| o-| "or| 0 


a ‘TOYo) 


tos Yo) 
=| w+ | oz Co, y+ | Par 
| 了 


In- 庆 
=9(z0y) + | PCr, yo) ez, 


其 中 了 是 由 (zu go 至 (十 和 加) 的 有 向 直线 段 ， 因 此 最 后 一 个 积 
分 就 是 定 积分 ， 由 于 PY, 所 以 
(ang) im) P(r, yo) dr =P(zo, #0). 
k=>0 


问 理 
0 { zo, go) 一 如 (ro Yo). 
而 (zw 加) 是 介 中 任意 一 点 ; 所 以 二 86 华 晶 二 成 立 ， 中 
我 们 还 注意 到 , 如 果 外, 46s 同 为 人 上 的 零 次 形式 ， 有 H 40, 一 49。 
在 名 上 成 立 , 则 9 和 9, 相差 一 常数 (第 六 章 §2.4 定 理 2).， 因此 ， 
如 果 双 是 如 上 的 一 次 恰当 形式 , 则 9. 
6(B) =| e+o， (BE Q) (2) 
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(C 是 任意 常数 ) 就 是 全 体 满足 关系 88 一 中 的 8， 其 中 由 4 到 B 的 
有 向 曲线 可 以 自我 们 自由 选择 . 

定义 2 设 QCR* 是 一 个 区 域 ， 如 果 吕 中 的 任意 一 条 封 闲 
Jordan 曲线 (第 厂 伍 8 2.4 定义 3) 的 内 部 全 在 品 之 中 ， 则 称 O 是 
一 单 连通 区 域 . 反之 , 称 怠 是 多 连通 的 . 图 116 是 一 个 多 连通 区 域 . 


图 1I6 


定理 3 设 CR 是 一 单 连通 区 域 ，wE 当 是 人 上 的 一 次 形 
式 . 如 果 dw 一 0 在 吕 上 成 立 , 则 @@ 是 恰当 的 . 

证 明 设 工 是 介 中 的 任 一 封 站 有 向 曲线 , 因为 外 是 单 连通 的 ， 
所 以 工 恩 成 的 有 关闭 域 虹口 出 Stokes 公式 有 


Le 


因此 易 知 | 2 在 上 与 道路 关 ， 由 定理 2 即 知心 是 恰当 的 ， 


例 1 (反例 ) 定 理 中 单 连通 的 条 件 是 不 可 缺 的 ， 考 察 例 子 ; 设 
MH 是 单位 圆周 说 二 六 二 1, 方向 为 反 时 和 针 方 向 , 则 


es 2 > 
| Ey : | (ceosz + sin?t) dt 一 2rs0， 
4 TY 
因此 由 定理 2， 
一 ga 
2 十 yy 


不 是 恰当 形式 . 但 是 
"。264 。 


fa_ x 19_ 3 
全 z+ Ty 2 4 ) 和 人 四 


_/¥ -x 及 一 5) 3 
-( 落 二 zx? 二 gy? drAdy 0. 


事实 上 , w 的 定义 域 是 {(z, 四 : zz 十 绽 关 0), 不 是 单 连通 的 ， 原 点 
是 一 个 “ 润 ”. 
例 2 解 微分 方程 
(z+ y+ a+ (try -3)d=0. 
解 ” 记 右 端的 微分 形式 为 w 因为 
到 (z 一 二 3) 二 l= (tyt) 


Bn Fy 


0 3 
图 117 

在 全 局 上 成 立 , 所 以 go 一 0 在 全 及 上 成 立 ， 由 定理 3, o 在 全 下 
上 是 恰当 的 ， 所 以 存在 8 使 @=-46 处 处 成 立 ， 显 然 6=C( 任 意 常 
数 ) 吕 是 方程 的 解 、 为 了 算出 0， 在 (2) 式 中 取 4= (0，0) 得 (图 
117) 


OCx, 3) | (x+y 1 at (zr—y t+3) dy 
|_+| Gry+D + (3)y 
"OU -OB 
二 | (er Dart| (ze 一 所 + 本 
?十 水 十 TY 一 BY +3y. 


所 以 方程 的 解 为 
pi 0 

同样 , 由 Stokes 公式 和 定理 23 可 得 

定理 4 设 另 C 尼 是 一 区 域 , 且 只 中 任意 一 条 封闭 有 向 曲线 上 


均 可 张 以 一 张 全 在 旨 中 的 有 向 曲面 .如 果 呈 上 的 一 次 形式 oS 罕 虽 
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在 如 上 福 吓 go 一 0 如 ww 是 恰当 的 . 

下 面 我 们 再 来 研究 二 次 形式 ， 为 简单 计 ， 我 们 假定 定义 域 亿 
是 局 中 的 区 间 . 

定理 5 设 CR: 是 一 区 间 ，wE 名 中 是 人 上 的 二 次 微分 形 
式 . 如 果 do 二 0 在 从 上 成 立 , 则 中 是 恰当 的 . 

证 明 ” 设 二 次 形式 

wo=Pady Adz+QMANTRA A YEYGD 

在 人 上 满足 dw 二 0. 要 证 明定 理 , 我 们 只 要 能 求 出 一 个 有 一 项 系数 
为 零 , 例如 第 三 项 系数 为 零 的 一 次 形式 


0 ~—udr+ vay 
使 29=ww 在 人 上 成 立 就 可 以 了 ， 这 就 是 要 解 方程 
- 守 =， (3) 
3=0, (4) 


国定 一 点 (zo, Yo 20)EE 人 (图 118)， 若 (xY, 2) 全 人 2， 则 联结 (zo, yp， 
Z0) 《zo YZ0), 《zy zo) 和 (XY, 2) 的 折线 全 信介 之 中 ， 由 (3) 式 
有 

VE YZ) | Plx, y, 2) Ue, (6) 
同样 由 (4) 式 有 

ux, 9 2) =| Qlz,Y, 2) dz +f Y). (7) 

其 中 契 鹤 "中 任 意 的 ， 将 (667 和 (人 7) 代 人 (5) 式 得 

-| (+) 


但 go 三 0, 所 以 
*265。 


ar tay 2% 
因此 得 : 
s 9R ， 3f 
上 a B= 
所 以 
艺人 y) =— Rs, y, 20), 
所 以 


flr 0) ——|, RG, so) 


(2, ¥, 2) 


(zo, ¥, zo} 


{x0, He, 39 ) 


(x, Eo xz0) 


图 118 
代入 (7) 式 得 & 这 样 我 们 就 解 出 了 2 和 ?请 足 43)、 《4 和 (5)， 从 
而 就 求 出 了 6， 在 此 证 明 中 , 我 们 不 仅 证 明了 的 存在 , 同时 还 肯 
出 了 求 的 方法 ， 证 雪 完 毕 .。 0 
例 3 设 
w= (ry+1)dy Adz+zdz A dr— yeadr Ady, 
证 明 @ 是 怡 当 形式 , 并 求 出 6 使 46 二 %. 
解 的 定义 域 为 只 -= 六 因为 
do=| 训 (cg+ D+ | AdyAds 
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一 (3 一 所 和 人 四 人 az 一 0， 
所 以 由 定理 5, @ 是 恰当 的 ， 求 和 2 使 
a (uaz + vay) 三 


即 求 点 和 2 使 
92) _ 
-+l (8) 
gu _ 
yt (9) 
Gv du_ 
3 (10) 
从 (8) 式 得 
2 一 一 《28 十 1)Z， 
从 (9) 式 又 得 
w= 十 fz, 9). 
代入 (10) 式 得 
af _ 
Er 


因此 只 要 取 f=0 就 可 以 了 . 于 是 我 们 求 得 
0= 地 2 一 (zy 十 Izdy. 0 


习 题 
1.。 回答 直列 同 题 : 
(1) 一 次 形式 为 恰当 形式 有 哪些 等 价 条 件 和 车 = 二 46, 则 如 何 求 得 09 
{2) 二 次 形式 为 恰当 形式 有 什么 等 价 条 件 ? 
《3) 基 什 么 我 们 没有 浪 虚 三 次 形式 为 恰当 形式 的 问题 ? 
2. 和解 下 列 微分 方程 : 
(C1) wayt+ yidr=0, 
(2) (z+20 ar (22+ YLY = 0, 
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{3) (22 一 gd 一 《2 十 siny)}dy=0. 
(4) esBzz 十 (ze 一 2 的 人 8 一 0。 
2ZCT 十 yag Yd dy 


5 rT? ty 了 
(6) dst ydy. 


3 证明 下 列 微 分 形式 上 在 Ra 上 是 恰当 形式 ， 并 求 出 使 @= 吧 的 8., 设 

(1) ow— singzdr 1- seconyzdy 十 Tycos ya. 

(2) w= (27y23 + 2)Ur-| TI 2 dy (32°27 二) az. 

(3) ww —ydyAdz— zdz dy. 

(4) wryzady ds+ yz A dr— 2y2dr A dy. 

(5) w=r:sinzdy \dz— Yrsinzds dr+rtoszar A dady, 

4， 例 1 中 的 @ 在 怎样 一 -个 区 域 ( 尽 可 能 上 大) 上 是 恰当 微分 形式 ? 并 在 此 
区 域 上 求 出 6 使 @=49. 

5， 设 


ndy— ydr 


Omg 


十 3C2， 


则 do=0， 设 加 是 团 周 十 六 = 二 0, 则 | ,==? 为 什么 不 是 0? 


6， 设 人 CR 是 一 开 集 . poE 人 8， 如 果 对 于 一 切 PE2 都 有 pop 瑟 只 ， 则 称 
只是 以 po 为 一 个 中 心 的 " 星 形 区 域 "。 现 设 介 是 以 原点 0 为 一 个 中 心 的 星 形 
区 域 , 又 马上 的 二 次 形式 

四 二 Pig 入 2Z ~ Qaz Nir+ BarAdyt el, 
在 9 上 上 成立 ， 当 (z, 引 zk 时 令 


9=||， Plitz, ty, tz) 2 Jas—say) 
0 
+| ecz iy, tz}tdi 上 ea 一 zz) 
"0 


pe 
+ acez ty, Lz) ldt dy yds), 


证 明 避 ==46 在 纺 或 立 ,〈 因 此 可 见 ， 定 埋 5 对 于 一 切 星 形 区 域 都 是 成 立 
的 ). 
提示 : 1” 求 时 时 与 积分 交换 次 序 ，2” 善 吕 上 的 函数 /6 名 加 则 
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to rm 


1g 
f(x,y, 2) =| 2t ft, yé, 2t) di 
Lg 


一 2 jf et. yt, 31 下 十 | 了 (zt, yt, 2t) 
+ yf, {rt gt, 2t) + afi (zt, yb, 26) ésdt. 
7， 设 四 一 Pi 六 gz 十 Qiz dz+Btz 和 zy 其 中 P, ,RR 均 是 卫 次 齐 次 孙 
数 (第 六 章 § 2.3 习题 110), HL w 一 上， 证明 


0 3 [(2Q--yR)dr-t (rR—zP dyt+ (yP— 20) dz]. 


第 五 广 场 论 大 意 

$5.1 梯度 

第 四 节 的 内 容 对 物理 学 有 着 特别 重要 的 音义， 本 节 仅 仪 怎 把 
它 舰 译 成 可 供 物理 学 ( 电 矿 学 , 流体 力学 ， 理 论 力学 ) 应 用 的 形式 ， 
节 所 谓 " 场 论 . 

前 而 我 们 已 经 多 次 提 和 到 场 的 概念 : 团 疝 场 , 法 商场 , 力 场 和 该 
速 场 等 。 这些 都 是 “ 同 量 场 ”. 

设 CR 是 一 个 区 域 ， 则 说 映射 下 =(P, 8, RR): 只- 天 是 
分 布 企 全 上 的 一 个 向 量 场 . 

在 32.3 中 我 们 计算 了 -一 个 款 的 引力 场 , 用 图 象 来 描写 这 个 场 
就 如 图 119 所 示 ， 丰 图 120 中 表示 一 个 流速 场 . 


图 119 | 图 120 
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除了 向 量 场 以 外 还 有 “数量 场 ”， 例 如 ， 一 个 房间 内 的 温度 在 
每 一 点 上 各 不 相同 ， 其 分 布 构成 一 个 温度 场 ， 一 荔 灯 的 周围 ， 充 
度 也 形成 一 个 场 ， 地 球 表面 的 地 形 可 以 用 “海拔 "来 刻 划 ， 这 也 是 
一 个 数量 场 . 

就 是 说 , 设 QCR 是 一 个 区 域 ， 则 函数 zx: ”人 >R 叫做 分 布 
在 人 上 的 一 个 数量 场 ， 

以 下 我 们 一 律 假定 : 数量 场 和 向 量 场 均 为 名 类 或 多 类 的 ， 
视 需要 而 定 , 不 作 说 明 . 

现在 我 们 先 介绍 数量 场 的 一 个 重要 概念 一 一 数量 场 的 “ 梯 
度 "”， 设 在 空间 区 域 恕 上 分 布 着 一 个 数量 场 w 则 ax 在 一 点 pEQ 沿 
方向 e 的 变化 率 便 是 各 (p) (第 六 章 $1.1 定 义 D). 设 

ee 二 (cosa cos Bb, cosy), 
则 (第 六 章 ，§ 2. 3 定理 1 推论 2) 
字 (p) = (p) eosat Se (P) cosp +9(p) cosy. 
记 


Ou Au 


gradu(p) ={5 (PD) ,3 P) ,RD) )=Tu(p), (1) 
这 个 Jacobian 叫做 数 虽 场 在 点 p 的 梯度 ， 于 是 (图 121) 
Aau 
Su(p) =gradu(p)e, (2) 


(P) 


即 伯 (pp) 是 梯度 gradu(p) 在 方向 e 上 的 投影 ， 由 此 我 们 看 到 ， 固 


如 
定 一 点 Pp, 则 纪 在 点 了 的 各 个 方向 的 变化 率 中 以 沿 傍 度 gradu(p) 
方向 的 变化 率 为 最 大 , 这 个 最 大 的 变化 率 为 


gradu(p) 
lgradzCp) | 


数量 场 的 另 一 个 重 引 概念 是 “等 值 面 "。 设 在 空间 区 域 人 上 分 
。277 。 


gradu(p): = lgradu(p). 


布 了 一 个 数量 场 &% 则 
u( 了 DP) 一 2{74,9, zz) 二 6 (常数 ) (3) 


是 日 中 的 一 张 曲 而 .在 此 曲面 上 数量 场 和 是 一 常数 值 c， 故 (3) 
器 做 2% 的 一 张 等 慎 面 ， 变 化 常数 c 就 得 数量 场 的 等 值 面 族 ， 它 将 
数量 场 分 成 “ 层 ”( 图 122). 

综合 梯度 和 等 值 而 两 个 概念 ， 
我 们 注音 到 : 1) 梯度 


正 是 等 值 面 的 法 向 场 (第 六 章 8$3.4 了 


定理 2) (图 122). 2) 由 于 区 图 121 
在 梯度 方向 的 变化 率 为 gradal>0， 所 以 梯度 场 gradu 指向 等 值 
面 增加 的 方 疝 , 即 是 , 此 ce 则 等 全 而 4 一 cl1 上 的 梯度 场 gradu 
指向 等 值 而 2-c， 3) 梯度 的 模 |gradzx(pb) ;您 大 , 则 在 记 点 沿 梯 
度 方 同 的 变化 率 傅 大 , 因此 在 这 个 方向 的 等 值 再 分 布 愈 " 密 ”. 


2 
O 


NEV = 人 0 


图 122 图 123 


例如 , 图 123 是 一 座 山 的 等 高 线 图 .由 图 我 们 可 以 得 到 , 北峰 
高 , 南峰 低 , 北峰 陡峭 , 南峰 平坦 。 尤 以 北峰 北 侧 梯 度 最 大 ， 

梯度 不 仪 是 场 论 中 的 一 个 重要 概念 ， 间 时 也 是 场 论 中 最 基本 
的 一 个 运算 ， 因 此 我 们 引进 “ 算 子 - 
*。272。 


一 9; 上 9 1 3 一 9 9 3a 
a 区 加 多 


这 个 算 子 读 做 “Nabla”*， 于 是 
gradu 一 六 UV。 

容易 验证 : 

i” Vew 二 eVu(c 是 常数 )， 

2° v(t ua) = vu Vu 

3” Vitz 一 HiIV2a da Yi 

4” Vieu=f' cuyu. 

例 1 设 p=(z,9,2), 2 二 pl. 求 Vz. 

解 ”因为 

82 一 %2 十 2 十 22 

所 以 VP 一 2(0z, gf 2) =2p. 
男 一 方面 ,由 4 二， 


Vp — 2pY7, 
所 以 
= 日 
Vp 
习 题 
1。 回 答 下 列 河 题 ; 


(1) 何谓 数 戌 场 的 梯度 ?数量 场 在 一 点 的 最 大 变化 率 为 何 ? 
(2) 何 亩 数量 均 提 等 值 面 ?为 什么 说 党 值 而 兹 数量 场 分 成 层 ， 
(3) 如 何 图 解数 量 场 的 等 值 面 与 梯度 的 关系 ? 
2. 设 42z 为 数量 场 ,F 为 向 量 场 ， 则 v=? Vuf) 一 ? 
3。 图解 下 列 平 而 数量 场 : 
(1) uy—x?—Y?, (2) u=379— 2:—Y:, 
(3) t=477 十 12x9 十 947。 
® 27 了 3 。 
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4。 求 数量 场 # 沿 数量 场 9 的 梯度 方向 的 变化 率 , 向 时 这 个 变化 率 为 堆 ? 
5， 设 PP 一 (z, 妨 2), 了 二 lpl|。 计算 


(1) gradp . {2) Vlnpz. (3) Vf(p). (VICP’). 
(5) VLfiP)a'pj,a 是 常 向 曙 ，{6) (p*V)p”。 
{7) (pV¥)p. 

人 $5.2 艇 度 和 旋 度 


设 下 :=(P, 8@, R) 是 分 布 在 空间 区 域 人 上 的 一 个 向 量 场 ， 考 虑 
但 中 的 一 张 有 向 曲面 浇 , 记 1 为 如 的 单位 法 向 场 ， 指 向 末 的 正 侧 . 
我 们 把 
fF.neo (1) 


丁 做 向 量 场 下 通过 有 向 曲面 于 的 通 量 . 

车 下 起 流速 场 , 我 们 已 经 知道 通 量 (1) 就 是 单位 时 间 内 流体 通 
过 曲面 玫 的 流量 (384 4， 若 了 与 生成 锐角 , 则 流量 为 正 ; 此 为 钝 
角 ， es 

和 和 CO2 太 Gauss 公式 (84.5 定 理 2) 中 的 六 域 , 了 是 93 的 
单 a 场 , 溃 由 Gauss 公式 ， 
中 -Nar:. (++) 
ja 已 至 
divF + 侍 + 六 二 一 (2) 
叫做 五 的 散 度 ， 则 Gauss 公 a A 
(| Fndr= aivPa， (3) 
EFT “ww 
其 中 nt 是 9 的 单位 外 法 向 场 . 
如 果 我 们 把 二 设想 为 流 迷 场 ， 则 (3) 式 左边 的 通 量 就 是 流 进 


和 流出 的 代数 和 ， 即 流出 (为 正 ) 和 这 进 (为 负 ) 人 相抵 而 得 之 值 ， 如 
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果 开 中 无 某 种 “ 流 源 ", 它 “ 散 射 * 或 “吸收 “ 负 的 散射 ] 访 体 , 则 流 进 
和 流出 应 相抵 得 过 ， 因 此 ; 芳 34 上 的 通 量 非 零 , 则 意味 着 如 肉 有 
流 源 . 通 量 越 大 , 流 源 的 散射 也 醋 大 .而 


sm |r Nado 


就 是 单位 体积 内 流 源 的 “平均 散射 强度 ” ”。 令 型 收 缩 为 一 点 号 则 
由 (3) 式 和 积分 平均 值 定理 易 知 


nat a (4) 
所 以 div 开 人 a) 去 示 流 源 在 一 点 a 的 “散射 强度 ”， 
用 算 子 表示 散 度 鸯 是 
divF =V:F. (5) 
同时 容易 验证 


1” VCF=cV.:『，5c 为 常数 . 

2” VFI-F):-v:F+v'F,. 

3° vprF=¢vF+P.ve. 

例 1 设 了 p=(z,y,2), 7p 二 1p 计算 divp"P. 


解 ” 因 万 
97 oY ,92_ 
i 二天 
又 由 35.1 例 1， 
VP" np" Vp=np" pp. 
再 由 3" 便 得 


六 7 入 = PVPpip' vp 
= 3p | Pp-np” p= (31n)p". 
特别 , 当 x 二 一 3 时 有 
divB =0. 
,3 0 
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例 2 静电 场 Gauss 定理 . 

没 静 电场 场 强 为 百 , 三 是 任 一 封 太 曲面 , 方向 朝 外 ， 我 们 要 计 
算 下 通过 了 的 通 景 . 

设 1 是 了 的 单位 外 法 和 商场 ， 

先 设 五 是 由 一 个 点 电荷 9 产生 的 场 强 . 设 电荷 位 置 为 原点 局 


则 
F(p) 一 站 pz0, 
其 中 p= 上 pl, 这 个 场 在 原点 0 无 定义 , 但 除 原点 外 由 例 1 有 
divF — 4. 
如 果 口 在 对 的 外 部 , 则 由 此 和 Gauss 公式 (3) 显 然 有 通 量 为 ， 
||F.nao=0. (6) 


如 果 口 在 世 的 内 部 、 以 0 为 球 心 , 为 半径 , 在 了 的 内 部 作 一 球面 
王 .( 图 124)， 其 外 法 向 场 也 记 为 
14+， 风 同 样 由 Gauss 公式 有 


人 -Fnac=o 
但 在 了 ,上 半 一 也 ,所 以 通 量 为 二 
[Erac= [fe-nao=a(% =&|[ao 
EE Zs I. 卫 。 
=4ng. . (7) 


再 设 五 是 由 点 电荷 9 …，9gY 产生 的 场 强 ， 记 94; 产生 药 场 强 
沟 王 :三 1 3)， 则 
F=Ft. +hF,. 
设 9 9n 在 的 内 部 ,Imis…9: 在 上 的 外 部 , 则 由 (6) 式 和 
《7) 式 有 
as 2Z7G 


4 [Ee 一 1 ? 
| 


0， i 二 mT, ,RN 


相 加 即 得 通 量 为 
[IF-nao=4r gr 《8) 


最 后 设 五 是 由 连续 分 布 于 一 个 立体 下 上 的 电荷 产生 的 场 强 . 
这 时 就 有 密度 函数 p, 它 在 六 上 连续 , 在 了 的 外 部 为 0. 设 卫 围 成 的 
闭 域 为 形 , 划 由 (8) 式 易 见 下 的 通 量 为 


| 了 CO 一 4 区 [jew. 
这 就 是 静电 场 Gauss 定理 . 
由 此 从 (4) 式 又 可 得 当 pEaV 时 


因此 , 对 下 静电 万 来 说 , 场 紧 散 度 就 是 电荷 密度 揭 4r 倍 , 一 者 成 比 
例 , 这 足 符 合 前 面 指出 的 散 度 的 意义 的 . 
再 设 C9 是 一 条 而 则 线 , 则 


| Fap 


叫做 辣 量 场 PF 在 上 的 环 量 ， 又 记 

Ii 7 ki 
‘9 3 9 
97 dy 92 
PP ® 8 
叫做 五 的 旋 度 ， 十 是 84.6 定 理 1 中 的 Stokes 公式 可 以 写成 


rotF 一 =VxF 


|,, Fdp =||rotrF .nao, (9) 


共 中 nt 是 有 向 曲面 下 的 单位 法 向 场 ， 指向 正 侧 .34 按 和 4.6 开头 
的 叙述 来 理解 定向 ， 也 就 是 说 , 沿 着 3 型 的 正 同 前 进 时 , 法 向 场 从 
。277 。 
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在 左手 . 
设 王 是 绍 土 的 流速 场 .在 台中 任 取 一 点 a, 在 a 点 作 一 单位 
向 量 1， 设 识 是 以 & 点 为 中 心 ， 牌 目 于 于 的 一 个 
圆 盘 .， 则 
| F.ap=| Ftds 


就 反映 了 流体 环绕 辕 周 的 旋转 程度 {图 125)， 而 


元 二 | Pa 图 125 
是 这 个 旋转 程度 关于 面积 的 乎 乌 值 ， 是 “ 平 乌 旋转 强度 ”".。 半圆 盘 
绕 a 点 转动 时 , 这 个 平均 能 然 强度 也 随 忆 变化 , 所 以 它 与 方 同 了 天台 
关 . 令 和 >af 保 持 方 向 训 不 变 ), 则 由 (9) 式 可 得 


jim | ,EF "ap=rotF(a):n 


虐 中 坟 
所 以 I9tF(Q) LR, 好 rTQtP() 在 方向 和 上 的 投影 , 是 流速 场 F 椰 a 
点 的 -一 个 “旋转 强度 ”人 蝶 有 方 辐 性 , 与 方 同 7 有关， 
关 丁 旋 度 运算 我 们 有 
1” VxcF--cV FF， cc 是 常 数 . 


2° Vx CFF,)=V» FtvxF,, 
3° VerrF-vvxF-vp.<F. 
例 3 设 


CP} = Cp) Dp, 
共 中 8 一 1p 5 则 到 则 向 “有 心 场 ”， 证 明 rot 玉 一 0. 
证 ”因为 
vxXp--0, 
所 以 VP PE PV XPTYPD) XD 


=9' (DVPpXp=9p'(p) 2 < 0. 昌 U 
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以 上 我 们 介绍 了 场 论 的 三 个 基本 概念 : 梯度 , 散 度 和 旋 度 ， 我 
们 应 特别 注意 到 ， 这 三 个 “ 度 ” 从 数学 角度 来 看 是 统一 的 ， 因 为 
它们 有 一 个 统 … 的 来 源 ， 就 是 由 微分 形式 揭 外 微分 产生 的 (384.2 
〈《 八 ). 在 这 个 义 意 上 可 以 说 不 会 再 有 第 四 个 “ 度 " 了 


习 题 
1， 同 答 下 列 冲 题 : 
(1) Gauss 公式 联系 了 声 论 的 哪些 概念 1 散 论 右 什 么 物理 音义 ? 
(2) 梨 就 Stokes 公式 和 旋 度 回答 上 题 。 
(3) 为 什么 说 场 论 三 度 企 数学 上 是 统一 的 ?为 什么 说 不 能 有 第 四 个 度 丁 ? 
2。 证 曲 divaxb=6b:To0ta 一 a*rotb. 
3， 记 


A=V’ VV= 二 :十 吉 up 


叫做 “Laplace” 算 子 ， 证 明 
Avv =uAv Au 2Vu: Vv. 


3 


4. 证 明 
rot (rotF) —grad(divF) ~—vV’F. 
5. 设 对 是 Gauss 公式 中 的 闭 战 ,n 是 3 的 单位 外 法 向 场 .ui 天 6 富生 


(1) grad a (p) 一 lim vt vm). 


(2) rot F (p) ~ limyriyy Jax Fado. 


| 
6， 设 针 是 Gauss eg 国 数 f.gEB 中， nn 是 9M 的 单位 外 法 
阅 场 ， 证明 
(1) | 说 2f zc 一 站 ra 


a 


(2) je 1 J vseveart ossen 


《3) (第 二 Green 公式 》 
QT72 。 


人 mM 


af 34 
(fas 加 | ao il Ss lo,. 
uf 9 HH 


(4) 车 了 在 对 内 部 "调和 ?”( 就 是 说 , Af 一 0 在 型 ”上 成 立 ), 则 


Hao = lvlsae. 


(5) 车 了 在 开 内 部 调和 , 则 
1Trraeosfp,n ，1 af 
了 (po) a lo, 
其 中 po 是 形 内 部 任意 一 点 ,p 为 由 po 至 3 江上 的 向 量 . 8 二 ||pj|。 就 是 说 调 
和 函数 由 共 在 边界 上 的 信 完 全 确定 . 
提示 ， 以 pe 为 中 心 , 在 并 内 部 作 一 小 球 , 则 上 和 方 均 在 球面 和 3 之 间 


调和 . 
(6) 《平均 值 定理 ) 夫 了 在 型 内 部 调和 , ps 是 于 内 部 任意 一 戌 , 仿 是 代 上 
以 ps 为 球 心 ,BR 为 半径 的 球面 , 则 


了 (po) 一 1 


Ek 
(7) 若 了 相形 内 部 调和 , 在 对 上 连续 及 非 常数 ， 则 了 只 能 在 2M 上 近 到 
最 天 值 和 最 小 值 ， 
提示 : 利用 及 内 部 的 连通 性 (第 五 章 8 3. 4 定理 1). 
7 设 娟 是 Gauss 公式 中 的 岂 域 ,体积 为 下、 数量 场 ff 色 处 处 非 零 ， 
满足 条 件 
div(fgradf} =af, Ivfll:= 2F, 


共 中 如 是 常数 .a 中 24 的 单位 外 法 疝 场 , 计算 ||2tac， 


a 


§5.3 势 函数 和 向 量 势 


设 在 区 域 2CR 上 分 布 着 一 个 向 量 场 = (P, 8, R)， 如 果 在 
幻 上 有 一 数量 场 纪 使 
。280。 


F=gradd 
在 从 上 成 立 , 也 就 是 
dg Pdr-Qdy + Ras—F.dp 
在 全 上 成 立 , 则 称 下 为 一 有 势 场 ,9 是 它 的 一 个 势 函数 . 
如 果 对 名 中 任意 ~“ 条 封闭 曲线 工 皆 有 
| Fap=0， 
则 说 证 是 一 保守 场 ， 和 如 果 在 人 上 
rotF—0, 
由 说 五 为 一 无 旋 场 . 
由 $4.7 的 内 容 , 我 们 立即 可 以 清楚 以 上 三 种 场 的 笔 价 性 ， 现 
再 叙述 如 下 : 
1” 若 下 有 势 , 4 是 其 任 一 势 昭 数 , 则 ( § 4.6 定理 2) 
| F-dp=0C8) -004), 


其 中 4.8 是 有 向 曲线 如 的 起 点 和 终点 ， 因 此 下 是 保守 场 - 

按 有 势 场 的 定义 , 声 五 是 势 凡 的 梯度 场 ， 央 此 是 等 势 面 9=e 
的 法 站 昌 场 ， 指 向 榴 博 数 8 增加 的 一 侧 ， 

1” 说明, 有 和 劳 场 站 保守 场 , 因此 场 作坊 与 路 答 碟 关 , 并 有 旦 可 以 
通过 势 范 数 8 去 示 场 F 所 作 乙 功 . 图 126 是 有 势 场 的 图 解 . 
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2” 若 下 是 保守 场 , 则 下 有 势 (84.7 定理 2); 
6. 6(B) -| Fap 


即 为 它 的 一 劳 . 
3” 雁 介 中 任意 一 条 封 站 曲线 上 都 可 以 张 以 一 张 爹 在 从 中 的 
曲面 , 则 巨 为 有 势 场 的 充分 必 贤 条 件 是 下 为 无 旋 场 (§4.7 定理 4). 
例 1 求 点 电荷 产生 的 电势 . 
解 ” 设 点 电荷 8 的 位 置 为 原点 0, 则 场 强 为 五 : 


Fp) SD pO. 


这 是 在心 场 , 由 55.2 例 3, 它 是 无 旋 饭 , 所 以 有 势 ， 现 在 根据 2 来 
计算 它 的 执 引 国定 下 点 40, 划 当 点 B8 考 0 时 (图 127) 


9(B) -| Fdp—| F-ap. (1) 


并 加 
设 p=(z,y,%), 则 
Prap= rdrt ydy tzds 


NT dV 十 
pdp. 
所 以 
F .dp -9202 (2) 


芳 以 了 为 参数 表示 线段 38, 则 p 在 141 和 1BI 之 间 ， 因 此 ， 以 (2) 
式 代入 (1) 式 得 


| 
0(B) =9| SP=— + 


1p Ta] 1 4 
其 中 4 是 任 一 定点 . 苦 令 14|-> +oc, 显然 仍 得 一 势 函 数 6. 
__g 
z Pe 
“这 是 将 一 单位 点 电荷 从 无 穷 远 处 移 至 点 五 时 场 强 严 所 作 之 功 在 
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物理 学 中 , 习惯 把 y: 
(DY —0(p) (pA#0) 


叫做 点 电荷 9g 的 “电势 "这 是 单位 电荷 从 Pp 点 称 至 无 穷 远 处 所 作 
之 功 . 趾 
最 后 , 如 果 在 介 上 存在 一 个 向 量 场 BB 使 
F=rotB, 
则 号 叫做 下 的 向 量 势 ， 如 果 
divyF =—0, 
则 五 吊 做 无 源 场 .由 4.7 定理 5 可 见 ( 习 题 ): 如 果 旨 是 区 
词 , 则 天 有 向 最 势 的 充分 必要 条 件 是 下 为 无 源 场 ， 对 十 无 源 场 , 我 
们 可 用 $ 4.7 定理 5 中 的 方法 求 问 量 势 . 
从 $4.7 的 内 容 我 们 应 注意 到 , 无 旋 场 和 无 源 场 在 数学 上 也 是 
统一 的 ， 都 是 恰当 微分 的 问题 


习 题 
1. 回答 下 列 Ib] 题 : 
(1》 有 有 势 场 , 保守 场 和 无 旋 场 有 什么 关系 ? 保守 场 有 什么 物理 意义 可 
以 作 何 图 解 ? 
(2) 疝 量 场 有 向量 势 的 充分 必要 条 外 是 什么 * 
{3) 为 什么 说 无 旋 场 和 无 源 场 的 颖 念 在 数学 上 是 统一 的 7 - 
{4) Totgradau =? divy rot F =? 
2， 求 出 有 心 场 F; 
(p) 一 Pp 
F ip) f1(2)- 
的 势 函 数 . 
3， 在 -一 个 不 包含 厌 总 的 区 癌 上 求 出 向 量 场 p 的 向 量 势 . 
4。 设 FE 名" 足 区 间 纺 上 的 向 景 场 ， 证 明 五 为 无 旋 场 且 有 疝 最 势 的 充 
分 必 村 条件 症 存 在 4 寺 的 调和 国 数 日 使 严 =gradD. 
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35， 没有 向 嫩 声 豆 = 下 二 G, 下 有 向 晴 势 UU,G 有 势 函数 4， 证明 
V0=—divH. rotH =grad(idivU) 一 六 2 已 - 

6 设 此 一 (z2g, yz, 227). 试 将 互 分 解 为 无 旋 场 和 无 源 场 之 和 . 

?7， 设 U(x 2) 一 二 人 十 -3 计算 积分 


| ve Xv-nto, 


其 中 之 是 上 上 半球 而 2 十 妇 十 2 一 1 zx 之 0 是 朝 上 的 昔 位 法 向 场 ， 
提示 : 考虑 wYx- 
8.， 设 和 是 Gauss 公式 中 的 闲 虐 中 是 32 出 的 单位 外 法 向 场 ， 对 上 的 向 
量 场 环 ,GE 安全 满足 
rotf =rotG, divF ~divG, F'n~=~G'n. 


钙 明 F 一 G. 
提示 : 演 虑 太一 F 一 G， 利 用 8 5.2 习题 6(2), 取 f=g, 证明 
人 naiae=o. 


$5.4 正 交 曲线 坐标 
设 直角 坐标 空间 xygz 有 参数 表示 
= (8, y, 2) = fu, vb, ww), u,v, WEG, (1) 
其 中 G 是 直角 坐标 空间 | www 中 的 区 域 ， 映射 了 满足 条 件 : 
1) 了 E 安 ”…; 
2) 子 是 单 射 ; 
3) detJ ff >0; 


3p ap 2p 
du’ dp’ 3aw LE 


我 们 在 $4.1( 五 ) 中 已 经 知道 . 这 时 通过 空间 每 一 点 有 一 条 汪 - 


曲线 , 一 条 " -曲线 和 -条 w- 曲 线 ，5，3P ,3 分 别 是 这 三 族 曲 


线 的 切 向 场 ， 设 eu ex es 是 分 别 与 3 5 了 同 向 的 单位 向 量 
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(图 128), 于 是 > 


p=t7, 3， 2), (%, 旷 ， mw) 
ey 


图 128 
= ee 228 = Ne 
交 -各 Pe a 


其 中 机, 4, 4 六 0, 因为 由 条 件 3)， 
2Pp 3p., ap CD 多 2) 


du “Av 2w (an 2 .20 


者 2 了 ,2 和 2 了 成 ( 正 交 右手 系 ， 所 以 el, es es 也 成 正 交 右手 系 . 
wu’ du” dw 


eu ez @3 册 做 “活动 标 架 ”. 我 们 注意 到 , 根据 $4.1 中 定 同 的 概念 ， 
参数 表示 (1) 不 改变 空间 xyz 的 方向 . 

因为 f 是 单 射 , 所 以 xyz 空 间 中 每 一 点 二 (x, 8,2) 对 应 于 Q 中 
唯一 的 一 点 C4, 5,w), 我 们 把 (4,2, 轨 有 则 做 ,p 点 的 “ 正 交 曲线 坐标 ”. 
这 样 ， 参 数 表 示 () 或 映射 了 虐 赋 邓 了 zyz 空间 一 个 “ 正 交 曲 线 华 
标 系 "例如 , 8$ 1.7(1) 式 赋予 直角 坐标 平面 z9 一 个 极 坐 标 系 ， 使 
得 zy 平面 上 每 一 点 (2, 站) 都 有 一 个 极 华 标 (7, 9)， 再 加,，§ 2.2 (4) 
式 赋 对 直角 坐标 空间 ?8y2 一 个 球 坐 标 系 ， 使 得 zz 空间 中 每 一 点 
(x, 的 2 都 有 一 个 球 举 标 人 ,0 9)， 它 们 部 是 正 交 明 线 坐标 ， 

设 史 是 定义 在 xyz 空间 上 的 函数 .前面 我 们 已 经 知道 梯度 
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grad 儿 和 Laplace 算 子 A( 8 5. 2 习题 3) 在 直角 坐标 系 中 的 表示 : 


3 中 ， 3 中 
it ok, 


‘grad®D =9 i+ 
[a 


oD gp dP 
AP rr Tay + aa 


现在 我 们 要 求 出 它们 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表示 . 谣 grad 人 @ 来 
说 , 这 就 是 要 把 它 表 示 在 和 活动 标 架 e, es, 3 上， 并 以 曲线 化 续 % 
2, 轨 代 换 直角 坐标 X,Y,z. 对 王 散 度 和 旋 度 自然 也 有 同样 的 问题 ， 
我 们 把 它 作 为 习题 留 给 读书 去 做 . 

记 一 个 扼 阵 4 的 转 置 为 4 由 条 件 4) 和 C2) 式 易 见 . 


23 0 
| 13 ) 


0 28 


MT” 0 
on Az? ) 


0 ee 


所 以 


再 外 (2) 式 得 


和 ‘fies 1 0 YAhie, 
9 [ee be: ] -7 2 je 
\ es 1 0 As’ 3@3 


i 让 A 
grad 中 -7G j=JOIF = TOof| |. 
\ As As 
人 es es 
37 As 


of /9Pof DoFf ADof 

JOof (3, 2 

所 以 我 们 得 到 grad @ 的 正 交 曲线 坐标 表示 为 
iad rap Cropel Te oPo 


A ou ST 3 As dw 人 

下 面 我 们 再 求 出 A 的 正 交 划 线 坐 祭 表 示 .， 为 此 ， 我 们 引信 一 

个 混合 运算 : 设 pp,, psER? 是 两 个 向 量 , @21, ws 是 两 个 微分 形式 , 则 
定义 


oP wpP2 = ON Vb x pe (4) 
由 (2) 式 ， 


。 + ap ,9b ap 
平 总 业 、 
dzt+ yijt dh 3 dT 3 惫 十 村 dw 


= (Adi) el (hd) et (Adw)es. 
(5) 
所 以 
dy ditd rAdrjt+da /Adyk 


一 于 (dz 计 4 yj -.- dzk) x (dzi+yi+ dk) 


一 二 (aue， 十 ht2oes-Fhscgepes) 


X (duert Adve tAsdwes) 
= NAsdy \ dwerit A dw i West dmd /Advea,. (6) 
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= 人 人 + 人 人 i+ 私信 邮 . 


则 
do=ADd Ndy Md. 
但 由 (7), (6) 和 (3) 得 


o=vVB- (dy MdritdAdj- dh yk) 


90of gun tw + A 3Dof 
元 2 dv A dip + A dw A du 
Ads dPof 
十 一 一 全 元 3 ——— du A dv, 
所 以 
do =( 了 2 AsAa 9 3 A3At dPDof 
du A 2 dv ja av 
de 
+ a 计 5 du A dv A dw. 


另 一 方面 , 由 (2) 式 和 § 4.2(14) 式 ， 


dr A A SP x .SP asAdvA dw 


= A Asta de A G@2 人 dw. 


代 人 (8) 式 得 

dw=AA NAD A A dv dy. 
再 与 (9) 式 比较 便 得 A 人 B 的 正 交 曲线 坐标 表示 为 
9 4,.hs 9Pof , 9 A dPDof 


A 中 = 二 和 3 和 
.9 hd aDof 
dw A dw 


例 1 求 镭 算 了 名 和 A 的 球 坐 标 表 示 。 
解 由 82.244)) 对 丁 域 谷 标 我 们 有 


P=(x,Y,2)=(rsindcosp, rsingsing, reos0), 
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《7) 


《8 ) 


(10) 


(11) 


于 是 (图 129) 


所 以 


由 一 1，4 一 ， 必 一 了 ein. 
代入 (3) 式 和 (10) 式 便 得 (其 中 了 由 (11) 式 定义 ) 


_, gDBof | es Dof ea dPDof 
A or 二 og i dp ” 2 
A . 六 r?sin 02 +Dsing2 ef 
rsin0\ ag 
i 1 2 ) 
op aing 9p 


= no 

加 盐 ( 各 r a "0 8 
1 a 

sin’ gp’ 


全 (13) 


例 2 在 原点 置 一 点 电 茶 4， 得 场 强 忆 =g 各 ,p= lpl. 再 求 “ 电 
势 " 多 使 
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grad 中 =—F. (14) 


解 ”由 (14) 和 § 5.2 例 1 得 中 满足 方程 


AD-=—VvV'F=0, 


(15) 


即 儿 是 调和 函数 .引入 球 坐 标 (11).， 因 为 下 是 等 势 面 B= 二 c 的 
法 向 场 , 所 以 党 势 面 罗 二。 应 是 属 层 奈 而 ， 因 此 , 车 令 


4 一 中 (7 Y,2) 


并 以 《1D 代入 , 则 应 与 1 和 gp 无关 , 划 


故 由 (13) 式 和 (15) 式 得 


所 以 


取 c =0. 再 由 (14) 式 得 


一 9 一 gradX 一 三 区 全 


所 以 


即 


其 中 pVRTyta. 
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习 题 
1 所 谓 用 正 交 曲线 坐标 表示 三 底 和 算 子 和 是 什么 意思 ? 
2， 证 翅 散 度 的 正 交 曲线 坐标 表示 为 


we 2 F292 9 
MVE (Ah 二 J ahak ) 
其 中 PP, @, 天 是 正在 活动 标 名 2 el ez,es 上 的 分 员 , 即 


F(x, Y, 2) :Fv, we tu, v, we (2, 9, WwW) ea. 


并 由 信 =-div grad 再 得 人 的 由 线 谷 标 表示 . 
3. 证 明 旋 底 的 正 交 曲线 坐标 表示 为 


1 1 1 
yy Pd ee és 
rotF=| 2 2 2 
au ay 7 
1 AP A AsB : 


4， 闪 直角 坐标 空间 xy2 中 引信 和 柱 坐 标 


五 一 (xz #5) = (reosy, Tsingp, 2). 


试 玉昌 傍 度 和 算 子 入 的 柱 举 标 表 示 . 


s SG w 


第 八 章 无 穷 级 数 


前 面 我 们 接触 和 到 的 主要 是 初等 函数 ， 有 相当 多 的 自然 现象 和 
工程 技术 中 的 问题 及 可 这 些 函 数 来 描述 ， 但 是 ， 随 着 科学 技术 的 
发 展 , 人 们 对 自然 界 的 认识 逐步 深化 , 发 现 有 很 多 自然 现象 不 能 用 
初等 贰 数 来 描述 ， 特 别 有 很 多 微分 方程 的 解 不 能 用 初等 函数 来 表 
达 .， 这 就 要 求人 们 去 构造 一 些 新 的 函数 ， 用 什么 方法 构造 新 的 函 
数 呢 ?在 讲 Taylor 公式 时 . 我 们 得 到 过 e* 的 一 个 表达 式 : 


+1 
I et 


mtr 
a 一 ce<zr<< 十 eco)， 


er 一 1 十 z 十 于 十- 


对 于 给 定 的 zx, 显然 有 
ER LF 
ni = 


者 在 上 式 中 全 oo 可 有 


A 
1 a i 3 
2 "加 
. 换 句 话说 ， 无 穷 多 个 需 函 数 的 选 加 产生 了 指数 函数 ， 这 启 
把 无 穷 多 个 卫 数 
WEY), yal) UI), 
壬 加 起 米 , 可 能 产生 新 的 苞 数 J 
S(T) = CF) uz (Lt, (1) 
这 是 构造 新 函数 的 一 条 重要 途径 ， 当 然 ， 随 之 而 来 会 有 很 多 新 间 


四 1 - 


A ep Pr 


题 : 无 穷 多 个 聊 数 如 何 相 加 ?如 何 研 究 由 (1) 确 定 的 函数 的 性 质 ?如 
何 计算 它 的 导数 和 积分 ?这 些 都 是 本 章 要 解决 的 问题 


第 一 六 数 项 级 数 


$ 
和 
| 
无 


i 
人 


S$1. 1 基本 概念 
先 定义 无 穷 个 数 相 加 的 意义 ， 设 
,G2 ns 


吓 一 -给 定 的 数列 , 称 形 式 和 


Sa 二 G4. 十 中 一 一 十 Qs 十 


为 一 无 穷 级 数 , 其 中 各 数 称 为 级 数 的 项 ， 无 穷 个 数 如 何 相 如 呢 ? 我 
们 从 一 个 简单 的 例子 谈 起 : 计算 无 穷 级 数 

] 十 ?十 从 一 十 |<1 (1) 
的 “和 ”我 们 知道 , 这 个 级 数 的 前 1 项 的 和 

5 ,= 本 5 K i 


Re Re 1--r” 


玉 合 上 大， 加 的 项 数 愈 多 ， 如 果 当 RR 二 十 0 时 ， 5S, 有 极限 ， 自 然 就 把 
”这 极限 规定 为 级 数 (1) 和 的 和 ， 现 在 


1 
lim ,= 


H+ 工 一 个 


Jr < 一 1 


因此 有 有 
下 
对 于 一 般 的 级 数 , 我 们 有 下 面 的 
定义 1 无 穷 级 数 
qT tan 《2》 
的 前 % 项 的 和 


-< 


SS, 二 0; + 2+ | a 
_ 称 为 这 级 数 的 第 4 个 部 分 和 ; 如 果 这 些 部 分 和 构成 的 数列 
SS, Sz Sr 
有 有 限 的 极限 8, 我 们 就 说 级 数 (2) 是 收 伍 的 , 其 和 为 8, 记 作 
Sm 一 心 ; 
_ 如果 数 列 (5,) 没 有 有 限 的 极限 , 就 说 级 数 (2) 是 发 散 的 ， 
例 1 出 才 说 过 , 等 比 级 数 


六 ,8 二 1 十 办 十 十 们 十 … 


当 191<1 时 是 收 丝 的 ， 它 的 和 是 二-， 当 9 一 1 时 , 级 数 
> 3 EE (3) 
n=0 2. 
的 部 分 和 
Ss=R> 十 吕 
故 级 数 (3) 发 散 。 当 8g= 一 1 时 , 级 数 
Dg TD =1 +1 1+.. (04) 
她 一 站 n=D 
的 部 分 和 
汪 # 一 偶数 ， 
” 和 ，# 二 奇数 ， 
没有 极限 , 级 数 (4) 发 散 。 当 19| 之 1 时 ， 
_1-g 
i 


也 没有 有 限 的 极限 , 故 级 数 发 散 ， 综 上 所 述 , 等 比 级 烤 S37g" 只 有 


n=0 


po TT 


当 |4| 过 1 时 才 是 收 化 的 ， 0 


收 和 伍 . 
。 4.， 


全 和 
4 
| 


例 2 级 数 a 
1 1 1 1 
Dt" tl ge 
的 部 分 和 | 
，_. 1 1 1 
人 一 十 
mm Se 
2 十 了 
| ee . 
显然 lim 5。 1 琢 级 数 之 ,50# 革 区 交代 其 和 为 1.。 0 
例 3 级 数 
Sn、 1 2 1 人 le 
te 
的 部 分 和 
a ee 
Sa 一 1 十 站 十 到 十 ts 
由 第 四 章 $1.3 的 例 3 得 知 : 当 a 所 1 时 , S， 不 是 基本 数列 ， 因而 是 
”发 散 的 ; 当 w3=2 时 ,S。 是 基本 数列 ， 因而 收效， 特别 当 %=1 时 ， 
调和 级 数 人 
于 二 =1+ 本 十 十 二 十 
发 散 ; 当 a=2 时 ,级 数 
习 直 =1+ 南 十 … 十 十 二 
n=1 . 


这 两 个 级 数 以 后 ?经 常 要 用 到 ， 下 面 我 们 分 别 给 出 它们 发 散 、 收 
八 的 直接 证 明 ， 


先 看 调和 级 数 二， 由 于 


1 .1 
1+ 志 之 忆 ， 
1 1 1 1 1 
EE 
和 
rh a 
1 es 
于 了 二 六 十 十 站 > 站 … 十 剖 一 各 
2 六 :项 到 项 


级 数 的 第 2* 个 部 分 和 
下 
0 
1 
se 
所 以 lim Bu 一 十 ee。 这 说 明 Se 有 一 个 子 列 Se* 发 散 , 因而 ,发 
散 , 故 调和 级 数 发 散 ， 
再 看 线 数 忆 三， 显然 它 的 部 分 和 a 是 一 单调 增加 数列 ， 而 
! 1 


-本 由 te 
a We yr 


岂 8; 是 一 单调 增 而 有 上 界 的 数列 ,因而 收敛 , 故 原 级 数 收 全 人 
; » 5 


a om ep re re I TT 


从 级 数 收敛 的 定义 可 以 看 出 ,判断 级 数 Za, 的 化 数 及 其 求 和 


鸥 问题 , 归结 为 判断 相应 的 部 分 和 数列 5S, 的 效 散 及 求 其 机 颖 的 问 ; 
题 ; 反之 , 任 给 一 数列 5,, 总 可 以 造 一 级 数 ， 人 
实 上 , 只 要 命 
a = gs= Bs— BS,**, Gn = 94 — Sn.1, ”3 
.就 有 . 
十 dz 十 "十 Gn 二 访 。， 


印 A 是 级 数 >. 的 部 分 和 数列 如 果 级 数 >1a, 收 化 , 且 其 和 为 


353, 那么 8 就 是 5, 的 极限 ， 因 此 ， 判 断 数 列 的 徐 数 岂可 化 为 级 数 
的 仇 散 问题 来 考虑 ， 由 此 可 见 ， 级 数 和 数列 大 可 兴 也 相 灶 化 的 , 再 
数列 极限 则 是 研究 无 汐 级 数 的 基础 . 


当 扫 
1， 固 答 下 列 问 是 
(1) 级 数 之 ;cu 的 收 状 和 发 散 是 怎样 定义 的 ? 


但 一 1 


《2) 等 比 航 数 > ,9" 在 什么 条 件 下 收 策 1 ”什么 条 件 下 发 歼 ? 


“- 凡 一 昌 
人 欠 和 淆 判 导数 刊 的 作 叙 竺 者 特 化 为 级 站 的 效 玖 上 问题 
《4) 下 面 五 个 级 数 中 : : 
> 工 同 5 工 直 
Wi = 我 四 包皮 入 
啼 些 收 合 : 蛙 些 发 散 * 
2， 求 下 列 级 数 的 和 : 


(1) 1 一 二 中环 一 言 十 二 (一 De 了 ET 十 


1 


] 1 1 
» -一 一 -全 一 一 一 DL 
人 3 二 Be 


14 7 7 了 :10 

1 1 1 
(0 Tata5t+s.6 

1 315 2 
(51 过 十 班 十 商 十 十 一 2 十 


3， 证 明 下 列 等 式 : 
2n8 十 1 一 
2 \ 放 十 工 ) 


(2) De tv n=1—~M2- 


-1 


| 二 
人 之 DC in2. 


1 i 
C4) 和 二 = 二 (+ 到 十 … 十 高 ) 关中 玫 是 自然 数 - 


4， 证 用 


EE 


1 1 a 1 1 ) 
一 一 一 十 一 一 一 
i -gq) (pndi-g+ pr) 73 十 ? gop ‘torrs 


这 里 7 是 家 然 数 . pn 二 9 天 9 人 如一] 2 和) 
注意 : 习 辐 2.3 中 哪 几 个 小 题 是 它 的 特例 ? 
< 1 3 
3. 证 明和 nm (nm 是 给 定 的 自然 数 ). 


1 1 1 
We eA = Nn PN 
6、 证 明 10<1 二 二 十 守 十 十 T0520. 


7， 作 无穷 级 数 , 使 其 部 分 和 8 一 上 (一 1 2 …)， 


说 


8，(1) 设 们 os 号 一 收敛 级 数 ,其 和 为 5， 用 (5w) 记 它 的 部 分 和 数列 、 


她 二 人 


3 十 3 十 … 十 3。 
| 吉 La 


证 出 lim au 一 次， 


(2) 试 造 一 发 散 级 数 全 ,aw 但 由 (1) 所 构造 的 os 却 是 收 丝 的 . 


基 一 1 


(3) 设 im oo 一 访 , 证 明 gs 一 2(a), 这 里 xx 就 是 (1) 中 定义 的 数列 ， 


9， 设 a>0, 8 一 qt 十 "十 a 证 用 级 数 了 -各 收 人 


沉 二 1 


$1.2 无 穷 级 数 的 简单 性 质 
究 无 穷 级 数 , 一 个 最 基本 的 问题 是 判断 它 的 伊 散 性 , 只 有 在 
级 数 收 敏 的 情况 下 ， 讨 论 它 的 求 和 问题 才 是 有 意义 的 .下 面 给 出 
一 个 级 数 收 敏 的 必要 条 件 . 
定理 1 芳 级 数 可, 收 合 则 im os=0. 


证 明 很 简单 。 设 
向) 一 Sia Ss= Si 
b=1 k=l 


那么 
lim 性 ,一 发 ， im 一 六。 
名 中 十 on + 
于 是 
in an Mi lim (Sr S71) = 0. 0 


这 个 简单 的 事实 可 以 用 来 判断 一 些 级 数 内 发 攻 性， 
例 1 级 数 忆 ( 一 "发 艇 这 是 因为 a 


ao= (Do (>+co 0 


其 中 e 是 任意 常数 . 


例 2 级 数 Znsin 工 发 散 ， 这 是 因为 
Grnsin 130 (n>+co). 昌 


必须 注意 , 4 一 0 仅仅 是 级 数 S14。 收敛 的 必要 条 件 ， 并 不 充 


为 = 一】 


”分 ,也 就 是 说 ， 从 mu->0 不 能 得 出 Van 收敛 的 结论 . 调和 级 数 


n=1 


立 工 便 是 一 个 例子 ， 它 的 通 项 4 = >0Cn-> 十 ooj， 但 它 却 是 必 


无 穷 级 数 移 和 绝 然 是 有 限 和 的 极限 ， 男 此 在 运算 上 当然 有 与 
通 茹 有限 和 类 假 的 性 质 ， 这 里 我 们 首先 指出 的 是 线 福 性 质 . 


定理 2 若 级 数 加 a 和 了 都 收 钱 ， 则 旬 数 ooe 和 


D7 (aot 5) 也 收敛 目 有 
二 天 1 


Dcar=e 2 aq,, Pat ob Sid ye 
k=1 k=l  、 


| bel . 


证 明 ”我 们 证 盟 第 二 个 等 式 ， 命 


,= ent bo), 5! ,一 So 2 一 Db, 


不 1 b= 


量 然 有 4 二 S++ Bs。 由 假定 ,数列 S。 和 S* 都 是 收敛 的 , 因而 8S。 


地 收 敏 , 且 


lim S, = lim S, 人 lim 0， 


为 虽 十 oo 嚼 只 十 加 


ma a EH a Tm 


Dt b.) = Da 下 pL 


另 一 个 等 式 可 同 法 证 明 . “1 
这 个 定理 告诉 我 们 , 收 化 级 数 可 以 逐 项 根 加 . 
例 3 求 级 数 六 (一 蕊 :十 2 的 和 ， 


外 功 考 


解 已 知 等 比 级 数 
5 1)* 3 bp 2r 
> 人 他 一 


守 志 从 Dt a CS 和 + 瑟 多 < 划 了 
与 有 限 和 类 人 的 另 一 个 性 质 是 履 人 级 数 的 可 结合 性 ， 


定理 3 设 Die, 是 一 收敛 级 数 ， 和 如果 将 级 数 的 项 任意 归 狠 


而 不 改变 其 先后 的 次 序 , 得 新 级 数 
(ait tn) Cont 二 4) 十 十 (aassti 十 "二 gm) 十 *…， 
(1) 
则 新 级 数 也 收 化 , 且 了 原 级 数 有 相同 的 和 . 
证 明 设 原 级 数 的 部 分 和 数列 为 . 
S1, B21, Boye | (2) 


它 有 极限 5， 新 级 数 的 部 分 和 数列 显然 是 

Sn,, Sn, Sn 
它 是 (2) 的 一 个 子 数列 , 因而 与 (2) 有 相同 的 极限 8、 时 , 
必须 注意 , 这 个 命题 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 。 即 车 (1) 收 合 ， 不 


OO * 


注入 全 王 级 笋 - 定 收 就 ， 级 数 
1 --]】-- 1---1-- 1 一 - 工 -- eon 
便 是 一 个 沿 译 : 如 果 把 它 两 涡 结 合 起 六 ,使得 一 收 钙 级 数 
-1)-… (1--1)—— (1--1)--.…=0, 
但 蕉 对 (了 也 上 -中 杂 伯 ,定理 3 的 道 命 题 也 能 成 立 . 
定理 4 知 采 ( 册 ) 的 在 同一 揪 号 中 的 英才 有 有 祖 辐 的 签名 ,那么 
从 (1) 的 收效 , 使 能 推 大 级 数 > 收 伊 , 而 上 且 三 者 有 相同 的 和 . 
证 明 ” 设 (1) 的 部 分 和 为 
4, 4 yk" 
外 假定 lim =. st 邦 当 钢 汕 Rl 
变 到 2 由 相应 的 原 级 数 的 部 分 入; 将 单调 地 在 44-! 和 44; 之 间 
变动 , 有 即 
PE Ee 0 或 ds<d4 RETREA). 
命 2- > 十 co 这 时 有 > 十 ce， Wy lim = lim 4 一 售 , 所 以 
lim 他 n 一 笑 . 
这 个 定理 下 面 将 莫 用 到 ， 


定理 5 在 级 数 a 询 面 二 接 有 灌 项 或 加 上 有 限 项 , 不 影 啊 
级 数 的 敛 散 性 . 
证 明 ”在 上 述 级 数 前 去 掉 严 项 得 级 数 


人 


> 
(p= Gm! Game 


类 一 殉 .1 


人 
Sr= oa rn 之 ms 


R=1 二 7 十 1 


已 了 7 9 


并 
入 一 今 。 ml nt (Ts 


基 一 与 2 无 关 的 常数 , 故 数 例 8 与 仿 .m 有 有 相间 的 多 散 性 , 四 而 多 


数 写 yaw13 全 四 有 相同 的 级 散 慎 。 问 非 可 以 证 县 ， 轴 上 上 市 限 需 
Ek=1 站 -和 一 


也 不 影响 级 数 的 敛 散 性 . 0 


习 题 
1， 回 答 下 列 问题 : 


(1) 级 数 之 ja, 收 雍 的 必要 条 件 是 什么 ? 


R=1 


(2》 如 时 级 数 之 _as 收 分, 将 级 数 的 项 任意 妇 组 而 不 改变 其 先后 次 序 所 


n=1 
往 角 新 级 数 是 亚 收 伍 ， 医 收 伊 , 和 原 级 数 的 和 是 否 相 同 ? 反之 ， 从 新 级 数 的 
牙 伍 性 能 否 推出 哲 级 数 时 收敛? 尖 不 能 , 则 在 何 条 条 件 下 ， 从 新 级 数 的 收 鲜 
性 一 宅 能 保证 厌 级 数 也 收敛 ? 
(3) 三 意 改变 级 数 的 有 限 项 昨 否 会 影响 这 级 数 的 伍 散 性 ? 若 原 级 数 收 
化 .大 否 会 改变 其 利 ? 


(4) 芳 福 ,an 人 ,5 都 中 发 做 的 级 数 , 则 对 下 列 级 数 


n=] 及 三 1 


tc [= 办 
> ‘an bn), > (as Ds > nb 
n= n=1 n=1 


的 伍 絮 性 能 得 出 什么 结论 * 
2. 证 明 下 列 级 数 发 散 : 


So 
4 


n=l1 


:十 
有 2 一 人 


0 (2) 之 (一 D "es 


n=t = 
二 1 a 1 n 
13 Ta | > 1 一 二 上 二， 
) nn ( ) \ = 
=1 吉安 1 


AS 5 A a a 
3， 设 > ci 小 仇 ， 大 由 之 iaa fan 电 驳 化 试 党 确 说 霄 ， 
从 一 1 n= 


度 迹 ， 但 内 8 则 族 合 二 2 试 证 之 ， 


人 


R=1 


vin [a 一 全) 9 


oH 1 


5， 设 Ir 1， 试 证 


一 2 本 
1 一 一 人 
及 上 


道 们 题 不 


的 数列. 如果 > an 鸣 纹 ， 试 证 


3、 设 数 痛 人 ne) 和 级 牙 信 ,zfas 一 es) 都 收 化 ,证 盟 级 数 这 04 陛 六 


n=1 


$1,3 正 项 级 数 的 比较 判别 法 


n=l 


从 这 一 不 车 开始。 我们 要 较为 系统 地 过 论 判断 级 数 伍 散 的 方 
活 ， 先 放 伦 正 项 级 数 , 它 与 -最 级 数 的 化 散 问题 有 密切 其 系 ， 


车 220 (n=1.2,…), 则 称 级 数 了 7a。 为 正 项 级 数 ， 俩 姑 
n=l 


Sh wind 部 是 正 项 级 数 . 


人 = 邓 污 入 


设 本 起 . 正 项 级 数 , 它 的 部 分 和 
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王 和 5 上 “单调 塔 数列 . 吊 此 可 得 
定理 1 正 项 级 数 本 4。 收 全 的 充分 必要 条 件 是 


共 部 分 和 数 
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证 明 必 贤 性 旺旺 然 : 当 ， 珊 假定 05) 有 玫 ， 注 国 玖 1) 总 第 淹 
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WT PE oh Pr EB ey a sr 了 
境 数 列 , 故 有 他 眼 , 因而 > cs 收 冀 . i] 
R= 
引 于 下 让 歼 的 逆 分 大 是 区 训 增 可 到 、 它 只 在 欣 部 第 形 : 


嫩 丰 办; 则 全 在 号 的 极 也 ; 大 天 只 虽 怪 赵 于 cs， 关 此 止 项 琶 强 


> a 只 有 两 种 可 能 : 或 者 政 伐 于 在 限 数 ,这 时 之 jas 所 十 oo; 或 者 
及 
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ya. bh ~ ~ 2 

发 散 ] 卫 :52， 纪 > jn 一 53 
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定理 1 是 尖 末 在 项 级 数 禾 散 的 坊 时 本 的 方 渤 ， 卫 全 证 此 它 
级 判别 法 都 由 它 导出 . 
例 1 证 硼 级 数 3 路 人， 
4 ? 


解 这 生 一 个 下 项 级 束 , 有 有 顷 计 有 明 衬 的 党 分 和 有 界 束 行 了 . 
实 . 上 ， 


所 以 该 级 数 收 钱 ， 下 面 帮 会 寿 到 ， 这 个 级 数 的 和 就 是 自然 对 数 的 
旗 . [i 


的 收 义 性 , 其中 尺 臣 征 疙 实数 . 
> I14. 


解 ”前面 已 经 证 明 过 , 当 a 一 1 时, 调和 级 数 了 二 是 发 散 的 ， 
失 二 1 
基部 分 和 数列 无 界 ， 而 当 w<! 时 , 由 于 


ey 
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履 六 "二 的 部 分 和 数列 也 无 界 . 所 以 当 gq 所 1 时 , 下 述 级 数 发 散 . 


再 看 gw>-]1 的 情形 .不 妨 设 ga 一 1-tFo,o 守 0. 仿照 处 理 调 和 
吞 眉 分 别 为 2, 22 23..…. 25-1! 项 , 二 是 有 
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对 J] 给 定 的 坟 意志 选择 充分 大 的 大 使 2* 一 1>n. 于 是 ， 由 于 5。 
单间 增加 ,得 


即 部 分 和 是 有 界 的 , 因而 级 数 了 3 专 当 a>>1 时 收敛 ， 


读 章 试 分 析 这 里 的 处 理 和 对 调和 级 数 处 理 的 异同 之 处 . 
1 5 r 


由 此 全 看 列 ， 虽 然 具 要 c-…0， 总 有 二 一 0， 介 级 数 袜 声 只 有 有 
nl 并 


当 ad 时 才 收 敛 . 这 说 明 此 一 个 正 项 级 数 >) an 收敛 , 不 仪 岁 求 
丸 =1 


go 一 0, 还 此 求 wa 以 一 定 的 速度 趋 于 零 才 行 ， 


应 用 定理 工 可 得 
定理 2 {Cauchy 积分 判别 站 ) 恕 林 fz) 是 (gq, 十 00) 上 一 个 
正 阳 革 畔 二 的 连 线 两 获 , 共 中 上 是 其 个 下 数 , 那么 级 数 


Sa ftFarl) tft +t 
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| fa 


同人 终 收 ， 
演 尖 因 六 证 旋 训 小 的 ， 扬 5 人 下 二 人 
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Tas hp -Daf(r) fe “hb). 
1 上 积分 ， 有 
si 
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0 加 超凡 得 
a ， rarnt+l 轩 | 
pos EAD /dre 2 f(b). (1) 
ee 。 郊 一笑 


姐 果 | 64z 收 伍 , 则 区 (GD 的 左 于 不 党 从 推 基 之 ,Ce 全 1 有 
， k=0 


1 


站 而 级 数 (a- 思 收 化 ;各 果 | f(x)az 发 散 ， 则 从 (人 的 
Ek=0 . 


人 六。 
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币 业 不 筷 式 得 知 STe 从 无 并, 国 而 级 数 六 Ye 十 昌 发 艇 ， 计 
20 k=0 


例 3 网 2 诉 明 了 级 数 避 去 当 a>1 时 收 合 ,a<<1 肝 发 各 .和 
明 积 分 判别 臣 ， 这 个 训 实 显得 特别 简单 ， 事 实 上 ， 只 要 取 =- 
He 去 下 四 级 有 有数 二 二 和 积分 | “至 同 化 散 . 而 后 者 当 a 盖 1 


mt 


半路 策 , es 工时 发 数 ， 因 而 级 数 习 二 也 是 这 样 . 昌 
n=1 


例 4 FE 由 狼 数 了 5 ys 二 总 六 1 下 化 ;& 二 1 时 发 族 . 
证 明 i 小 , 该 级 歼 与 广义 积分 
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当 煞 度 ， 容 艺 硝 测 ; 这 个 三 六 各 分 当 & 关 1 冉 收 人 煞 ; as 时 生 让 
半 耐 上述 级 数 也 契 这 入. 0 

定理 工 国 袋 借 音 ， 人 得 所 接 证 明基 些 级 数 的 部 分 和 有 往往 往 不 
下 和 裤 容 易 的 ， 报 据 定 理 1 得 到 的 比较 判别 法 提供 了 -…- 个 淹 别 级 数 
效 散 的 简单 方法: 只 须 用 一 个 已 生父 散 的 级 数 和 要 判别 的 级 数 作 
江村 使 能 得 贞 结 论 . 

定理 3 (比较 判别 站》 没有 珊 个 正 项 级 刍 > qs 和 1b, 如 

n=1 =1 
虹 从 藤 项 开始 大 不 体式 
db (CN), 

于 么 


(i) 攻 b, 收 人 则 六 Va ,也 收 莽 ; 


n=1 


(00) 站 S76 发 衣 ， 则 之 ,ov 也 发 向 ， 


证 明 ”下 上 调换 级 数 的 有 限 项 不 影响 其 收 敏 性 ， 故 不 妨 由 定 
A ta eh 对 所 有 R=1, 2, *** 都 成 立 ， 分 到 | 用 A,, 号。 记 


Si > 4 科 部 分 和 和 和， 贿赂 然 有 
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(车 5 则 有 界 , 因 扒 4 也 有 界 , 故 
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站 人， 放生 上 不 党 A 7b, = co. 人 


误工 数字 ;= 2 收效 .这 由 不 等 式 


淮 避 -下 全 较 效 的 , 改 知 原 级 数 也 收 八 ， 


便 7 流散 Gna) “ 收 僵 ,因为 当 n 较 大 时 有 不 等 式 
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故 有 不 级 数 收 丝 . 四 
例 8 研究 级 数 


> In(1 二) 


玉 = 
疙 你 下 性 . 
了 人 阅 知 省 


1 .1 1 p= 本 
ll =, 2 
用 
和 1 1 
ee pe ES ed. 
nn nl 二 ft Rl n(nil1) “nr 


(n=1.2,..), 
区 调 训 镜 判 别 蒜 知 原 级 数 收 人 证. 
记 例 8 中 级 数 的 和 为 C, 则 有 
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Sin(1 “天 2 1 一 1n 大 1-1a(z 十 1)， 
上 不 池 为 
lim 3 -1nfm2… 1) |=0. 
中 省 二 me 


Hi ln: DD lan lai- . ->0Ca > co), 在 上 式 中 不 妨 用 
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lnz 代替 ln(n-F1), 得 


C 称 为 Euler 常数 , 它 的 数值 是 
CC 一 0.577215…， 
车 记 
1 Fn 
则 Jim en 一 0 引 有 
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这 是 沽 和 级 数 池 分 大 的 一 个 渐 近 之 式 , 出 中 可 得 
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由 网 十 人 也 
这 说 外 让 和 级 数 的 部 分 下 是 与 Ba 等 价 的 无穷 大 曼 ， 它 随 = 增长 
拘 吉 度 二 分 缓慢 ，23 2 如 总 ， 竹 有 人 计算 过 ， 
We Wr ,A 
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这 和 刚才 的 结论 龙 一 下 的. 
应 用 比较 判别 法 ， 就 是 运用 不 等 式 ， 而 不 第 式 征 可 以 遂 这 航 
限 方法 来 建立 名、 天 和 的 判别 法 比 比较 判别 靶 用 赵 玉 方便 . 


定理 4 入 到 别 法 的 极 扫 形 式 ) 设 >)an， 了 10 是 汕 企 正 
n=l n=1 


项 级 数 ， 及 有 羽 限 


全 省 0<1< ce， 则 了 8, 和 54 同 仇 散 ; 
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1 0， 则 商会 用 政 化 时 ， > ;出 孜 伊 ， 


a, 也 发 艇 
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正明 0G) 投 0 下 lo0. 出 对 so， 行 作 让， 当 2 福 
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因而 二 洽 淖 效 散 . 
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QD 从 了 一 0 则 对 5 1 得 和 ， 2 用， 
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改 由 -的 改 散 便 知 上 而 的 级 数 发 散 ， 中 


例 10 研究 级 数 ZI(1 一 cos 夺 ) 的 化 圾 性 . 
解 ”因为 


所 以 不 论 x 取 行 么 值 ,级 数 神 四 效 . 


3， 同和 客 下 刘 徊 航 : 
(1) 瑟 项 级 数 的 部 分 和 数 下 证 什 么 畦 训 ? 正 项 级 数 收 敏 的 充 要 条 件 臣 
什么 


(2) 级 数 避 J 二 从 什么 条 件 下 政 禾 : 什么 条 件 下 发 散 t 
R=1 . 
(31 设 or0， 人 一 1 2 如 果 记 05, 收 钱 ,能 否 斯 六 Ja; 也 股 效 r+ 
n=1 T=1 
试 党 统 涪 明 ， 
2， 用 比较 判别 法 讨论 下 益 级 数 的 四 笋 性 : 
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TD Pas, 证 蔚 
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(1) 涩 a 半 1 时 ， 绕 数 守 ， 广 族 ， 
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(2) 泊 a1 且 > 十 co 时. 线 让 忆 人- 发 数 ， 


= 
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二 四 站 s、 上 划 二 斥 丰 分 县 EE 下 项 | 例如 ! 二 
i5， 碾 调和 纵 数 Be 旭 去 太 育 分 尿 中 含有 数学 9 的 肛 些 项 ! 倒 如 可 
n=1 : 


过 后 万 给 成 的 新 级 至 是 收 敏 的 , 且 共 和 不 曰 过 80. 
[a 
$1. 4 于 项 级 数 的 其 它 判 别 法 
应 用 比 较 关 别 渤 ， 和 将 正 项 级 数 与 几何 级 数 比 较 ， 就 派生 出 下 
击 症 全 常用 的 判 末 法 . 
定理 1(Cauchy 判 别 法 ) 设 了 qs 是 一 正 项 级 数 ， 
网 一 1 
(yy 如果 存 在 正 数 9 之 1, 舍得 对 充分 大 的 x 都 有 
Va l, 
陀 么 级 才 > ev 收 伍 ; 
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(i 如果 对 无 穷 光 个 都 本 
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站 nr》 政 册 计较 判别 法 知 an 收效 . 


n=1 
4i 由 于 有 无 穷 多 项 部 不 小 于 1 因而 essa0， 所 以 Sa 
这 个 判别 法 的 概 限 形式 用 起 米 更 方便 ， 


定理 1 ,Cauchy 判别 法 的 设 限 形式 ) 设 gs 宇 0(n 二 1,2,…)， 
目 上 极限 
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QD) 当 g<1 时 ， 可 a 收敛 ; 
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(iD 当 4>>1 时 ，S ev, 发散 
es<g 一 e， 
(i) 妆 9<<1 时 可取 正 仇 e 充 分 小 , 使 得 9 二 8e<I， 于 共有 
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A gel (n>N), 
于 以 这 a; 收敛. 
n=1 
(i 当 qg 祈 1 时 , 由 于 和 有 (an) 的 子 数列 (a,,) 使 得 
lim /an ¢>1. 
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这 说明 在 无 穷 多 个 使 得 
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例 1 计 论 圾 数 了 55( : ) 的 伊 散 性 . 
解 因为 
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所 以 级 数 发 若 . 四 
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所 以 该 腿 数 收效 ， 中 "0 
必须 注意 ， 如 果 g 二 1， 即 车 lim Xa =1 则 不 能 判断 级 数 


6 的 复 散 ， 例 如 对 级 数 本 二 和 了 十 都 有 lim 尺 丽 =1， 但 前 
”者 是 发 散 的 ， 后 者 是 收敛 的 ， z 
定理 2 (D’'Alembert 判 别 法 ) 设 a, 是 一 正 项 级 数 , 那么 
(i) 如 果 存在 正 数 9<1, 使 得 当 # 之 N 时 都 有 
| 
| i 
划 级 数 收敛 ; 
(ii) 如 果 当 n> 入 时 有 
| ntl 1, 
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则 级 数 发 散 。 
证 明 di) 根据 假定 有 - 
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由于 祝 是 与 # 无 关 的 常数 , 故 由 比较 判别 法 知 级 数 收敛 


党 入 假定 , 当 #2 注入 时, #4;41 庆 #1, 即 "单调 不 减 故 aw>e 
0, 所 以 级 数 发 散 ， 

和 Cauchy 判别 法 一 样 , 它 的 极限 形式 往往 用 起 来 所 方便 些 . 

定理 2 (D'Alemhbert 判别 法 的 极限 形式 ) 设 ai>>0 


GD) 如 果 im Er RD 
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(ii 如 果 Jim “4+ 一 > i 


证 明 (i) 的 证 明 和 定理 了 的 (i) 一 样 … 现 证 (i). 从 假设 
知 , 对 任意 se>>0, 存在 入, 当 %> 时 ，， 


1 人 > 六 —e. 
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今 取 e 充分 小 , 使 得 9 一 > 因而 级 数 发 散 ， 1 
例 3 讨论 级 数 lr" (2 之 0) 的 效 散 性 . 


解 ” 因 为 

n+1 0, r=0, 
Wn sn Dz—| 
no+m Fn 站- 十 + 吧 n! x" 及 也 过 、 十 co, YX 天 0， 


所 以 级 数 只 有 当 XY=0 时 才 收 敛 . 0 
例 4 讨论 级 数 3 (z+ 之 0) 的 敛 散 性 . 
解 因为 


we 23 。 


所 以 级 数 当 x 二 e 时 发 散 ， z<e 时 收敛 . 
例 5 讨论 级 数 Pro rz CIT) (>0) 的 钙 数 


人 性. 
解 ” 因 为 
¢, 0<z<l, 
0, 2=0, 
次 机 # 
pe es pe sl 
0,z>1,. 
所 以 级 数 对 任意 x 之 0 都 收 钼 . 0 l bi 
和 Cauchy 判别 法 的 情况 一 样 , 当 9g=1 或 9 =1 时 ， 不 能 对 


级 数 的 效 散 作 出 判断 . 级 数 守 工科 二 就 是 这 样 的 例子 . 


n=l ni 


Cauchy 判别 法 和 D'Alembert 判别 法 哪个 强 些 ? 为 了 回答 


这 个 问题, 先 看 
定理 3 设 (a,) 是 任意 的 正 数列 , 那么 
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持 叶 十 品 3 


CE 


iim 
RF On 


证 明 ”我 们 只 证 明 右 半 不 等 式 ， 另 一 半 的 证 法 是 一 样 的 。 设 
二 4 如果 9 一 二 co, 不 等 式 当然 成 立 , 改 不 妨 设 4< 十 co 


lim nt 
于 是 对 任意 e>>0, 存在 六 , 当 n 之 NN 时 
rd 
特别 有 | 
CN <yt+e. 


GN ge, gt cqte, : 
Un YL 1 


是. 


把 这 些 不 等 式 冬 起 米 得 


dws (qt ey) day 
或 
an<an(gt+e) “(gt+e)"” (n>N), 
于 是 
Yar< Vartte) qte), 


由 此 上 即 得 
: lim im Maate,. 


再 全 ->0, 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 、 昌 

从 这 个 定理 可 以 看 出 , 凡是 用 D'Alembert 判别 闫 能 判别 的 | 
用 Cauchy 兰 别 法 也 一 定 能 判别 . 但 反之 不 然 ， 以 例 2 的 级 数 为 
” 例 , 因为 


im Tim Mon = -< 
故 用 Cauchy 判别 共 知 其 收敛 但 因 


lim Ta+L = i (3) 二 信 


dd Gn 二、 3 


本 


D+eo On 担 才 十 bo 


用 D'Alembert 判别 法 不 能 判别 它 是 收 化 或 发 散 ” 由 此 可 见 ， 
Caachy 判别 法 比 D' Alembert 判别 法 适用 的 面 概 宽 些 ， 丛 在 有 
些 场合 下 ， 使 用 D'Alembert 判别 法 要 方便 些 . 

但 总 的 来 说 ， 这 两 个 判别 法 的 适用 面 都 不 算 宽 ， 原因 是 它们 只 


能 判别 一 笃 比 某 个 几何 级 数 收 得 还 快 的 级 数 . 所 谓 级 数 3 


下 一 1 


比 6 收 仇 得 快 ， 是 指 


9 30+ 


ES 


lim p=0 


从 地 十 中 


成 立 ， 例 如, 当 0<4<1,4>1, 6>1 时 , >1 比 避 吉 收 化 得 快 
而 立志 则 比 习 ;ACT 收 生得 全. 


梧 以 证 明 ( 证 朋 留 给 读者 作 练 习 》， 如 林立 满 足 条 件 


n=1 


lim im eH 一 &<<1i 或 dim。 Tim a 一 9<<1， 和 7 9<7<1， 使 得 


放 叭 十 中 


Gr 
lim 一 一 (0. 
和 


这 就 是 说 1a, 比 几何 级 数 31r* 收 化 得 快 ， 因 此 ， 如 果 某 个 级 数 


> 比 几 何 级 数 收 化 得 慢 , 这 两 个 判别 法 就 无 能 为 力 了 ， 必 须 寻 


1 


找 更 精细 的 判别 法 . 下 面 介绍 的 Raabe 判别 法 是 用 立 和 了 儿 


nel 


z ed 从 而 能 对 更 多 的 级 数 作出 


断 ， 
定理 4 (Raabe 判 别 法 ) 设 D0 是 一 正 项 级 数 . 


(i) 如 果 存 在 ?+ 放 1, 使 得 对 所 有 充分 大 的 #, 都 有 
a( On -1)>", {1) 


‘On + 


那么 级 数 收 化 ; 
(ii) ”如 果 对 所 有 充分 大 的 %, 都 有 
| ‘31.e 


nf Ae] (2) 


Ga 1 pe 
则 级 数 发 散 . 
”证 明 (8 取 实数 0, 使 得 +>o>1, 容 易 知道 
(1+ 土 -1 
jim i =0<T 
故 对 充分 大 的 x, 有 
1\" r 
(1+ 坪 ) 一 1 十 工 
由 (1) 得 
: 1\ 十 1Ye 
i 
或 者 


其 “0 (十 1 Ba + ie 
这 说 明 当 4 充分 大 时 ， 数列 za 是 单调 碱 的 , 因而 是 有 界 数列 , 即 


存在 常数 玉 , 使 得 
naar<M (一 1 2 0)， 


有 即 a 
qs < (R=1,2,.)., 
n 
由 比较 判别 法 知 了 7 os 收 全 
(ii) 由 (2) 得 
<1+ +l 
Gp+1 办 


印 za <(a 十 1)anrl， 这 说 明 当 半 充 分 大 时 , na 是 一 单调 增 数列 ， 


今 取 1 充分 大 , 则 当 % 盖 2 时 , 便 有 
。32 。 


Li op。 二 
即 之 台 (Ga>w), 由 此 即 知 导 wm 发散 ，， 0 


和 前 面 两 个 判别 法 一 样 , 实际 应 用 时 , 往往 用 它 的 极限 形式 ， 
定理 4 (及 aabe 判别 靶 的 极限 形式 ) 设 4, >0， 


Ci) a jl)=!>,, 则 六 Yo, 一 十 co 


全 三 上 


Gi) 者 Ie- a( 31)= <1, 则 So 一 上 co. 


n=-1 


证 明 久 给 读 者 作 纺 四 
oo nl b 
例 8 研究 级 数 人 75 二 Te 十 区 -Ce 二 厅 的 收 竹 性 


解 ”容易 知道 
an 十 有 十 1 
人 n+1 RT l 
故 lim -和 -二 1, D'Alembert 判别 法 不 能 判断 它 的 化 散 性. 现 用 


+ oo 全 二 二 1 


及 aabe 判别 法: 


他 . Ne 
-一 1 = 11 = 
BE) ae>1 


故 级 数 收 效 ， 一 般 来 说 ,只 要 z 沁 1, 级 数 


Pre "(xX 十 2) 


都 收敛 . 日 
例 7 研究 超 几 何 级 数 
Fta, B,Y, 2) I 
~1+ St). ata DAL "(Binl) ,, 


eg nlyty 1).: “(y+n—1) 


e 下 和 


的 收 化 竹 , 达 里 w B, yzz 都 是 正 数 . 


Gn + {wt rn)(p+n) 一 > 
本 


由 D'Alembert 判别 法 立刻 知道 7 过 1 时 级 数 收 繁 ; z 守 1 时 级 数 
发 散 .- 当 z==1 时， D Alembert 判别 法 不 能 判断 有 用 及 aabe 判 
别 鞭 : : 
/an 2 = ER 
na- 1)=: tn BTa) yg 


Cpl 

| (n> 十 o0). 
故 当 y 之 8 二 a 时 ,级 数 F(a, 8,? 1) 收 敏 ; 当 -<m 十 太 付 ，F(a， 
有 ?, 1) 发散、 当 ? = 二 时, Raabe 判别 法 也 无 法 判断 , 这 时 必 
须 用 更 蒜 央 的 判别 法 来 判断 . 8 


为 了 得 到 更 精细 的 判别 法 , 我 们 把 Vs 和 收 伍 得 更 恒 的 级 数 


把 


re 而 = (>1) 作 比较 , 
定理 5(Gauss 判别 法 ) 如 果 正 项 级 数 Pi 


lt Eto) arto), 3) 


人 n+1 nlnn 

则 当 售 >1 时 级 数 收 敏 16 一 ! 时 级 数 发 散 ， 
证 明 (i) 设 8>1, 取 a 适合 86>a>>1, 我 们 证 明 , 当 n 之 入 
时 , 有 不 等 式 


Nlnn. 


MM 


1 
i Nn(lnn)”™ 


为 此 目的 , 我们 注意 


日 34 。 


| 全 +o( ) 》 
lnn lnn Tit nlnn 


ln(n+1). ( 1 ) 
ln i) = lt Natasa 


tlt Dy cael to o( 1 


质 以 


人 n\ lnn nlpn nlnn/ 
根据 条 件 (3), 就 有 
: Or -+1 lintxt+ I)Y _8— fF-% +o( 1 ) (a-> 十 cp)。 


如 e+ Tin Rinn ninn 
(4) 


-要 为 8 一 a>0, 数 当 ? 闻 N 遇 ,上 式 取 正 植 , 搂 
n(nn) "as > (n+1) (in(n+ 1))°an,1 (n>N). 

这 说 明 当 = 充分 大 时 ， 数 列 a 是 单调 减 的 ， 因而 有 有 办: 
ntlnan)’“a <， 即 


Mm 
WT 
-从 而 > ya 收敛 . 


(ii) 设 8<1l， 在 (4) 中 取 a=1 就 有 
gn 8%+l in(m+1) 8 一 1 + 


dn nnn Inn Rinn/ 
故 当 4 充分 大 有 时 有 
(rinn)}arn < (ni) ln (Ril)a, +, 
夺 (slnn)a, 是 音调 塔 的 。 于 是 当 # 宇 入 时 有 


(nlnn)a;, > es 二 下 ， 


即 as 之 于 所 以 级 数 泣 6 发散 0 


rl 


例 8 现在 来 考 虚 例 7 中 站 =e 寺 谨 的 情形 ， 容 易 证 明 ， 这 时 


Qn 1 I 
2 ro( ai 
这 相当 于 Gauss 羯 别 法 中 月 -=0 的 情形 , 因而 级 数 发 散 . 0 
在 Gauss 判别 法 中 , 如 果 如 = 1， 则 级 数 的 伊 散 性 还 是 不 能 判 


断 , 内 此 必须 再 找 重 和 精细 的 判别 法 ， 为 此 我 们 要 把 级 数 Jo 称 比 
从 一 二 


和 i 人 们 自然 想到 ， 如 果 把 级 


数字 Ya 和 菜 个 收 全 得 “最 慢 ” 的 级 数 作 比较 ， 这 样 得 到 的 判别 法 妆 


有 一 


然 是 最 有 效 的 了 ， 但 事实 上 , 不 难 证 明 ( 见 习题 8 ) 这 种 收敛 得 “最 
慢 " 的 级 数 是 不 存在 的 ， 因 而 , 利用 和 一 个 已 知 的 级 数 作 比 较 来 建 
立 能 判断 一 切 级 数 黎 获 性 的 “万 能 ”判别 法 是 不 存在 的 .不 过 上 面 
介绍 的 这 些 判 别 法 对 于 一 般 的 级 数 已 经 足够 用 了 ， 


习 题 

1， 回 答 二 多 问题 : . 

(1) Cauchy 判别 法 和 DD Alembert 判别 法 娜 个 适用 的 范围 广 些 ? 

(2) 完成 定理 3 左 半 不 第 式 的 证 明 . 

(3) 在 下 而 三 个 间 别 法 : | 

(i) Gauss 判别 法 (iD Raabe 判别 匡 , (iiiD) Cauchy 判别 法 中 ，(G 比 
(ii 强 . 5ii 比 iD 强 , 为 什么 

(1) 能 容 授 到 一 个 能 对 … 团 收敛 的 瑟 项 级 数 作出 判断 的 判别 法 》 为 什 
么 ; 

2， 讨 伦 下 列 级 数 的 效 艇 人 性 : 


(7) 三 nt (2) 3 3 
ma=1 


全 一 1 


3G 


(3) TEE+ De (4) Ey 
Nm] 
人 mrl oo 
C5) = Ts (6) 六 二 (oz>0)， 
n=1 十 二 < 


(1). Wo 之 (到 -， 二 
史 生 1 
. lnn 
人 De 
(10) ty (a>0, 8>0, ce>0). 
a i ) 
3 利用 Raabe 判别 靶 , 讨论 下 列 级 数 的 收 襄 往 : 


vn! 
. Frei rr 


Li 天 
jg i 0). 
rr >> 


4. 利用 有 aabe 判别 法 证 明 , 当 8 一 1>>a>0 时 ,级 狂 


,agt1) Cat n) 
区 DBI) 


收 化 ， 其 和 为 [二 

5。 设 a; 息 单 调 减 的 正 数列 , 证 明 级 数 全 ,cn 与 级 数 六 "2rgi* 同 仇 散 ， 
m =1 = 

6， 利 用 上 题 结果 证 明 : 

(1) > 一 当 c>-0 时 收 化 ,a<<0 时 发 数 ， 

(2) 三 交大 


二 2 


* 37 « 


9， 设 yas 是 一 正 项 级 数 ， 如 果 


Tel 
in San =9<1, 
则 必 存 在 eg 了 使得 an 一 0477) (8 一 十 co) 


8. 3 是 一 收 伊 鬼 正 项 级 数 , 试 作 一 收 妆 的 下 项 级 数 信 3b 使 得 


叶 雪 1 , el 


lim 2 =0. 


Led mn ed 


$1. 5 一 般 级 数 
所 谓 一 负数 斌 a, 是 指 a 可 正 可 负 、 例如 级 数 


A=1 


(Dr Ds einn 


都 属于 这 种 情形 . 


”因为 级 数 的 伍 散 性 等 价 于 它 的 部 分 和 数列 的 敛 敬 性， 利用 关 
于 数列 的 Cauchy 收敛 原理 , 立刻 得 到 - 


定理 1(Cauchy 收敛 原理 ) 角 数 a, 收 久 的 充分 必要 条 


件 , 是 对 任意 e>>0, 存在 自然 数 入 ; 当 4 入 时 
|aarit onirzt "+ anrs] <e 
对 一 切 自 然 数 p 成立， 
这 个 定理 告诉 拒 们 ， 在 收 全 级 数 的 充分 远 的 地 方 性 意 截 取 一 - 
段 ( 不 论 这 一 段 包 括 多 少 项 )， 它 的 绝对 值 可 以 小 于 任 党 事先 指定 
的 正 数 ; 反之 亦 然 . 


例 1 设 ss。 是 单调 减 的 正 数 列 , 如 果 B7a, 收 伊 , 则 必 有 a 一 


Ce 


5 


证 明 ”根据 Cauchy 收敛 原理 , 对 任意 8 之 0, 存在 六 , 当 3 

时 ， 和 
ansit tanys| <e/2 
对 任意 自然 数 成 立 ， 今 取 ?一 而且 网 6 是 单调 减 移 正 数 列 ， 故 
当 ?2>A 时 有 
2nG2n <2(6n 1 十 … 十 Gon)<<e。 
又 因 四 
(28+t 1) ow) S20 Gan i100 (n> 二 co20)，, 

所 以 有 lim wan 二 0. 3 

恢 鲜 原理 是 一 个 普遍 人 的 攻 则 ;, 它 适 用 于 一 切 级 数 , 而 不 考虑 某 
些 级 数 的 特殊 规律 ， 正 因为 如 此 ， 用 它 去 判别 其 些 具体 级 数 的 化 
获 性 并 不 方便 ， 因此， 我 们 必须 针对 某 些 级 数 的 特殊 规律 给 出 相 
应 的 判别 方法 . 前 面 关 于 正 项 级 数 的 许多 判别 法 就 是 按照 “ 正 项 ”. 
这 个 条 件 给 出 的 . 

现在 讨论 一 - 般 级 数 中 较为 特殊 的 一 种 一 一 交错 级 数 ， 它 的 项 

负 交 错 地 出 现 . 例如 、 


We 
i 和 人 S13 a 


便 是 一 个 交错 级 数 。 我们 把 一 般 交 错 级 数 记 为 . 
> (—1)" en = -at oa 


其 中 四 >0 (n==1, 2，…)， 对 于 这 种 级 数 ,有 一 个 很 简 间 的 判别 
法 . 
定理 2CLeibnitz 判别 法 ) 如果 qu 单调 减 移 于 0,， 那么 交错 


.8 39° 8 


级 数 忆 (一 ”as 收 全 


证 明 用 &。 记 这 交错 级 数 的 部 分 和 . 人 
dan_ 1 一 zn 这 0， 所 以 
Sz2n= Sr.2 (G2n,) a 
即 5;, 是 一 单调 增 的 数列 ; 又 因为 
Syn =a {0 — 03)— (gu—Us)—— (gn.2— tn_1) — dan 
GL ， | 
即 So 有 上 界 , 故 8a 是 一 收敛 数列 , 记 其 极限 为 8， 于 是 
人 Ron (一 十 co)， 
这 里 我 们 用 到 了 ea, 一 0  (z 一 +co) 的 条 件 ， 既然 8。 的 偶数 项 子 
列 S,, 和 奇数 项 子 列 S。,;; 有 相间 的 极限 5, 所 以 3。 也 以 3 为 极 


限 ， P32l a gs 收 化 、 
应 用 Leibnitz 判别 法 , 容易 知道 下 列 交错 级 数 
> (—D" >, CD 
部 是 收 人 证 的， : 
设 忆 (一 Da。=S. 首 用 3, 代 赫 8, 则 其 误差 为 
i 
即 用 第 二 个 部 分 和 S。 代 幸 号 时 的 误差 不 超过 第 十 1 项 的 绝对 


值 . 事实 上 , 由 于 sn 单调 曾 趋 于 入 ,而 
sn 一 So 一 (on 一 anrDsSos- 1 
Bi San+l 单调 减 趋 于 5， 所 以 不 论 x 是 奇数 还 是 偶数 , 都 有 
[Sa—S|S|S—Sa | =anrt 
- AO * 


这 个 结论 在 今后 近似 计算 作 误差 估计 时 很 有 用 , 
交错 级 数 毕 竞 是 很 特 斧 的 一 类 级 数 ， 下 面 我 们 将 给 出 两 个 较 
为 重要 的 一 般 变 号 级 数 的 判别 定理 ， 为 此 , 先 证 明 两 个 引 理 : 
引 理 1( 分 部 求 和 法) 设 Se=e 十 … 十 oz (一 1 2 …), 我 
们 有 


1 


Ye -S80 Br) ti ba. 
证 明 因为 Qs Ss -SN.,, 所 以 


Dl aby=8b i (8 —S) bd (5, —S,.1)b, 


k=1 
一 必 ) (各 ba) 十 入 区 可 一 让 二 人 b s) Sn bn 
这 就 是 要 证 明 的 . 8 
从 分 部 求 和 公式 避 以 准 出 一 个 重要 的 引 习 
“5l 理 2(Abel 5| 理 ) 设 


ms, Soren, (下 一 :1, 2， 多 1), 


i=1 


则 有 


nN 
bm Yasb, <hM 


此 三 1 
证 明 由 分 部 类 和 和 公式 得 


条 一 于 


> b, = = > SD, 一 Be 40) 十 三 ， 已 


大 =1 


Sm 5 SC 6,.,)+6 ‘|= M6, 


bs*1 


同 理 可 让 也 0b, 之 mb 8 
利用 Abel 引 理 便 可 证 明 


定 得 3(Dirichlet 判别 法 ) 如 果 级 数 YYas5 满足 下 面 商 个 


bl 
条 件 ; 
(i) 九 单 调 减 趋 于 0， 
(ii Si 二 十 qz 十 … 十 8 有 界 , 即 15; | 和 (二 1 3.…)， 
证 明 ”由 条 件 (ii) 得 
”MSSantt a EM— SS. (p=1,2,.…), 
艳 由 Abel 引 理 得 
—6, (M+ SD) bs bs (M5, ) 
或 者 ' | 
jan ribn 1 十 … 十 Ge+zBr+p] SMD ,1, 
由 于 Bb 一 0, 故 当 ?> 六 时 ,可 使 如 ， < 于 是 当 wN i 
lon,iDbs ,1 np ba sl <e 


对 任何 自然 数 了 成立 ， 所 以 qsB 收 化 。 日 


b=1 
如 果 在 上 面 的 级 数 中 取 4 二 (一 1)* -1!, 则 显然 有 
[S|=|g+… ta |<l, 


故 当 5 单 请 下 降 趋 于 0 时 , 级 教 7( 一 1)*-'6; 收 化 ,这 就 是 前 面 
为 =1 


忆 , 经 得 到 过 的 Leibnitz 判别 法 ， 可见 Leibnitz 判别 溃 具 是 Diri- 
-chlet 判别 法 在 az 一 ( 一 1 的 特殊 情形 . 


定理 4 (Abel 判别 法 ) 如 果 级 数 Saibs 满足 下 面 两 个 条 
R21 


ss 442 。 


加 性 ? 


体 ， | 
(i) 5 单调 有 界 , (Ya 收敛 ， 那 么 级 数 a5 收 化 
b=1 b= 
证 明 因为 5; 单调 有 界 , 故 有 极限 , 设 其 极限 为 5。 不 妨 假 定 
6; 单调 减 超 5， 命 6; 一 B& 一 b， 则 妨 单调 减 趋 于 0 又 因为 


Ya 的 部 分 和 有 界 ,根据 Dirichlet 判别 法 ， 级 数 沪 1a.64 收 全 
k=! R=1 
于 是 

a = Sa i 

rl: 遍 =1 k=1 


所 以 Seybi 收 伊 ， “人 
K=1 


上 面 两 个 判别 法 的 条 件 互 有 强 弱 : Dirichlet 判别 法 中 5 单调 
减 趋 于 0 的 条 件 比 Abel 判别 法 中 bi 单调 有 界 的 条 件 强 ; 而 S, 有 


” 界 的 条 件 则 名 于 Abel 判别 法 中 Sa; 收 化 的 条 件 ， 因 此 , 在 使 用 
此 三 3 : 
中 用 哪个 判别 法 较 好 , 要 针对 具体 问题 作 具体 分 析 . 
例 2 研究 级 数 了 2 一 的 收 线性 . 
解 这 个 级 数 既 非 正 项 级 数 , 又 非 交错 级 数 ， 若 取 5 = 二 , 则 
pa 单调 减 趋 于 0. 命 mm 一 cosaz, 则 E 


Deosnz 


二 1 


| sin( NT+ 王 jz 一 sin 过 


| 2sin 志 


SS 
因此 ， 只 要 < 不 足 2r 的 倍数 , > )o, 有 界 ， 根 据 Dirichlet 判别 
法 , 原 级 数 在 过 2hx (一 0, 士 1 士 2,…) 时 收 但， 事实 上 , 当 z= 
24z 时 ， 上 面 的 级 数 就 变 成 调和 级 数 二, 因而 是 发 散 的 、 “0 
” 例 3 研究 级 数 Y)22s 2( 1 十 二 ) 的 收敛 性 . 

解 ， 由 上 例 知道 , 级 数 ) 223 于 是 收敛 的 ， 而 数列 (1 二 二) 
单调 增 趋 于 。, 因而 有 有 界 ， 根 据 Abel 判别 法 , 该 级 数 收 化 ，。 昌 

例 4 研究 级 教 >) (一 D)"sia 的 收 敏 性 . 

解 因为 sin?ma= 村 (1 一 cos2n)， 而 级 数 

忆 (-0D" 二 ， Di 1) "ces22 

由 Dirichlet 判别 车 易 知 是 收敛 的 , 因而 原 级 数 


S \ 
了 > (一 D'S n = 计 宕 (- 1D) "二 Ds Wp 


3 
下 
PA 


坡 伊 ， 


i， 回答 下 列 问 题 
(1) 普 对 了 一 1 2, 3…, 均 窑 
lim (gatit e+ aa+p) =0, 
能 再 断 言 了 7a, 收效 
=1 


» 44+. 


(2) 放 S CD 'on 是 一 交 铺 级 数 , 如 果 es-~>0， 但 on 不 是 单调 数列 ， 


n=1 


能 否 断 言 这 交错 级 数 收 襄 (见习 题 6)? 
(3) > 都 是 收敛 级 数 ， 3 bn 是 否 收 和 雍 ? 者 De, 


二 1 寻 =l Reml 


ys. 都 是 收 挨 的 正 项 级 束 , 情况 又 如 何 ? 


R=1 


(4) 设立 "ou 是 一 收 笋 级 数 ,如 果 


R=l 


lim Se=1, 
用 + 人 


能 否 断 言 六,6, 也 是 收敛 级 数 ? 请 研究 例子 


N=1 
> 


2， 利 用 Cauchy 收 伍 原理 , 讨论 下 列 级 数 的 收 化 尾 : 


(1) Sa (2) -sn 
N=1 到 天 上 
: cog (m1!) aecosh 二 hainn 
(3) artnT (4) > 


3， 试 用 Cauchy 收敛 原 再 , 证 明 交 错 级 数 的 Leibnitz 判别 站 
4 设 sco<b = 1 2 如果 袜 Ya 本 -16 都 是 收 训 级 数 , 证明 


Li 有 一 卫 
了 字 ,o, 也 收 敌 ， 
n=1 


收 敦 的 充 要 条 件 是 (a,) 有 界 ， 
s 45 # 


6， 证 明 级 数 
(Dn 


一 It 
ee De TI + 1 3 二 


发 散 
7， 讨 论 下 列 级 数 的 收 笋 性 : 


和 人) 有 
(1) 这 i (2) ,De 


G) 之 (一 Disin 二 ， 


8， 讨 论 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
二 sin 说 和 sinnz 
(0 CO) tt +t 


n=1 


(3) Dsin(z Vt): 


n=1 


| Dr 
9. 证 明 级 数 之 一 收 笋 . 


= 


a 如 果 级 数 于 各 收 旬 ， 那么 对 任意 之 a, 级 数 冯 人 也 收 全 


贫 一 了 B=l1 


11。 如果 


lim a -1)=41>0, 


那么 交错 级 数 六，( 一 1)"…!gs 收 笋 。 


-最 1 


12， 试 作 一 收藏 级 教 袜 Ta 使 得 a; 发 散 ， 


=] 外 二 1 


13， 设 5 划 调 党 趋 于 0 Do. 收敛, 证明 


lim (q+azt+ + a) b= 0 
提示 ， 利 用 Cauchy 收 合 原 理 和 Abel 引 理 ， 
156+ 


14. 如 果 人 也) 写 (go 六 门路 误 , 试 证 


R=1 


a / 
15， 访 (2 是 正 的 单调 增 趋 于 十 co 的 教 列 , 如 果 也 a, 收 第 , 试 证 


n=1 


#191+ A 十 Gap 一 OfBn)。 


$1.6 绝对 收 仇 和 闲 件 收 仇 
前 面 我 们 介绍 了 一 般 变 号 级 数 的 两 个 重要 判别 法 ， 但 对 于 某 
些 变 号 级 数 来 说 ， 可 以 用 更 简单 的 方法 判定 它 收 钱 ,例如 级 数 


(一 DM 京 的 符号 变化 规律 并 不 容易 掌握 ， 但 若干 脆 让 每 项 


也 一 上 


玫 取 绝对 利 , 便 得 一 收 伍 级 数 闵 点， 问题 是 从 |,| 的 收效 性 
能 示 推 出 之 ,mr 收 化? 结论 是 肯定 的 . 
定理 1 车 了 1o, | 收 化 ， 则 las 也 收 全 


证 明 因为 之 ,|ou | 收敛 ， 根据 收敛 原理 , 对 任意 2 这 0， 存在 
NW, 当 8 二 六 时 ， | 
> | cn 十 十 ea < 
对 任意 自然 数 2 成 立 ， 于 是 当 z> 和 时 , 不等式 
[an zit 二 an rs! S| Gr! TT 二 10s ,5| <e 


对 伍 意 自然 数 p 成 立 ， 因 而 之 jan 收 化 ， 0 
上 


由 这 个 定理 易 知 级 数 
se 47 村 


pe —1)iv*l < 2 


入 n=l 


都 是 收 伍 的 
可 是 必 多 注意 , 定理 11 的 逆 定理 不 成 立 , 即 从 Yo, 收 敏 ， 不 


租 二 i 


能 断言 31|a, | 出 收 做 . 级 数 了 (一 一 D)”” 方 就 是 这 样 的 例子 


=1 


由 此 可 见 , 所 有 收 丝 的 变 号 级 数 可 以 分 成 机 类 : 一 类 是 es 


” 收 王 ， 习 1el 也 收 绩 ; 另 一 类 是 a 收 全 如 ol 发 下 我 们 
把 前 一 类 级 数 叫 做 绝对 收 化 级 数 ; 后 一 类 叫做 条 件 收效 级 数 . 
例如 上 面 的 三 个 级 数 都 是 绝对 收 化 级 数 ， 而 了 (一)! 二， 
= 


Ss 1D" 便 是 条 件 收 全 级 数 . 


be 
例 1 证 明 级 数 (一 1)"sia-a 条 件 收 剑 


证 明 该 级 数 的 收敛 性 已 在 § 1.5 的 例 4 中 证 明 过 ， 现 在 证 
肖 


之 


21 


ee Dr" 2 也 Ep ?4 


为 二 1 


发 散 ， 如 果 它 收 敏 ， 则 因 立 122s2 收 敏 , 因而 


Ssin'n 及 十 2 1 3 1 


@ 8 。 


也 收 敏 , 这 是 不 可 能 的 , 所 以 7S 发散。 


绝对 收 伍 级 数 和 条 件 收 敛 级 数 有 十 分 重要 的 差别 . 

大 家 知道 , 有限 个 数 相 加 时 , 被 加 项 可 以 任意 交换 次 序 而 不 影 
响 其 和 无限 个 数 相 加 时 , 级 数 的 项 是 否 可 以 任意 交换 ? 

显然 , 交换 级 数 中 有 限 多 项 的 次 序 ， 既 不 改变 级 数 的 收敛 性 ， 
也 不 改变 它 的 和 ， 但 车 交换 级 数 中 无 穷 多 项 的 次 序 ， 情 况 就 不 同 


了 ， 例 如 记 级 数 (一 1)* 土 的 和 为 , 即 


1 1 ,1 


2 下 
It 4 5 : 6 7 Fa 一 总. (1) 
两 边 乘 以 二 得 
i es _1 
a 
把 上 面 的 级 数 改写 成 
: L 1 1 1 ET 
i VE a > (2) 
(1) 和 (2) 逐 项 粗 加 , 即 得 。” 
1 _3 
Rg 


这 个 级 数 是 由 (1) 交 换 了 无 穷 多 项 的 次 序 后 得 到 的 , 它 的 和 变 成 了 
3 8， 这 个 例子 说 明 , 交换 级 数 中 无 穷 多 项 的 次 序 ， 有 可 能 改变 级 
数 的 和 ， 下面 将 要 看 到 ， 之 所 以 会 发 生 这 种 情况 ， 原 因 在 于 
半 (一 D 汪 是 一 个 条 件 收 全 级 教 ,而 绝对 收敛 级 数 则 可 以 任意 改 

变 其 项 的 次 序 而 不 影响 级 数 的 和 ， 下 面 就 来 分 析 产 生 这 种 差别 的 


原因 . 
ss 49 。 


岗 
设 ya, 是 一 变 号 级 数 ， 我们 用 下 面 的 办 法 将 其 正 项 和 负 项 
分 开 。 命 


~ 
=" 若 an > 0, (R=1, 2, 由 
0， 车 Qn <0, 


et . po ‘n=1, 2, 0) 
0, 车 an 二 0 


显然 ，Yot， 了 oz 是 两 个 正 项 级 数 ， 前 者 是 由 原 级 数 中 的 正 项 
和 零 组 成 的 级 数 ， 后 者 是 由 负 项 的 绝对 值 和 零 组 成 的 级 数 ， 以 条 
件 收敛 的 交错 级 数 (一 1)" 二 来 说 , 它 的 正 项 组 成 发 散 的 级 数 
= 二 有 2 
> 
它 的 负 项 的 绝对 值 也 组 成 发 散 的 级 数 


此 事 并 非 偶然 ， 这 正 是 一 般 条 件 收敛 级 数 的 特征 ， 绝 对 收敛 级 数 
则 不 然 , 它 的 正 项 和 负 项 分 别 组 成 两 个 收敛 级 数 ， 


定理 2 级 数 了 a, 绝 对 收敛 的 充分 必要 条 件 是 级 数 人 a; 和 
立 o 都 收 化 当 习 6, 绝对 收 化 时 . 有 
0 = 2 0 yar. (3) 
证 明 容易 知道 


la | =ai+ax (R=1,2,.), 
sw SO * 


因此 


N | 
Dolanl= art Dyas (N=1,2,.). 
n=1 天 = “n=l 


如 果 立 "o 绝 对 收 仇 ， 则 从 上 式 知 ZYai，>"ez 必须 都 收 合 ; 反 


之 , 若 了 2a;， 了 a 都 收敛 ， 则 显然 忆 1e | 收复， 这 就 证 明了 
定理 的 前 半 部 分 ， 再 注意 到 


as=at—ai (n=1, 2,.°), 
由 于 了 0， 可 a 都 收 全 ,由 上 式 立 得 (3)。 
”作为 定理 2 的 推论 , 我 们 有 
定理 3 若 了 ,条 件 收 信 , 则 必 有 有 


Dai= Di=+%. 
n=1 苍 一 1 


证 明 设 隐 1a, 条件 收敛 , 则 由 定理 2 知 ，Y ai 和 了 mi 不 能 
n=i 全 1 和 h 世 上 


痢 收 伊 ， 如 果 了 a; 收敛 ， 165 发 散 ， 于 是 从 等 式 
部 
立 。- 立 si- 半 c 


立即 准 知 a 发散 ,这 与 假设 不 符 ， 所 以 级 数 杞 ot Ene 
部 发 数 : 。[ 


正 是 由 于 这 一 原因 , 在 交换 级 数 项 的 次 序 问题 上 , 条 件 收 和 剑 级 


® $i。 


~ 


i ee a 


数 和 绝对 收敛 级 数 产 生 了 深刻 的 差别 . 

定理 4 交换 绝对 收敛 级 数 中 无 穷 多 项 的 次 序 所 得 的 新 级 数 
. 仍然 绝对 收 合 , 和 也 不 变 . 
证 明 我们 把 证 明 分 为 两 步 


全 假定 也是 一 正 项 级 数 交换 其 中 无 穷 杀 项 的 次 序 所 

z 得 的 新 级 数 为 8 易 知 新 级 的 任何 一 个 部 分 和 2。 .者 是 从 

2 挑选 耳 菜 有 限 项 构成 的 和 ,因而 : 
So.<De,, 

从 而 级 数 忆 5, 收 全 ,上 有 

pa i 


另 一 方面 ， 我 们 也 可 把 Yo 看 成 趾 由 >1b, 经 交换 项 的 次 序 后 得 
到 的 级 数 , 因而 有 - 


> : (5) 
综合 (4), (5) 即 得 

BoBo 四 
这 就 证 明了 命题 对 正 项 级 数 是 成 立 的 ， : 


(二 ) 假定 Yu 是 一 变 号 的 绝对 下 敛 级 数 ， 由 定 理 2， 它 可 


2 


表示 为 
so。 = Det D3 (6) 


R=z1 


设 改变 从 7 a 中 无 穷 多 项 次 序 所 得 的 新 级 数 为 15。， 那 么 显然 
Ds, 如 ;是 分 别 由 a 如 ex 改变 项 的 次 序 得 来 的 由 于 
如 6 和 了 >a; 都 是 收 全 的 正 项 级 数 , 喜 由 (一 ) 所 证 ,得 知 

妥 然 25;， 允 8: 孝 收 信 ,所 以 忆 6, 绝 对 收 全 ,而 且 


Boo-T 0) 
注意 (6), (7) 两 式 , 即 得 
> = Pb. 0 


然而 条 件 收 敛 级 数 与 绝对 收 敏 级 数 有 着 截然 不 同 的 结果 ， 改 
变 它 的 无 穷 多 项 次 序 , 不 仅 和 要 改变 ， 和 而 且 总 可 适当 改变 其 次 序 ， 
使 其 收敛 于 和 任 一 事先 指定 的 数 ， 也 可 使 其 发 散 . 人 首 
先是 由 Riemann 证 明 的 ， 


定理 5 (Riemann) 荐 级 数 立 o 条 件 收 和 则 适当 交换 各 项 


的 次 序 , 可 使 其 收敛 于 任 一 事先 指定 的 数 5， 也 可 使 其 发 散 . 
证 明 分 两 部 分 来 证 明 : 
, 。53 。 


(一 ) 不 妨 假定 8S> 0， 因 为 Ya 条件 收 化, 据 定理 3 有 


3 -De 
为 了 使 级 数 的 和 为 8, 我 们 这 样 采 安排 级 数 中 项 的 次 序 : 按照 
. 级 数 原来 的 次 序 , 把 它 的 正 项 取出 来 ， 只 要 它们 的 和 还 不 大 于 S， 
就 一 直 取 下 去 , 直到 这 些 项 的 和 刚刚 大 于 3 为止; 接着 就 取 级 数 的 
负 项 (按照 它们 原来 的 次 序 ), 我 们 又 可 取得 足够 多 负 项 , 使 整个 和 . 
刚好 小 于 8 为 止 ;然后 再 按 原 来 的 次 序 把 剩 下 的 正 项 依次 取出 
来 , 直到 整个 的 和 刚好 大 于 为止; 这 个 过 程 可 以 无 休止 地 进行 下 
去 、 把 上 面 这 个 过 程 用 符号 表示 出 来 , 就 是 先 按 次 序 选 了 ni 个 正 
项 , 使 得 
本 十 过 十 十 RH, gf 十 人 十 十 Cr ta:, >5, 

这 时 有 ; 
《8) 


O(aftetat, -+a )—San,s 
街 按 次 序 取出 % 个 负 项 , 使 得 
at Tts, 010! > 
0 十 …， :十 全 ,一 QI da — ant <8, 
这 时 有 
‘n=1 "有 二 1 
. 抽取 2 个 正 项 使 得 


Do: Dait bp as NS, 总 -e+ > 


Ri+1 1 n—n+l 


i 


这 时 有 


n. 1 
0< Fat— art 3 ai— Sot,, (10) 
及 三 1 外 三 于 =n1+tl 


把 这 过 程 无 限 地 继续 下 去 , 可 得 一 无 穷 级 数 ， 它 显 然 是 由 原 级 数 交 
换 无 穷 多 项 的 次 序 得 到 的 新 级 数 。 我 们 证 明 ， 它 的 和 就 是 5。 事 
实 上 , 由 (8), 《9), (10) 二 起 看 到 , 不 论 取 正 项 或 取 负 项 ， 总 有 不 等 
式 


t=l m=ng-1 +1 


Be i “十 六 -eee 


人 妥 二 1 


0<S— -Se- Dat 一 3 «Jee 


由 于 之 :cn 收敛 , cs~>0, 故 当下 > 十 co 时 有 


Ga >0, dar :0. 
这 样 , 我 们 就 证 明了 级 数 
Caf Feta, )— (Cari t gant) tas, +it "t+ aa, ) 
—(ans ert 二) te 

的 和 是 8、 由 于 括号 中 的 项 都 有 相同 的 符号 , 由 $1.2 定理 4 知 ， 

去 掩 括号 后 所 得 级 数 的 和 仍 为 8. 

《二 ) 考 汇 8= + ce 的 情形 。 为 了 使 级 数 发 散 到 十 oo, 我 们 这 

样 来 安排 级 数 的 项 : 先 按 级 数 启 来 的 次 序 取 出 若干 正 项 ,使 其 和 大 

于 1; 在 这 些 项 的 后 面 放 上 级 数 的 第 一 个 负 项 ; 然 后 再 在 余下 的 

正 项 中 取 车 干 项 , 使 整个 和 大 于 2, 又 在 这 些 项 之 后 放 上 级 数 的 第 

二 个 负 项 ; 再 在 余下 的 正 项 中 取出 若干 项 , 使 整个 和 大 于 3, 接着 
* 55.* 


放 上 第 三 个 负 项 ; 无 限 继续 这 个 过 程 ,得 一 新 级 数 , 它 是 由 原 级 数 
交换 无 限 多 项 的 次 序 得 到 的 .由 于 充分 大 时 , oz 可 以 任意 小 , 故 
当 n>> 时 , 负 项 的 出 现 并 不 影响 级 数 部 分 和 的 增 大 , 所 以 级 数 发 
散 到 十 co， 同 样 可 以 适当 交换 项 的 次 序 使 其 发 散 到 一 c， 日 
简 言 之 ,条 件 收敛 级 数 之 所 以 收 北 , 是 册子 正 负 项 相互 抵消 造 中 
成 的 ， 因 此 与 各 项 的 先后 次 序 有 关 ; 而 绝对 收敛 级 数 则 是 由 于 其 
项 的 绝对 值 减 小 的 速 庆 而 使 其 收 剑 的， 因而 与 各 项 的 次 序 无 关 ， 


习 题 
1， 问 答 下 列 向 题 : 
(1) a 


=1 
(2) 定理 3 的 逆 定理 是 否 成 立 ? 


(3) 在 级 数 交 换 次 序 的 问题 上 ， 条 件 收 和 级 数 和 绝对 收 策 级 数 有 什么 和 
标的 差别 ? 其 实质 性 的 原因 是 什么 ? 


2 下列 级 数 ， 人 哪些 是 条 件 收效 的 ? 
(1) Sn (a>1). (2) D1 cognz, 


n=I =1 


加 2 
0 > nlnn 


$M 二 2 天 三 1 


G) DD (6) Se. 
n=l 
3， 讨 论 下 列 级 数 的 绝对 收效 性 和 条 件 政 全 性: 


G) Si D" i en (2) Ent ) 
我 二 名 


n=l 


1.3.5… (22— 1)N\r 
03) > 1)" Te rt 


» S56 * 


a oa 


1 1 
(0 -tt 


4， 如 果 对 任意 一 个 趋 村 0 前 数列 (zw)， 级 数 全 ovzn 都 收效 ,那么 


n=1 


S66 一定 绝 对 收 化 , 试 证 之 。 如 果 把 妹 件 中 的 “任意 一 个 趋 于 0 的 数列 " 改 


n=1 
为 "任意 一 个 单 畔 趋 于 0 的 数列 ", 结论 是 否 还 成 立 ? 
5， 若 把 级 数 。 


的 项 重新 这 样 安排 : 先 依 次 取 了 个 正 项 , 接着 依次 取 9 个 负 项 , 玉 接 着 依次 取 
五 个 正 项 , 如 此 继续 下 涂 ， 试 证 所 得 新 级 数 的 和 为 
ln . 


提 永 :利用 公式 1-+ 训 十 … 十 元 一 na-C1o0D: 
6. 者 级 数 > “au 绝对 收效 , ps~>9 (> 十 co, 证明 


n=1 


lim (ab ghost 90d1) =0. 


人 + 


§1.7 级 数 的 乘法 


设 
> Sp,=B (1) 


是 两 个 收 伍 级 数 , 我 们 讨论 这 两 级 数 如 何 相 乘 ， 大 家 知道 , 有 限 和 
有 二 十 G2 十 十 Gn Bn 三 Bi- 上 Bz 十 … 十 BB 
相 乘 的 结果 是 把 所 有 可 能 的 习 织 ob (i 一 1, 2,…, 2;j 二 1 2,… 


8) 加 起 来 。 仿 照 这 个 做 法 , 我 们 把 41) 的 所 有 可 能 乘积 写 出 来 : 
9 S57 py. 


or 


了 


这 是 一 个 无 穷 矩 阵 ， 这 此 项 如 何 相 加 :通常 有 两 种 加 法 一 是 按 对 
角 线 相 加 : 
obit Cabs 十 42b1) 十 (qbs+ osbat i 二 
一 基 按 方块 相 加 : 
bit Cabs Gba + G70) + (Cabs + sabsT gb 十 0sps 
二 qa81) 二, 
用 得 较 多 的 是 按 对 角 线 相册 ， 


按照 对 角 线 相 加 的 原则 ， 两 级 数 YVa,， 6, 相 乘 , 得 -- 新 级 
a=1 几 一 J 


数 之 ,c。 其 中 
状 王 1】 
Cn= Db, a:b nt 十 ** "二 anb. 


现在 提出 一 个 问题 ， 在 Za 都 收敛 ， 且 其 和 分 别 为 4，8 


的 条 件 下 ，3 cs, 是否 收 做 ?其 和 是 否 等 十 4B? 一般 来 说 ， 答 案 是 


否定 的 、 例 如 2 二 思 着 一 收 妆 站 数 ， 它 自 深 后 得 新 级 
Se 其 中 
m=l1 


a 1 i 上 上 
Cn 一 (一 了 匡 i "AR TF Vant 本 二 Vn FT 1 
.38 4 | 


FE 3 cs 全 小 


A nl 
A 


这 个 例子 说 时， 收 化 绕 数 的 习 和 i 未 必 收 伍 ， 坦 洛 商 级 数 部 绝 
对 路 化 , 旭 乘 积 所 得 的 级 阁 也 必 绝 对 妆 伍 . 和 


完 惠 】 (Cauchy) Hal 此 级 2 pe 胡 绝 对 收 伊 ， 及 其 


n=1 ni 


抽 分 别 六 二 级 效 e, = Deb, 441 j 也 绝对 收 合 , 且 


R=] 
信和 繁 于 147. 
证 明 要 据 假设 ， 之 ) 1as|， 字 7 ;5, | 者 的 伐 ， 设 其 和 分 别 为 
下 八 二 1 


有 风 线 再 全 ca 的 者 分 和 
证 二 下 


Te i 四 L 
(lab — ab ft et (Clapyl Tt Terb,!) 
(jg 十- -ar (bt by |) AD", 


i le, ! 收 伐 ， 即 之 ;cs 绝对 驻 效 ， 下 耐 计 明之 ,cv 一 4 
TY | 


oO Cabei abil) i (Cabs| ,abs : jaabi|) i ee 
息 胜 伍 的 . 根 据 人 .2 定理 名 未 控 岳 号 所 的 级 数 

gd — |eops|~ japbjt labs|-r |e2b2| + iasd | + 
由 收敛 , 期 级 数 


tt i. Gh, (pb. ! {tb. td , qa. = “ee (2) 


绩 个 发 伊 ， 国 而 0 不 得 基 宇 可 结合 福 .而 计 著作 村 交谈 注 Le 


ba 只 人 SS ce、 我 作证 明 0 一 AB， 把 激 尘 


六 块 椒 [ 省 让 式 人 下 及 | 人 六 《人 ti 
db ta bab tb.) 


十 “ Dy, -rb, tba qab. -上 GD) 十 “CO {3) 


] 


如 果 记 av i 2. 叫 137 的 部 分 乔 数 全 为 


A By, AsB ss eo, ANBw 
命 和 > 十 cc, 即 得 4B=C. i 
洗 可 1 的 条 件 还 可 溅 弱 . 我 们 在 
定理 2 .friens) 设 级 数 写 406 之: 加 缉 收 徊 , 共和 分 别 忆 


1 Nl 


有 4B 如果 其 中 至少 如 一 个 者 对 收 伍 , 再 么 


~ 
> 


4 


其 中 Ca bdbn 十 
证 明 不 妨 昭 定 之 .4 ,绝对 及 化 ， 命 ,= > ec: 我们 攻 评 明 
2 k==! 


lim C5 二 2， 昂 知 


Re 
Ca avr iad Ah} (Lab, Gaby G3D,) 
(abat oDbn it i anb.) 
= G1 (0 bt 二 br) 
,ey 
=a Bs Bat tan Bl. 
» GD 。 


太 ' 开 全 五 ,一 吾 一 用，( 1 2 0) 则 


3 3 en =a.pa! 人: 用 1 这 拉 癌 古 党 了 | Ep 2 级 


iim y ,一 0， 把 分 解 为 两 项 的 和 2p 9 要求 2 
9 也 部 趋 十 oo， 这 怎 不 玲 ; 

re i ni—l Bi 
= 为 本数 肝 . 取 p 一 


三 咒 郎 分 的 和 |: 
ya (GB tp Be,) 
+ (Cao pt RrraBi tt 4,). 
全 一 部 分 户 ; 的 指标 可 以 很 司 . 第 一 部 分 45 的 指 洁 可 以 其 从 各 了 六 
Co 特点, 评 明 当天 认 分 大 时 9 可 以 件 尊 小， 玫 实 于， 了 
-im P 一 0 故 对 任 间 人 20. 能 找到 辣 省 8 和 有， 


CP 


比 外 ， 存 在 党 数 切 、 佛 得 对 任意 4， 均 友 18s 所 41,， 义 国 级 部 


-1 A 天 ~ 
oz 下 并 , 下 让 让 人 


ie -Hijas + los le 
对 任意 自然 数 8 成 立 ， 此 外 , 在 在 常数 好 2. 对 任 写 自然 散记 饼 有 有 
la = ga 二 好 

再 在 户头 充分 大 贞洁 了 六 9 人 于 是 

(aC ad- a et (ol+. + |an|) HY, 

< 人 十 :Je 

文 奸 池 我 们 要 和 证明 的 ， 0 

烛 果 责 个 虱 数 都 仅仅 是 条 件 收 敏 ， 那 么 定理 的 结论 就 可 能 
对 , 本 节 开 头马 经 举 出 了 这 样 的 例子 


例 1 用 D'Alemberi 判别 法 容易 验证 ， 级 数 本 对 任意 实效 


ss G1 = 


了 都 收 伐 ， 用 号 2 记 它 的 和 ， 我 们 米 计 算 乘 积 (7)E(y)， 对 各 
所 答 级 数 的 通 珀 此 


1 Re 1 rs Ns kon [Em 
pr CR- hb)! eh nl 人 王 六 nl 3 


因而 在 
g(x)IE(Y) = DE Bty). 1 
路 一生 


稍 后 我 全 将 证 明 ， 级 数 了 2 -的 和 就 是 指数 函数 ez*。 这 里 不 


W 二 在下 


过 是 从 级 数 出 发 证 明了 指 独 消 数 的 乘法 定 间 


习 题 


1、 亲 等 下 列 问题 

(1) 通常 有 了 映 两 种 级 数 相 乘 的 方法 ? 

(2) 设 闻 ja。， > 5, 都 是 收 化 级 数 , 级 数 
他 二 1 如 一 ] 


co 


a 
ee 
| 


是 否 一 定 收 化 9 在 代 么 条 体 下 才能 保证 定 .ce。 绝对 收 误 或 收敛 ? 


R=1 


(3) 33 SD 都 是 发 散 级 数 , 级 数 


得 一 上 = Rt 
Si =ab 十 … 和 十 got 
my 答 [RE 地 


是 否 … 定 发 散 ? (清苦 习题 5) 
2 证 时 


(三 小- Dtne. tg} <1. 


遇 =0 


e 62 » 


Or 一 ] Fad 旦 2 十， 

i 1" fx) — (= 

1 《271 : 人 
n=0 no 


| 
Sr Sr rl). 


4 和 的 绝对 收 基 ,让 明 


x 0D 和 1 
了 ~ oo 人 
i ， 二 人 a 
(~ {Spr }=> Cn 
n=0 0 n= 
bb 
E 
-1 9 一 
其 由 全 一 入 Ai 
下 


5。， 评 明 下 而 两 个 爱 基 过 数 
2 
的 三 时 一 个 绝 村 腔 仇 级 数 
56。 证 副 卜 硬 酚 个 级 数 


Cr yn 加 到 省 
' I SN mn (a >0, 8>0) 
其 = 一 天 
el 沙 一 |】 


的 汶 于 0+ 守 ] 时 收 训 .二 让 各] 时 发 散 


$1.8 无 穷 乘积 
给 定数 列 
Pp:, Po, 为 0 
我 们 已 经 学 会 如 何 把 这 无 穷 个 数 相 加 ， 现 在 讨论 如 何 把 这 无 穷 个 
数 相 汪 . 称 


Tv， = PP pn 


为 一 个 无 穷 乘积 ， 仿 赂 无 穷 级 数 的 做 法 , 我 们 定义 无 穷 乘 供 收 纹 
发 衣 的 概念 . 


» 6&3 。 


1 Yr EE pr eS ht el od ee 
定义 1 设 大 天 和 芋 一 全 无 穷 派 语 ， 
n-l 


LD 


pe 


Pi:=D'Ph2"*'ps 《一 让 2， ) 


一 
为 这 个 无 空乘 积 的 部 分 茉 积 ， 旭 果 当 有 > 二 095 于, 数列 PR。 有 有 有 限 
彰 极 限 a 而 下 PS0, WIESE 无 穷 弱 机 A 是 是 收 仇 化 的 ， ji 六 I Ds 
:不 存在 , 或 者 虽 热 在 在 但 却 等 于 党 ， 就 阅 它 是 发 散 


旭 采 大, 扑 概 降 


ea 


(1 过 政 伊 的, 轩 为 


Tas kl 1 
一 可 (人 本 > 可 [ 纲 > 二 ce》)， 0 


例 2 证 明 兴 :11 i 讨 ， 


Ta Ye 
汪 --] 


包 详 上 ,用 1 -> 本 人 的 部 分 瑟 相 P,, 即 得 


Ua)Ps= (1 一 2[LG 1 2) (+) +r).. (t+z )] 
1 


由 此 得 


让 >-Fco, 玛 得 所 要 证 的 结果 0 
” K+ 


3 让 二 Wailns 从 并 


有 


(28)° 
TT i C25 一 


证 明 当 0< zx 之 


1)(28 十 1) 2° 


， 久 为 自然 数 时 有 


Zt—1 


sin®” "vsin’ "rm < sin !z, 
于 是 
EE 至 各 
| sin ”+ vray <| sin’" zdz<<| sin2” radz,. 
| 可 
由 此 得 
3an(2R—2)d'2 (2n 1)(2n—3)*3.1] 开 
a 3.1 2n(2n—2): “4.2 2 
{27—2)(2n 4d， ,了 
人 1 
jl 
也 站 人 人 Ey 2 3 
[ 2n(2a 2)d2 [1 二 十 


1 128--17028 一 3).…3. 


2 
022 2 一 


二 Pe, pt i ii. 这 ji 人 


到 | 
) | 卉 


上 六 本 和 为 


央 订 有 LimP， = 也 ， 这 就 是 蜗 让 明 的 ， 0 
及 夫 ;0 


Walklis 公式 有 了 峙 也 写 成 
1 ee 
六 1 {2n--1)i! | 2° 
例 4 设 了 y， = 也 (i 二 1, 2,…), 则 其 部 分 乘积 


Pa 


本 (去 ) =0 (n> -oo)， 


了 


be 


(1) 


@ 55 4 


所 以 磊 穷 条 吕 T pn 一 垃 … 是 发 散 的 ， 
也 = 
类 似 于 无 穷 级 数 , 我 们 容易 得 到 无 穷 乘 积 收敛 的 必要 条 件 ， 
定理 1 无 分 滋 委 了 Pp 收 全 的 必要 条 件 是 


lim 2 <=1. 
证 明 很 简单 ， 设 在 ?一 P=:0, 即 lim P，。=P 守 0， 于 是 
n=1 te 


P 
lim 2，-= lim Pa 一 瑟 二 | 0 


Rr trol ni 


如 果 ][ 9。=P 了 ==0, 上 而 的 结论 就 可 能 不 对 , 例 4 便 是 这 样 一 ， 


个 例子 .从 这 里 我 们 可 以 看 册 ， 为 什么 在 收 敏 的 定义 中 监 去 掉 
P=9 的 情形 ， 下 面 我 们 将 一 再 看 到 ， 只 有 那 种 Ps 的 极限 站 在 后 
县 不 等 于 霉 的 无 穷 薪 积 , 才 有 许多 类 似 于 无 穷 级 数 的 性 质 . 

从 定理 1 知道 , 收 伍 的 无 穷 乘 积 的 通 项 ps 1 《2 一 站 co). 因 
而 从 某 个 起 ,Pp; 都 是 正 数 ,也 就 是 说 在 整个 无 穷 乘 积 中 ， 负 因 六 
只 能 有 有 有 限 个 ， 如 杂 把 这 些 负 因子 的 符号 都 变 为 正 的 ， 那 么 样 个 
乘积 或 者 改变 一 个 符号 或 者 和 原来 一 样 ， 不 论 哪 一 种 情况 ， 对 无 
穷 乘 积 的 化 获 性 均 无 影响 , 因此 不 妨 假定 所 有 的 P, 都 是 正 的 .在 
下 到 的 讨论 中 , 把 7; 当成 

了 一 1 一 & (n=1,2,*") 


更 为 方便 , 其 中 一 1<m 过 二 co， 这 样 |? 收敛 的 必要 条 件 就 是 
Go 人 0 (n> 2C)， 

下 面 我 们 来 建立 无 穷 系 积 和 无 穷 级 数 之 间 的 联系 ， 从 凋 把 判 
齐 匹 穷 乘 税 仇 散 的 问题 归结 为 判别 无 穷 级 数 的 敏 散 . 


+* O00 + 


定理 2 龙 穷 科 积 JL (1 an) 收敛 的 充分 必要 条 件 站 级 歼 


n=! 


收 作 在 收 北 的 博识 下 , 得 果 (2) 的 和 是 5, 孝 么 


T[a- ep =-e* 


证 开国 为 


所 以 
ln 已。 人 S,, 
PR 
这 志方 ,起 (2) 的 部 分 和 ， 训 果 Ps 一 P00, 堵 么 5S >1nP; 汉 之 , 当 
Ss,” NH, Pa—>e®. 
从 定 埋 2 可 得 
地理 3 如 末 众 其 个 站 起 部 站 or 守 0( 或 as <0)， 著 反 


下 “i "加之 4 
严明 因为 不 IT 和 a) 和 了 an 何 才 政 你 ,都 人 Lim av 一 
及 二 1] Ry 
0. 同比 总 可 假定 这 个 条 件 成 立 ， 这 时 和 . 
jm latLTew 1 
2 


网 而 线 数 之 In(1- PRLIDAS 占 化 数 , 闪 由 定理 2 知 末 (1 二 an) 
R=1 二 


， #67 » 


和 Pt 二 an) 问 仇 履 ， 所 以 证 S71as 国 伊 数 ， 


eR 


La 


i- eb S| 
人 


‘rT 


1 
) 


ra Re (2 I (1 tin) 和 ye 问 获 获 . 
| 7 
证 明 ” 辐 为 lim a, 二 0. FL 


一 1 一 4) __1 
人 (3) 


3 履 合 推 基 入 Paes 一 (LEFa) 收 误 ， 根据 定理 2 


针 


| 
Tl to) 机 Sa 笋 训 3 


司 一 上 


4) 发 艇 到 零 的 消 形 ， 册 
i 


如 
2 (1 


0.) 
Eh 
Fm . gs se 
! 0 pF :人 
1 
| 一 
~ i] -ag -人 
.=1 


EE 并 区 朵 dn" 0 (n=1,， 2, …) .2a 发 上 9 这 这 和 


Sin(l 一 gn)= -00, 央 而 于 +as) 发 艇 到 0. 
本 二 1 n=1 


8 


如果 沁 as 收 人 但 71g: 发 , 这 时 无 穷 乘积 和 0 


六 44) 加 发 
t=1 =] 
| 0. 事实 上 ， 因为 Sai -+ eo， 从 (3) 姑 ,> ， os —lnt{1l= usa)] 
作 一 1 


re 1 


s 68 " 


宣 
ci 
> 
"i. 
型 | 一 
) 
Et 
PA 
Ey 
EE: 
和 


所 一 1 
RE TN 
开元 cc. i ) 0. 
到 6 六 王 志 CC 
IYy TFI- 工 
Tit 2 9 Thi 2 
如 一 2 


路 收复 ， 后 莉 在 说 工 中 蕊 算出 它 的 值 是 于. 昌 
例 ? 党 ce20. 证 时 
li (2 -1) {Fp "十 2) (Pin) 0. 
SE | 
证 明基 虚无 穷 洪 积 


IT2 -T+ 和 4) 


有 


命 4 0. 本 上 全 7 生发 ， 寺 无穷 乘积 (5) 发 数 


到 0. 二 (并, 让 
+t 


国 8 这 <>9. 过 论 大 穷 央 各 了 |1+ (一 D"! 去 | 的 用 入 


性 . 


| , - 
解 记 Gs (一 Dz， 举 & 之 0 时 ， 30 收敛 ; 当 a> > 
n=1 


1 


* G9 » 


1 De 3 a 和 1 上 述 无 穷 有 梯 积 当 C> > 二 时 收敛 3 0 


和 
ca 了 则 , 屏 台 发 散 , 读 无 祁 素 各 发 散 到 0 
Cn: 敬 , 该 无 舅 素 要 当政 到 0. LE 
学 全 = 
站 伍 旬 无 穷 彻 积 能 不 能 任意 改变 闲 放 的 次 许 ? 答案 是 五 


很 容易 淮 浊 这样 的 例子 : 下 -条 件 收敛 级 数 了 Ya， 使 得 之 ， qs 收 
n=] 此 


全 和 [0 -Haw) 便 是 一 个 不 能 随意 改变 因子 次 序 的 收敛 的 无 
淄 释 耻 ， 事 实 上 上. 在 所 设 的 条 件 下 .Sintl-ras) 也 是 一 个 条 件 收 


化 继 效 , 庶 基 和 为 访 . | (1 qs) =e*， 仿 改变 级 数 > ln (1 二 


0) 的 次 到 .各 一 新 丽 歼 访 yin(1 46.). 使 其 和 为 r 夺 5， 于 起 


[aiesTTo. 4). 
-I Te 


i a To 十 HT Go) 改变 因子 次 兰 所 得 的 无 穷 琵 想 


年 人 0 i 意 改 变 朵 子 的 
|[ 斑 无 穷 乘积 绝对 收 仇 的 爸 


证 及 2 各 时 万 穷 笠 ATT (二 au) 收 伊 、 则 称 无 穷 磁 积 


2 汕 


= 正明 这 + 波纹, 册 定 埋 3 知 >) |aaji 收 化 ， 从 
n=1 


tin a Cn | = 憩 道 >， | ln Cl- a ) | 收效 ， 所 以 
~ In(T ca) 


有 
。 a 
%- 1 


oo) 收 合 ， 0 
.3 


定理 6 , 匆 对 收敛 的 无 穷 滋 人 磺 可 以 年 窜改 变 因 于 的 次 庄 而 不 
号 时 守 惧 煞 手 和 鸽 ， 


亚 明 设置 (4 绝 导 收 化 、 任 总 改变 其 因子 的 次 序 得 一 
新 的 万 穷 乘积 [得 -- 6 我们 证 时 


Ta Ga) -Ta ba). 
| 于 -=] 


(6) 


nl1 


关上 上， 从 定理 王 的 证 万 知道 ， 这 时 全 DC1H+ao) 绝 对 收效 ， 央 


人 In an Dn iD 
经 一 R11 
和) 成 这 ， 


过 
~ 十 
i 


me 


虹 ) 于 训 未 加 车- 下 的 避 灾 条 件 是 什么 ? 
my. es so 
i 站 下 上 Er -1 i 
> 化 席 是 条 件 了 n 二 4 一 0 的 无 穷 乘积 全 十 a,) 定 
全 一 
闷 盟 鉴 政 后 


i3) 入 下 六 号 了 是 机 个 收 伍 的 无 穷 乘积 , 下 列 无 穷 科 积 : 
Rl n=] 


呈 


a rp 可 
i ‘Pn nn I ( mn f ee Cn 
.| 2 n=i 
HE 
(<) 无 穷 乘 积 生 Qe 和 从 下 六 a 在 性 效 性 方面 的 关系 如 何 
于 1 es 
(5) 车 六 oo 全 1a3 着 :全数 ， 站 和 -是 在 一 定 发 艇 (请 看 习题 5)? 
只 三 n=1 n= 
2 证明 下 列 黎 式 : 
2 i 2 1) 1 
2 1 一 一 一 一 
(1) 了 I 3 (2) 1. nt 17) 3 
他 一 
1 1 [2 2 二 后 站 站 世 SItX 
(3) TE}1+ (4) |=2 0 于 
和 自 天 关 
全 2 a 2 
BY) -ee i es 
t v2 VHF ee ? 
3 讨论 十 列 无 穷 乘积 的 于 策 性 ; 
i ny fn i112 
G) 开元 7 TE 
N=1 和 二 
站 吕 - — jr 了 2 
(3) Ts3) | | 
人 三 怀 下 = |! 
《5) 于 + CG Tin Tn. 
=1 
4。 诉 时 : 贡 级 数 闻 Ds 收 绩 ， 二 有 one 本 脾 分， 
Rt pr 
5， 设 


1 息 一 2k 一 1 


vt 
"Yl 1 1 
> (a 于 车 n=2 
证 明 ; 2 25 者 发 但 无 穷 乘积 并 (a,) 收敛 . 
条 二 1 用 一 1 


* FI ee 


6 庄 还 和 (一 二 = 间 由 由 证 明 


i 人 及” - 
lit -—e ”=0, 
1! 


nN 


7.， 如 昌 级 数 
Sess 1) 2921) (+s) 
在 7 了 =xo( 非 整数 ) 处 收 分 ,那么 它 对 所 有 的 之 都 收效 . 
拒 示 ， 扣 原 级 数 可 成 


< bn 一 |) (wi on) esd Eb (2 二 人 


Fe {x8 一 1) (ZE —R:)" 


然 寺 由 Abei 判别 法 ， 
g。 如果 正 压 级 攻 > a 满足 
名 = 1 


od) (R=, 2,.), 
Qnr Li 


这 轩 信 6 外 “绝对 收 化 级 数 , 那么 全 ,av 发 散 ， 
n=1 


n—-1 


第 一 他” 函数 项 级 数 
8$2.1 问题 的 提出 
有 了 上 一 节 关 于 数 项 级 数 的 准备 知识 ， 我 们 就 有 可 能 讨论 如 
们 得 汗 无 穷 全 的 数 的 夺 丰 来 产生 新 国 数 ， 以 及 研究 这 样 产生 的 新 
质 剧 河 性 质 ， 
,定义 在 区 间 [a, 寻 上 上 的 一 列 蓝 


id 


> (2) ur) 二 (1) 


各 =1 


怎 5o. 菩 革 的 一 个 琐 数 项 级 数 ， 在 [a, 5 中 任 取 一 点 xzo 那么 
® 73 | 


m7 


2 


便 是 一 个 数 项 级 致 ， 各 果 (2) 收 线 . 就 说 函数 项 级 数 (了) 在 点 %。 收 
仇 . 反之 ,就 说 1) 罕 点 x， 发散 如 果 (1) 在 [e. 刀 的 征 点 都 收 伍 ,就 
说 (1 在 区 间 f a. pb 上 收敛 ， 一 般 示 说, (1) 可 能 在 a, 拉 的 某 些 点 
上 双 敏 、 在 区 一些 点 上 发 履 ， 合 (1) 收效 的 那些 点 的 全 体 称 为 (1) 
的 站 敏 点 蘑 ; 使 (1) 发 艇 启 孵 些 点 的 全 体 称 为 (1) 的 发 散 点 集 ， 例 


ii, 


Un CT0) =u (Ko0) tT Wr0) TT Cro) 二 (2) 


是 定义 在 ( 5- 50) 上 的 图 数 生 级 数 , 它 的 收 全 总 傈 是 (一 1,1)， 


发 能 点 人 能 中 42， 了 和 和 1 十 00). 
1 的 一 个 收效 点 集 ， 对 [4, 9] 中 每 一 点 了、 级 灼 
St 站 各 一个 确定 的 在 ， 让 区 SCz 有 
NUTY Du(r), ze 5b] (3) 
= 
是 酷 宝 在 fa. 站 下 的 一 个 国 获 ， 称 为 (1 的 各 汉 涩 , 它 是 朵 级 葡 11) 


所 克之 的 。 我 们 首先 美 疙 各 是， 由 无 穷 沽 数 人 1) 所 确定 的 国 妆 (人 3) 
下 和 倒 县 存在 腿 和 的 那些 半 质 ? 提 生 阅 售 些 , 就 是 
1 北国 数 za() 人 12. [a 站 上 韦 续 它们 多 和 
S(T) 显 从 岂 在 54, 站 上 上 连 线 ? 
1 旭 果 TD 和 (7 一 1 2 7) 部 中 [eg 鸭 上 的 连 线 
博 数 ， 竺 式 
| 8(ZJdr = SA 
; | 


=]" 9 


是 否 还 成 立 ?或 者 说 , 积分 (3) 时 , 能 否 * 逐 项 积分 "+? 
(者) 如 果 xs(z) (=1, 2,…) 都 在 [a, 的 上 可 导 , 8(z) 是 否 
也 在 fa, 四 上 可 导 ? 等 式 


S'(T)= Sue) 


是 否 成 立 ? 或 者 说 , 对 (3) 求 导 时 , 是 否 可 以 “ 逐 项 求 导 ”? 
上 面 三 条 ， 对 于 有 限 个 函数 的 和 都 是 正确 的 ， 但 对 无 穷 级 数 
的 和 则 未 必 成 立 。 ; 
例 1 在 区 间 [0， 1 上 考虑 级 数 | 


3 《全 


它 的 第 # 个 部 分 和 显然 是 Ss(2)= zx", 因而 和 函数 
0，0sxz 坟 1， 
1,， z= 二 1, 
它 在 x 二 1 处 不 连续 ， 但 级 数 的 每 一 项 在 [0, 1] 上 都 是 连续 的 ;这 全 
例子 说 明 , 每 项 都 连续 的 级 数 , 其 和 函数 未 必 连 续 ， 另 外 , (4) 的 每 
一 项 在 [0, 1] 上 也 都 是 可 导 的 ， 基 和 函数 在 z= 二 1 处 却 不 可 导 , 这 ， 
说 明 每 项 都 可 导 的 级 数 ， 其 和 阔 数 未 必 可 导 ， 当 然 也 就 更 谈 不 上 
“ 逐 项 求 导 " 了 . 

例 2 在 [0,1] 上 考 虞 级 数 


S(z)= lim az) = 


并 [parze 一 2 一 Deeere oo 


. 它 的 第 4 个 部 分 和 为 (x)=2nize-"**， 显 然 有 
SCz) = lim Sa(z)=0, 


因而 { SCz)dr =0. 但 另 一 方面, 将 级 数 逐 项 积分 得 
“7 


于 | [zwze —2C(n—1)re "de 
0 


Dh 


= Pte D23_ e-%] 一 1 


这 个 例子 说 明 ， 在 一 般 情 况 下 * 逐 项 积分 ， 也 是 不 允许 的 . 0 
由 此 看 来 , 要 使 上 面 提出 的 三 个 命题 成 立 ， 还 必须 补充 条 件 . 
下 节 介 绍 的 “一 致 收 和 化 ?人 恒 是 这 种 条 件 中 最 重要 的 一 个 。 
习 是 
1， 回 答 下 列 问题 : | 
(1) 函数 项 级 数 > 'w,《%) 在 区 间 [a, 65] 上 收敛 的 含义 是 什么 ? 


他 一 上 


《2). 构造 -个 函数 项 级 数 ， 全 得 在 (0 1 中 的 有 理 点 上 收 伍 ， 无 理 点 上 发 


” 教 


2. 直 列 卫 要 基 要 本 的 各 生 于 天 
& Zs) > ee 
(3) Sne-". (4) Eris 
(5) to. (6) pe (2>0,9>0). 
ei , 2 
0 > (y>0). (8) Sat >0). 
ep 4 


3。 设 函数 项 级 数 < way 在 有 界 问 区 间 [a 5] 上 收 伊 于 58(w)， 和 如果 


.如一 1 
(2) 《2 一 1 2,…) 都 是 [ab] 上 的 非 负 连续 函数 . 
" FTO 。 


《1) 证 明 S(z) 必 在 [s,8] 上 取 到 最 小 值 . 

(2) St{z) 是 否 一 定 能 在 [ao, 85] 上 取 到 最 大 值 ? 

(3) 若 把 (1) 中 的 有 和 异 闭 区 间 [La, 5] 换 成 开 区 间 (a 9) 如 元 穷 区 则 , (1 中 
的 结论 是 否 还 成 立 ? 1 


$2.2 一 致 收效 
现在 我 们 对 函数 项 级 数 的 收 敏 往 念 作 进 一 步 考 守 我 们 济 过 ， 
所 谓 级 数 


”Fase) = tot ts) t(D) 


二 1 


在 区 间 [a， 人 上 收 伍 ， 是 指 对 [a，5] 中 的 每 一 点 zo。， 数 项 级 数 


ws(zo) 收 全 由 于 [a 妇 中 有 无 穷 多 个 点 ， 因此 (1) 在 [o， 站 中 


n=i 


收敛 ， 就 意味 着 无 穷 多 个 数 项 级 数 收 黎 ， 一般 来 说 ， 这 些 数 项 级 ， 


数 收 敏 的 快慢 是 “不 一 致 ? 的 ,有 的 收 化 得 快 些 , 有 的 慢 些 ， 对 于 给 
定 的 xE[a,5]， 如 果 用 S,《z) 记 (1) 的 部 分 和 ,SCz) 记 (1) 的 和 , 那 
么 对 任意 e 之 0, 存在 着 自然 数 入 ,, 当 4>> 和 ,时 , 不 等 式 
IS,.(2)—S(2)| <e (2) 
成 立 ， 这 里 的 入 ,不 仅 与 a 有 关 , 也 与 x 有 关 ， 也 就 是 说 , 对 于 不 
同 的 z, 相应 的 W。 是 不 同 的 ， 对 于 收敛 得 快 的 级 数 来 说 , ,的 慎 
不 必 很 大 ，(2) 就 能 成 立 ; 而 对 那些 收 敏 得 较 慢 的 级 数 ，WN。 必须 
很 大 , 才能 使 (2) 成 立 。 于 是 产生 一 个 问题 ， 对 于 在 [a,5] 上 收敛 
的 级 数 (1), 能 否 找到 一 个 仅 依赖 于 e, 而 与 x 无关 的 自然 数 N, 使 


得 当 ?> 时 ， 不 等 式 (2) 对 [o, 6] 上 所 有 的 x 都 成 立 7 如 果 存 在 


这 样 的 N， 我 们 就 认为 无 穷 个 六 项 级 数 之 un(2) (zc[a, oj) 收 伍 


的 快慢 是 “一 致 的 "， 因为 从 所 有 级 数 的 第 太 十 1 个 部 分 和 Sw41(T》 


7 


a 


起 , 8.(7) 与 8(z) 之 差 都 不 超过 。。 从 下 面 两 个 例子 看 到 ， 这 样 
的 六 不 是 对 所 有 级 数 都 存在 的 .。 
例 1 上 节 例 1 那个 级 数 


XY 十 Dr"—z"!) 
及 二 2 


的 部 分 和 8s(z)=z", 当 zc (0, 1) 时 ,8(z) 二 0. 我 们 证 明 不 存在 上 
面 所 说 的 那 种 与 2 无关 的 因为 如 果 有 那 种 丸 存 在 ， 那 么 对 任 
意 给 定 的 e>>0, 只 要 4>, 便 有 


IS,.(r)—S(r)l 7x"<e 
对 (0， 纪 中 所 有 的 成立。 事实 上 ， 这 是 办 不 到 的 。 不 妨 取 。 王 
. 闻 再 取 定 某 个 自然 数 6 汪 N, 于 是 不 等 式 


zm< (8)- 
对 (0, 1 中 所 有 的 z 都 成 立 。 今 取 z= 2 ma ， 它 是 (0, 1) 中 的 点 ， 代 


.入 (3), 便 得 到 < 工 的 矛盾 ， 由 此 可 见 ， 这 个 级 数 所 对 应 的 无 穷 个 


数 项 级 数 的 收敛 快慢 是 不 一 致 的 。 “0 
例 2 考虑 级 数 


1 /1 1 
rt 


它 的 部 分 和 序列 85a(z) 一 -二 ,对 (0,1) 上 的 任意 x, 均 条 


SCz)= lim Ba(s)=0. 
由 于 
18。(z) 一 8C2)1 = 二 < 


rd 委 


A 


对 00, 了) 中 一 切 = 成 立 ， 罗 此 对 任意 的 。>0, 只 要 取 W=| 二 | 当 
3 之 右 时 ， 2 
18。(2) 一 SCz)1< 二 <e 


对 (0, D) 中 所 有 的 4 都 成 立 ， 吕 然 =| 工 | 与 无关， 


以 上 两 例 , 同样 都 在 (0, 1) 上 收敛 ， 然 而 却 有 似乎 很 微小 但 又 
是 非常 重要 的 差别 : 在 给 定 正 数 。 以 后 ， 例 1 对 于 每 一 个 “都 有 
相应 的 入,, 但 却 找 不 到 一 个 与 2 无关, 因而 适用 于 一 切 x 的 W; 例 


2 则 有 这 样 的 Y， 因此 例 2 比例 1 多 满足 了 一 个 条 件 一 存在 与 ” 


z 无 关 的 W， 这 个 条 件 对 于 上 节 利 出 的 三 个 命题 的 成 立 具 有 实质 
性 的 作用 ， 所 以 有 必要 在 原来 的 收敛 概念 的 基础 上 建立 一 个 更 强 
的 收敛 概念 . 
定义 1 设 有 定义 在 区 间 7( 开 或 闭 , 有 限 或 无 限 ) 上 的 函数 项 
级 数 (1) 和 函数 SC(z)、 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 2, 都 有 相应 的 与 z 
无 关 的 自然 数 W 存 在 , 当 #>W 时 ;不等式 
1S。(z) 一 SCGz)I<e 
对 了 中 一 切 ” 都 成 立 ， 就 说 级 数 (1) 在 区 间 了 上 一 致 收效 于 函数 
(x). 
例 2 是 一 致 收敛 的 例子 , 例 1 是 不 一 致 收敛 的 例子 . 


定义 工 实际 上 也 给 出 了 函数 列 一 致 收 伍 的 概念 ， 而 函数 项 级 


数 一 致 收敛 只 是 这 级 数 的 部 分 和 构成 的 玉 数 列 一 致 收 化. 
从 几何 上 来 看 ,g=8S。(z)》 (4 一 1,2,…) 表示 一 系列 曲线 ， 所 
谓 一 致 收 化 ,就 是 从 革 个 足 标 入 开始 ,所 有 的 曲线 - 
y -S(T) (R= N+1, N+2, »*) 
全 部 落 入 条 形 区 域 SCz) 一 ae< 9 一 SGz) 二 Te( 图 1)， 
从 图 2 可 以 看 出 , 不 论 多 大 , 曲线 y= 入 永远 不 会 全 部 落 人 
? 9 a 


y=S(7)Ts 


#= .5.7) 


S(T) 


y=S(3)—e 


上 


图 1 


条 形 区 域 一 2<y<e 之 中 , 因而 例 1 的 级 数 在 区 间 (0, 1) 中 不 是 一 
致 收 全 的 , 
一 致 收 钱 的 定义 也 可 叙述 为 - 
-定义 1 如 果 当 ?一 十 cc 时 ， 
及 一 sup13s(Z) 一 SCZ 叶 一 0， 
就 说 级 数 (1) 在 区 间 了 工 上 一 致 收敛 于 S(z). 
这 个 定义 和 定义 1 是 等 价 的 .事实 上 , 如 果 级 数 (1) 满 足 定义 
1 的 要 求 , 那么 对 任意 之 0, 存在 W, 当 a> 闵 时， 不 笔 式 |3S。(zh) 
一 S(z)|<e 对 工 中 所 有 zy 成 立 。 因 而 
Br=suplS,(7)—S(z)) <e, 


即 lim ,一 0. 反之 也 真 . 


根据 定义 1', 例 1 的 级 数 在 (0, 1) 中 不 一 致 收 仇 是 显然 的 ， 距 : 
为 这 时 
B= sup {IS.(7)—S(7)| = sup rx"=1-°0, 
Dl <F<1 
例 3 上 节 禽 2 的 级 数 的 部 分 和 5,(f) 和 8S(7z) 分 别 为 
SA.(r)—=2nre az， Sz)=0. 


因而 全 : 
ps- sup |Sa(7)—S(z)|>1S,(E)— 8 (i) = 220 0. 
所 以 原 级 数 在 (0, 1) 中 不 一 致 收 和 化. 、 沾 

函数 项 级 数 也 有 类 似 于 数 项 级 数 的 收敛 原理 ， 

定理 1 级 数 (1) 在 区 间 了 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
任意 ce 之 0, 存在 与 x 无 关 的 NW, 当 %N 时 ， 

an (2) Ha 2) sz) (4) 

对 一 切 自 然 数 2 以 及 工 上 所 有 的 点 x 都 成 立 . 

证 明 如 果 级 数 (1 在 了 上 一 致 收 剑 于 S(z), 那么 对 任意 > 
0, 存在 WW, 当 za>>N 时, 不等式 


1S(z) 一 SC ISrs(7)—S(7)| < 


对 任意 肯 然 数 了 到了 中 一 苇 点 Y% 成 立 。 于 是 
| 二 一 
EST)—S(T) 十 |So(Z) 一 SCZ)| <e, 
这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 . 
再 证 条 件 的 充分 性 ， 如 果 (4) 成 立 ， 根 据 数 项 级 数 的 收效 原 
理 ,级 数 (1) 在 了 中 收 化, 设 其 和 为 S(z+)， 根 据 (4), 当 ?> 六 时 
1Sn(Z) 一 nr)| <e (8) 
对 一 切 自然 数 p 及 了 中 所 有 的 成立， 在 ({ 引 中 命 p> 十 co, 即 得 
1S(7) 一 Sat7)| 笠 对 了 中 一 切 z 成 立 ， 这 就 是 说 (1) 在 上 一 至 
收 钙 于 S(T). 日 
在 上 面 的 定理 中 , 到 p=1， 就 得 到 级 数 一 狼 收敛 的 一 个 必要 
条 件 : 
级 数 (1) 在 了 上 一 竹 收 敏 的 必要 条 件 是 它 的 通 项 zs(z) 在 了 
上 一 致 收 伍 于 0 | 
» Ri 


这 个 必要 条 件 常 被 用 来 判定 级 数 的 非 一 臻 收敛 性 .， 

例 4 级 数 Ine-" 在 (0, -co) 上 不 一 致 收敛 ， 为 了 证 明 这 
一 点 ， 只 须 证 明 它 的 通 项 

| un(T)—=Nne "* 

在 (0, + co) 上 不 一 致 地 趋 于 0. 不 然 的 话 , 对 任意 e 谤 0, 存在 入 , 当 
攻 之 六 时 ,不等式 ne "7<2 对 (0, -00) 中 所 有 的 zz 成 立 ， 取 定 ar 
>>W, 则 不 等 式 noe-m*<e 对 (0, 十 co) 中 所 有 的 = 成 立 ， 今 取 z 一 
总 ， 代入 不 等 式 得 ae-!<<e, 这 是 不 可 能 的 。 日 

例 5 设 (os) 是 单调 减 的 正 数 列 , 证 明 级 数 


| Saji . (6) 


在 任何 区 闻 上 都 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 


lim nas =0, 
天才 十 9 


证 明 ” 先 证 条 件 的 必要 性 ， 设 (6) 在 任何 区 间 上 都 一 致 收效 ， 
于 是 对 任意 ED0, 存在 六 , 当 ? 1 六 时 ,有 
|ansin nz Grr1sin (nt 1)XT* amsin mr | < 之 
对 任何 4 成立 ， 今 取 m>2N，n 一 | 邓 二 1 则 > NW, 再 取 + 
于 是 有 : 


Gn sin ja 十 Ga tsin (nt1) 3 二 msin Dr <e. 


A x Tt 开 .7 
+ Th ee ee Pe 
当 % 世 区 现 由 ， i < 了 2 in 好 之 sin 才 于 是 
-区 


egnsinzz tantisin (nt1) tamsinim a 


>Cas+ Gry 二 "二 tm) sin 于 这 (m1) ansin 和 


: © B22* 


> 人 (二 aaa 这 就 证 明了 


lim na =0. 
Ld 


再 证 充分 性 . 设 im wa 二 0. 命 4， 二 sup{man}, 则 lim 一 人 
记 
S,. m= Qn3innst .tT ansinmney, 
我 们 证 明 对 任意 x, 均 有 
Sm] Sx) ps, 《7) 
Ss, nm 是 周期 2 的 奇 图 数 , 故 只 须 证 明 在 [0 zx] 上 (7) 成 立 就 
。 把 区 间 [0, x] 分 成 


三 段 , 我 们 证 明 (7) 在 这 三 段 上 都 成 立 . 
(一 ) ze | 所， |. 根据 不 等 式 sing> 二 0 (0<0< 子 ), 有 


eR ee dT 


sinR 人 2 十 :十 sinm2| 一 


| 
Re 
Si 一 - 
2 
由 Abel 引 理 (§1.5 引 理 2) 即 得 


| Sqn Snan ps, 

ns ze|0, 吾 | 从 sinb<cg 可 得 
ER 
(=) “本 亚 王 | 这 时 ncm 令 #=| 于 | 


s do。 


把 Sn, 坝 分 成 两 段 : 
Sn, m= Gnsinnz+ asinkr acisin (K+1)2 


二 Tamnsin mrt= 8,. ,+ Sy, ms 
A 由 于 < 至 ,由 (二 ) 知 
es [awnn; 
对 于 第 二 个 和 ， 由 于 rz 之 了 故 由 (一 ) 得 


| Se ml EA. 


|S,, m| |S.,, zx| 十 [Seri,m| S(t 1) is, 
由 timp。 ==0, 即 知 (6) 在 任何 区 间 上 一 致 收 化 、 0 


下 面 的 Weierstrass 判别 法 是 判断 级 数 一 致 收敛 的 最 常用 的 


方法 . 
定理 2 (Weierstrass 判别 法 ) 如 果 存 在 收敛 的 正 项 级 数 
5S a, 使 得 在 区 间 了 上 有 不 等 式 
[ws (2) |Sas (n=1, 2,...), (8) : 


那么 级 数 (1) 在 区 间 工 上 一 致 收 化 ， 、 
证 明 对 收 化 级 数 人 Ta, 应 用 Cauchy 收 敏 原 理 ， 任 给 e> 


0, 存在 六 , 当 ? 二 六 时 ， 
Gan + 十 Gao 十.… 十 Crp<Ce 
对 任意 自然 数 卫 成 立 ， 由 (8) 知 , 当 a 盖 时 ， 


号 十 多 n+p 
[ >) .人 《z) < 3 [wv (xX) 1 > ty LE - 
下 二 持 十 1 Ent+l 和 一 2 二 


对 任意 自然 数 p 及 了 中 一 切 z 成 立 ， 因而 (1) 在 了 上 一 致 收 生 ， 0 
* 84 是 


满足 条 件 (8) 的 数 项 级 数 Sra, 称 为 级 数 了 w(xz) 在 区 间 7 上 


的 优 级 数 ， 定 理 2 足 说 ; 在 区 间 工 上 有 收敛 的 优 级 数 的 级 数 在 了 
上 一 至 收 约 ， 

例 6 级 数 工 2 
在 (一 co, + co) 上 有 木 等 式 


So ee (R= 1,2, "*'), 


LL 


即 读 该 级 数 在 (一 eo, +co) 上 有 收 敏 的 优 级 数 立 南 ， 故 在 
(一 co，+oo) 上 -- 致 收 伍 日 
例 7 级 数 习 Ts 二 在 [0, + co) 上 一 致 收 伍 ， 这 是 因为 妆 
z 之 0 时 有 不 等 式 
Sa n=l2.), 0 


例 8 例 4 已 经 证 明 级 数 S>1ne-* 在 (0，+cc) 中 不 一 致 收 


二 1 


化， 但 它 在 [4 ++ oo) 中 一 到 履 比 ， 这 里 是 任意 一 个 正 数 ， 这 实 


六 由 于 ?这 60, 故 当 充分 大 时 有 
ne "ne "ec (n> NWN), 
玖 级 数 在 [6, 十 00) 中 一 致 收敛 ， 
Weierstrass 判别 法 用 起 来 很 方便 ， 但 条 件 太 强 ， 它 要 求 


Ss, (Y) 绝 对 收 化， 而 且 了 waz) 和 也 1wo(z)| 都 一 致 收敛 才 行 . 


=1 


s 5 » 


一 本 在 (一 00, 十 ce) 上 一 致 收敛 ， 这 是 因为 


实际 上 存在 这 样 的 级 数 , 它 一 致 收敛 , 但 却 不 绝对 收敛 ; 还 可 能 有 
这 样 的 情形 ， maz) 绝对 且 一 至 收 全 但 > jua《z)| 却 不 一 致 收 


.化 , 《习题 6 )， 对 于 这 种 级 数 , Weierstrass 判别 法 就 无 效 了 ， 因 
此 还 需 研究 更 精细 一 些 的 判别 法 ， 
| 类 似 于 数 项 级 数 的 Dirichlet 和 Abel 判别 法 , 我 们 有 
定理 3 (Dirichlet 判别 法 ) ”如 果 级 数 半 o(z)5s(z) 满 足下 
面 两 个 条 件 : 
(i) 5,(z) 对 于 每 个 < 单调 , 且 在 区 间 7 了 上-- 臻 趋 于 0; 
(i) 4.(z)= 可 qu(z) 在 T 上 一 至 有 界 ， 即 存在 常数 2 使 
”得 对 任意 4 及 zE7 均 有 |4,(z)| 之 MM; 那么 该 级 数 在 区 间 了 上 一 
残 收 化. 
定理 4\(Abel 判别 法 ) ”如果 级 数 >1a,(z)5,(7) 满 足下 面 两 
个 条 件 : | 
(i) (7) 对 每 个 “而 训 是 单调 数列 ， 且 在 区 间 1 上 一 致 有 
界 ; . 
(ii) 级 小 en(z) 在 区 间 了 上 一 致 收 伊 ; 那么 读 级 数 在 工 
上 一 臻 收敛 . 
这 两 个 定理 的 证 明 方 法 和 数 项 级 数 中 相应 定理 的 证明 类 似 ， 
Pa 


， 例 9 证 明 级 数 了 2 在 [6， 2x 一 8] (6>0) 上 一 致 收敛 
证 明 命 an(z)= eosnz， ba(z)= 二 ， 则 5Cz) 单 调 下 降 趋 于 0， 


而 且 
ae $6 « 


过 


14。(z)| 一 


此 一 


由 于 xzE[6,27 一 条, 所 以 |sin 扫 | 之 sin 多, 因而 有 


| 
rE 


风 二 (zy 在 [6 2r -一 人 中 一 致 有 界 ， 故 由 Dirichlet 判别 法 知 级 
数 在 [6, 2z 一 中 一 致 收敛 . L 


习 题 
1， 回 签 下 列 语 题 : 


(1) 设 这 (2) 在 fa 5] 上 收效 于 3(20， 如 何 用 e- 好 语言 琢 达 


nl 


us tg) 在 [a, 如 上 不 一 致 收 化 于 (2)? 


中 = 
om 


(2) 从 几何 上 看 ， 全 Jo (四 在 [a, 习 上 一 致 收 和 分 子 8(z) 意味 着 什么 1 


n=1 


(3) 如 时 对 任意 正 数 6 级 数 了 walz) 在 区 闻 [5, 十 oo) 中 一 致 收 化 ， 岂 


wl 


此 能 否 断 言 该 级 数 在 (0, 十 ce) 中 一 致 收 笋 ? 
(4) 设 级 数 之 jh《z) 在 (a,9) 中 收 合 ,并 分 别 在 Ca, 0)，(o, 丰 中 一 致 收 


Lt | 


887» 


数 , 由 此 能 否 断 言 该 级 数 在 (ob) 中 一 致 收 线 ? 


《5) 若 级 数 全 Jw, (z) 在 [a 85] 上 绝对 并 一 致 收敛， 能 容 所 言 


n=1 


> 1,(z) | 在 [a, 5] 上 一 致 收敛 (请 看 习题 6)? 


名 二 1 


(6) 六 妆 导 lws() 在 [a 上 臻 收敛， 是否 一 定 能 找到 收 钱 的 下 


n=l 
项 级 数 < va 使 得 Luw(z)1<a。 在 To, 5] 上 成 立 (请 看 习 是 7)+ 
匠 三 1 
2， 和 研究 下 列 级 烤 在 指定 区 间 上 的 一 致 收 笋 性 : 


忆 1 
.DD GD Oto), 


(2) rar 《i) 0 0 (ii) SS<x<< 十 ce， 


YY 一 
(3) Sr (— Ho0). 


(4) De tr") G<kle) 
n=1 


(5) Dr (oeto0). 
R=1 


(6) 之 In 
n=2 
( DED (csc2n) 
n+ sing 
(8) Dsing (0<z<+o0), 


ce9 起 而 到 。 
sin 和 siny%xy 
《9) > A CO<sz< 十 oo) 


Rl 
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Q0) > (Sz<+ 0). 
3. 于 必 证 本 人 3 "在 0 半 z< 之 十 oo 中 一 致 收 
n=1 
歼 ， 
4， 补 出 定理 3, 4 的 证 明 . 


5， 设 wo (% 一 1, 2,…) 是 [a, 5] 上 的 单调 函数 ， 如 果 级 数 ,tn(a)， 


入 一】 


二 wb) 绝对 收 全 WR 5] 上 绝对 并 一 数 收 但， 


R= 


bd 


6， 证 明 级 数 
全 (一 Drz"(l 一 人 
由 一 站 


在 to, 1] 上 绝对 并 一 致 收敛 , 但 之 x*(1 一 2) 在 [0,1]. 上 并 不 一 至 收敛 . 


7， 设 在 区 间 [0, 1] 上 定义 


1 :了 

ga) = Tn 

0, 其 它 了 3 
证 明令 ,ws(c) 在 区 间 [0，1] 上 一 致 收 伍 ， 但 不 个 在 收 北 的 正 项 级 数 
站 = 1 
使 得 对 所 有 的 x€70, 1] 以 及 一 切 自 然 教 成 立 不 等 式 
者 一 1 
WU) En 本 


8， 设 So(o) 一 1 (0 入 z 委 1)， 命 
Bsr) = TH, 1(w) (R=1,2, "). 
证 明 5S,《z) 在 [0, 1] 上 一 致 收 伊 . | 


9. "0 玖 上 收敛, 如 果 存 在 常数 了， 使 得 对 任意 xC[a, 8] 


及 二 1 


及 一 切 自然 数 痢 外 | 2 <NM, 证 明 辽 Jw,() 在 [a, 妇 上 一 至 收 钱 


nml 


“9 


te 


提示 : 证 明 福 ww(o) 在 充分 小 的 区 同 [a, 的 (Cfo 妇 ) 上 一 致 收敛 


nml 


10。 利 用 上 题 结 果 , 讨论 级 数 


mm wm 

> 1 Ls 
i > ns 

n= 


名 二 1 


的 一 致 收 仇 性 、 
$2.3 和 函数 的 性 质 


现在 回 过 来 研究 82. 1 中 提出 的 问题 ， 我 们 将 看 到 , 只 要 加 上 
一 致 收敛 的 条 件 ,那里 所 提问 题 的 答案 都 是 肯定 的 ， 


定理 1 ”如 果 级 数 >,nwx(z) 在 区 间 了 工 上 一 致 收敛 于 SCz), 且 


每 项 wn(+) 都 在 I 了 上 连续 ,那么 和 函数 8 (4) 也 在 上 连续 . 
证 明 ”我 们 证 明 8(z) 在 7 的 任 一 点 zo 处 连续 。 因为 级 数 在 
I 了 上 一 致 收 化, 故 对 任 给 的 =。>0, 可 取 一 充分 大 的 自然 数 no, 使 得 
不 等 式 
1S(z) 一 SCz)L < 可 
对 了 上 一 切 z 都 成 立 , 共 中 Sn(z) 是 级 数 的 第 mo 个 部 分 和 ， 因 为 
wa(z)(n 一 1, 2,…) 都 在 了 上 连续 , 故 So(z) 也 在 了 上 连续 ， 因 此 
有 正 数 6, 当 |z 一 zol<5 时 ， 有 [S47) 一 Snbzo)1 << 全 ， 于 是 ， 
当 jz 一 zol< 6 时 ,使 有 
18(z) 一 S(zo) | 馆 18(7) 一 So(z)| 
+ Sat) Sa zo {+ Sa, (20) —8 (0) | 
€ € £ 
一 了 十 可 十 村 一 e 
这 就 证 明了 SCz) 在 zo 处 连续 。 0 
例 1 级 数 了 212 在 (一 00, 十 co) 上 一 致 收 伍 ,因此 它 的 和 


至 未》 


.5 0 


函数 是 整个 数 轴 上 的 连续 函数 


例 2 设 fzx) = > 3 cosnra!, ,计算 limf(2z). 


解 ”在 区 间 [ 一 2, 2] 上 考察 这 个 戎 数 , 由 于 

< 人 

. 因而 原 级 数 在 [一 2,2] 上- 一致 收 鳃 ， 所 以 和 函数 扩 z) 是 [一 一 2 21 上 
的 违 续 阔 数 ， 寺 是 


limf(z ) 一 A D3 COBNA 


_ SCD*_ 3 
一 之 ， Sa ”可 


例 8 证 明 f(z)= YYne- 是 (0 十 cao) 上 的 连续 函数 、 


证 明 ”$2.2 的 例 4 已 经 证明 这 级 数 在 〈0, 十 co) 中 不 一 致 收 
敛 ， 因 而 不 能 直接 用 定理 1 来 证 明 f(z) 在 (0, 十 co) 上 的 连续 性 . 
但 可 以 这 样 履 , 设 zo 是 (0, 十 oo) 中 任 一 点 ， 这 时 总 能 取 适 当 的 人 
使 得 0<6<xzo， 出 了 2.2 的 例 8 知 ， 该 级 数 在 [6, 十 cc) 中 一 致 收 


和 化， 因而 六 xz) 在 zo 处 连续 .由 于 zx 是 (0, 十 co) 中 任 一 点 ， 故 知 


fz) 在 (0, 十 ceo) 中 连续 . 
定理 1 告诉 我 们 ， 如 果 级 数 之 ,un(z7) 的 每 一 项 wn(7) 都 在 区 


闻 工 上 连续 , 那么, 加 上 - 致 收敛 的 条 件 后 就 能 保证 它 的 和 函数 

S(Y) 在 了 上 连续 、 现 在 反 过 来 问 , 在 每 个 xn(z) 都 连续 的 前 提 下 ， 

从 各 归 数 S(I) 的 连续 性 能 否 推 出 级 数 在 1 上 一 致 收敛 ? 一 般 来 

说 ， 答 案 是 否 完 的 。$2.2 的 例 3 就 说 明了 这 个 问题 。 但 如 果 考 
谍 的 是 焉 项 级 数 , 而且 了 是 有 界 的 闲 区 间 , 答案 则 是 肯定 的 . 


= 9F * 


2 


定理 2 (Dini) 设 级 数 Slu,(z) 的 每 一 项 在 有 界 闭 区 间 Fa， 


#5] 上 连续 且 非 负 , 如 果 它 的 和 了 国 数 5(z) 也 在 [a,3] 上 连续 , 那么 该 
级 数 在 La, 3] 上 一 致 收敛 ， 
证 明 用 8。(z) 记 级 数 的 部 分 和 ， 由 于 4,(7) 守 0， 故 对 每 个 
给 定 的 z, 93,(2) 是 单调 增 的 数列 。 记 
rn(z) 一 SCz) 一 Sa(z) (一 1) 2,，…)， (1) 
则 =(2z) 是 非 负 的 单调 减 的 数列 ， 我 们 要 证 明 r+.(#) 在 [a,8] 上 一 
致 趋 于 0， 如 果 不 是 这 样 , 那么 存在 某 个 se>0, 不 论 % 多 大 ， 总 能 
在 [a, 8] 上 找到 这 样 的 点 xz, 使 得 
?n(n) Ee (R= 2,.), 2) 
《z;) 既 然 是 Fa, 如 中 的 一 个 点 列 ， 那 么 根据 Bolzano-Weierstrass 
定理 ,从 它 中 泗 能 挑 出 一 个 收敛 的 子 列 z,， 设 lim zax 一 zo， 则 zx 
E[La,5]， 根据 +m(7) 的 连续 性 , 我 们 有 
lim rm(tn)—=rn(z0) (m=1,2,.). 
男 一 方面 , 对 寸 任意 给 定 的 tm， 总 能 找到 充分 大 的 ,使 3; 守 m. 
于 是 , 对 于 任意 给 定 的 > ,就 有 7mt7) 之 ?wn,(T), 特 别 有 7m(z4,) 守 
?nilzns)。 因 而 从 (2) 得 Tm(zs,) 之 2, 命 一 十 co, 就 得 
ra(fo0) ee (m=1,2,.), (3) 
但 从 (1) 知 道 ， 
rm(W0) =S(r0) — Sm(r0) 0 (m->00), 
这 和 (3) 了 矛盾 ， 从 而 证 明了 级 数 在 [e, 妇 上 一 致 收 伐 于 SCz)。， 中 
注意 , 如 果 把 定理 中 的 有 界 闭 区 问 [a, 妇 换 成 开 区 间或 者 无 穷 


区 间 , 结论 就 可 能 不 成 立 . 例如 级 数 祖 ,x" 的 每 一 项 z" 在 区 间 [0, 1) 
=0 


中 非 负 且 连续 ， 它 的 和 函数 了 二 也 在 [0, 1) 中 连续 ， 但 该 级 数 在 


-= 号 了 +. 


工 0, 1) 中 并 不 一 致 收敛 对 于 无 穷 区 间 的 情形 ， 读者 试 自 举 一 合 以 
说 明之 . 
现在 讨论 逐 项 积分 和 逐 项 微分 的 问题 . 


定理 3 ”如 果 级 数 iw(z) 在 区 间 Ta, 雪上 一 致 收 误 于 BCz)， 
且 每 项 vs(z) 都 在 [o 上 连续 , 那么 
[Su p= 5) | ura. 


证 明 ”由 定理 1 知 5(z) 是 [9,8] 上 的 连续 函数 ， 因而 是 可 积 
的 ， 由 假设 ,级 数 是 一 致 收敛 的 , 故 对 任意 > 全 存 在 信 , 当 n> 久 
时 , 不 等 式 


Sn(2) 一 SCz| <52 
对 Fe, 妇 中 所 有 的 2 成立， 于 是 , 当 >> 玉 时 有 
| se 一 | .so | 

<[ Is,(r) Sr) dce, 
因而 
fo fe 


> 1 
多 =1 


例 4” 设 f(z)== > 计算 | KKz)az. 


` 解 ” 因 级 数 在 (一 oo, 十 co) 上 一 致 收 化 ， 必 在 任意 有 限 区 间 内 
能 释 项 积分 。 于 是 
e 93. 。 


| fC2) adr = 了 cosnzin - 0. 


定理 4 如 果 级 数 wo(z) 满 足下 面 三 个 条 件 : 


(i) ”在 区 间 [a,8] 上 收 伍 于 S{z); 
(ii) 每 个 an(z)》 (一 1 2 …) 在 [oa, 8] 于 有 连续 的 导 函 数 ; 


Giii) 由 导 函 数 构成 的 级 数 31w(z) 在 [a,51. 上 一 致 收 伊 ; 
那么 函数 SCz) 在 fc, 5] 上 有 连续 的 导 冀 数 , 且 可 逐 项 求 导 : 
Br(z)= Tus), xc[o, 拉 ， 


证 明 ”从 (让), (iii) 知 ， 级 数 >,ws(z) 满 足 定理 1 的 条 件 . 若 


记 c(2) 二 > 人 z)， 则 c(z) 是 [as， 妇 上 的 连续 函数 ， 我 们 要 证 . 
心 (z)=C(7) 在 [a, 引 上 成 立 。 由 定理 3 知 , 当 zE [oa, 的 时 ,有 


[ola 二 5 wa 


= [un(2) un a)] 
=8(7)—S(a). 
由 c(z) 的 连续 性 , 在 上 式 两 端 求 导 , 即 得 
S'(z)=aCz) 9 
例 5 证 明 1(z)== 了 < 在 (一 oo, 十 co) 中 有 二 阶 和 连续 导 ， 
及 一 3 


国 数 , 并 计算 "(zx). 
s 9 部 


解 容易 看 出 原 级 数 以 及 每 项 求 导 后 所 得 的 级 数 都 在 
《一 00, 十 co) 上 一 致 收 敏 , 因而 有 
f 《z) 一 二 
”A=1 
对 这 个 级 数 再 逐 项 求 导 所 得 的 有 级 数 仍 在 (一 co, 十 c) 上 一 致 收敛 ， 
六 而 有 


fry 人 2 Y， a 


作为 级 数理 论 的 应 用 ， 我 们 给 出 一 个 处 处 连续 处 处 不 可 微 的 
' 销 数 的 例子 。 这 种 函数 的 例子 首先 是 由 Weierstrass 提出 来 的 .下 
面 介绍 的 是 Van der Waerden 的 例子 ， 这 个 例子 比 Weierstrass 
的 简单 ,但 基本 想法 和 Weierstrass 是 一 料 的 . 

党 在 实数 轴 . 上 定义 函数 wo(?) 如 下 : 它 是 一 个 以 1 为 周期 的 周 


期 函数 在 区 间 | 一 去 ,于 | 上 定义 为 
wo(Z) 一 lz1, 


这 是 一 个 锦 齿 形 的 函数 ， 利 用 w(z) 再 定义 一 目 函 数 如 下 : 
oz) 一 十 in(4sz) (=1, 2, .7). 


容易 知道 , ur(z) 是 以 元 为 周期 的 周期 函 数 : 
wu (z+ 站 j= 六 wo(4 zz 十 1 
一 下 to(4tz) 一 tu 人 (2 


其 次 , 因为 w(z) 在 | 去, 所 | 上 是 线性 的 (这 里 s 是 任意 整数 ), 所 


之 < 村 


以 uz) 在 区 间 | 让 3 二 | 上 是 线性 的 , 


性 必要 本 


由 此 可 知 , wx(7) 也 是 锯齿 形 的 函数 , 只 是 随 着 的 增 大 , 饥 齿 
越 来 越 细 . 


现在 定义 


Es Bu) 《一 co<z<<+eo). 


我 们 征明 几 z) 在 实数 轴 上 处 处 连续 但 却 处 处 不 可 微 ， 事实 上 ， 因 
为 


_-— 


Ou +) 一 wo(4* 2) < 让 (—00<r<+ 0), 

所 以 级 数 wu(z) 在 实数 轴 上 一 到 收 氏 ， 故 1(z) 在 实数 轴 上 处 处 
wi 

连续 . 现 证 它 处 处 不 可 微 ， 为 此 任 取 mnE( 一 co, 十 oo), 记 [2 4"xol 


一 so 则 Fi<zo < 二 ， 又 取 加 cl; i eh 半生 使得 1s 一 ol 


一 显然 , 当 2 一 十 co 时 ,yo~>zo。 我 们 要 证 明 
jim Lm —f zo) (4) 


人 由 mn 一 水 0 


不 存在 ， 按 照 Fz) 的 定义 ， 
fr) f(a0) Se) (se) (5》 


Tn— Xo pO” mn Ko- 


s GH « 


ee -一 ~ 一 -= 一 一 


暂时 间 定 4， 当 ># 时， 由 于 w(x) 的 周期 是 去 ,所 以 


) 


te 


1 
Wa (zn) = ws 人 (ms 二 4 


于 是 45) 变 为 
f(zn) —f {ro) Rs WETn) — ue (ro) 
Yn TD -之 区 nm 一 和 8、 -" 
当 k<n 时 , 不 难 证 明 


Sn sn 十 1 em -se Si 二 1| . 
42” 2.4" 2:4*” 2.4 


已 知 w(z) 在 | 到 千 ， 竺 所 | 上 是 线性 的 ， 因 而 在 | 她 吞 ， 守 全 | 


上 也 是 线性 的 ， 现 在 zs， | 竺 弛 上， 所 以 


2-4%” 2.4% 
Walzn) —t (Fo) 1 
Zn 一 %0 


由 此 可 得 
(zs) —f (lx) 让 
ee 
容易 知道 , 如 果 为 再 数 , 那么,( 土 1)== 侦 数 ; 如 果 % 为 偶数 , 那 
么 了 (十 D) = 奇数 ， 这 就 证 明了 (4) 不 存在 , 因而 f(z) 在 实 散 轴 上 
处 处 不 可 微 . 
习 题 
1， 同 管 下 列 | 问题 : 


~ 


ss 97 。. 


和 0 


(1) 设 福 ,an(z) 在 〈0, 十 ceo) 中 收 敏 于 5(z)， 对 于 任意 6>>0， 它 在 


n=1 


fa, 十 co) 中 一 致 收效 ， 如 果 如 (cz) (n 一 1, 2,…) 都 在 (0, 二 2) 中 连续 ， 能 否 


” 断言 Stz) 也 在 (0, 二 co) 中 连续 ? 


(2) 在 Dini 定理 的 证 明 中 ,“ 有 界 针 区间? 这 个 条 件 用 在 何 处 
“(3) 在 Dini 定理 中 , 把 “有 界 闭 区 间 " 改 为 “无穷 区 阿 "， 定 理 是 否 成 立 ? 


举例 说 明之 . 
2， 殉 定 下 列 函 数 的 定义 蕊 , 并 研究 它们 的 连续 性 “ 
， z 十 82( 一 TD) 
(1) 10- Tr (2) f(z) = St i 


天 于 1 


3. 证 明 函 数 f(x) 一 em 在 (一 co, 二 0) 中 有 二 阶 连续 导 卫 数 并 
蚊 二 1 
“计算 产 (z)， 
4。 证 时 Riemann 上 函数 


一 1 
全 一 之 2 


在 区 间 (1, 十 oo) 内 是 连续 的 , 并 在 这 区 问 内 有 各 阶 连续 导 前 数 ， 
5. 设 J(z) = 了 ne-*r (z>0), 计 算 [ fo)az 
#4=1 
6， 设 mn,r:,… 是 [0, 1] 中 的 全 部 有 理 数 , 证 明 函 孝 
f= Ps (<z<1) 


- 在 [0, 莫 中 连续 , 且 在 索 理 点 可 微 ; 但 在 有 理 点 不 杯 微 ， 
7. 设 4 是 (一 co, 十 co) 中 一 个 点 集 ，zo 是 4 的 一 个 极限 点 ， 如 果 级 数 


wy 在 4 上 ~ 至 收 伐 , 而且 2 (2) 一 gn, (8 一 1,2,…)， 证 明 ~ 


-入 和 1 


(1) 写 7o, 收 煞 
n= 

(2) lim 3 ;3 (ze 可 以 是 00)， 
es n=1 =1 


= ‘98 « 


8， 设 了 (2z) 一 3.(75;) Cos 计算 
、 Rl : 
fo， sno. 


9. 已 知 可 全 一 一 1n2, 证 明 


n=1 
limS (一 1 一 一 ln2 
Sm | 
10， 证 明 bd 
: #"(1—7) 1 1 
lim Zn = 3 Za: 


11， 没 罗 2#,(z) 在 Ea; 妇 上 上 鹏 效 , 如 当 


人 二 1 


Bln) | 一 | Due) JEM (aeb, n=l,2,.), 
k=1 
-就 说 人 > ,anko) 在 Fo 5] 上 有 界 收 激 . | 


为 二 1 


n=l 


设 这 jtols) 对 任意 8>0 在 [a,c 一 向, [e 十 6,2] 上 ~ 到 及 裔 ， 且 在 [a, 5] 


上 有 界 收 化 ， 证 明 若 w(x) (x 一 1,2,…) 在 [a,8] 上 可 积 , 则 了 > w(x) 也 在 


n=l 
[4,5] 上 可 积 , 而 且 


- f 区 Un CT) )az= | yar) dz. 


如 一 了 


12， 如 果 函 数 ttoj (nw 一 1,2,…) 在 [a,5] 上 可 积 , 全 an 人 (2 在 [a, 5]. 上 


二 上 


一 致 收敛 于 St2), 证 明 -S(x) 在 [a,5] 上 可 积 , 且 有 


人 3 vs (0) jas= | Wn (ZT) Eg, 


伟 二 1 


BB 


13， 设 之 au。 收效 , 证明 
n=1 


第 三 节 宕 级 数 
这 一 节 我 们 要 研究 一 种 特殊 的 男 数 项 级 数 一 一 项 狼 数 ， 称 短 
: 顺 都 是 罕 孙 数 的 级 数 

Yo 24 一 C0 十 G 宫 十 G222 十 十 @@ 作 8 十， (C1). 
为 村 级 数 它 是 一 种 理论 上 简单、 i dd 如 
果 在 (1) 中 命 

nr 一 站 gd 一 ， … 一 0， 
那么 级 数 (1) 就 退化 为 一 多 项 趟 . 因此 多 项 式 可 看 作 一 种 特殊 的 
医 级 数 . 反之 ， 朝 级 数 也 可 看 作 一 个 “无 穷 次 "的 多 项 式 ， 下 面 将 
会 看 到 , 需 级 数 确 有 许多 和 多 项 式 类 似 的 性 质 . 
本 节 主 要 讨论 两 个 问题 ,一 是 研究 大 级 数 的 和 函数 的 性 质 , 

是 讨论 在 什么 条 件 下 能 把 一 全 给 定 的 尔 数 晨 开 成 常 级 数 以 及 如 何 
展开 . | 


§3.1 守 级 数 的 收 化 半径 

我 们 首先 关心 的 是 知 级 数 的 收敛 点 集 ， 这 与 一 般 的 函数 项 级 
数 不 一 样 , 军 级 数 的 履 敏 点 集 一 定 是 一 个 区 间 , 从 下 面 的 定理 即 可 
得 知 . | 

定理 1 对 于 给 定 的 第 级 数 


Dorr"= Go 十 QR 十 Qox 十 … 十 GX" 十 "…* . (1) 


"a 100* 


记 « = lim VM lan], R = 之， 那么 


(i 当天 =0( 即 wa= 十 ce) 时 , (了 上 只 在 z= 0 这 一 点 收藏 
(ii) 当 员 = 十 oe( 即 w& =0) 时 ，(1) 在 整个 数 轴 上 都 绝对 收 
化; 
《ii 当 0<R<+ 吕 时 , (1) 在 区 间 ( 一 已 到 中 绝对 收 敏 , 在 
(一 吾 , 吾 ) 之 外 发 散 ， 
证 明 因为 
im /Tarr |= 1z|o%, 
根据 数 项 级 数 的 Cauchy 判别 法 即 得 定理 的 证 明 ， 0 
由 此 可 见 , 震级 数 的 收 化 点 集 是 区 间 ( 一 R,R)})，B 称 为 (1) 的 
牙 化 半径, (一 RB, 六 ) 称 为 (1 的 收 伍 区 间 。 定 理工 实际 上 给 出 了 计 - 
算 吾 的 公式 . 
例 1 用 定理 工 容易 算出 下 列 三 个 宕 级 数 
Da PE, a 


引 一 了 = 


的 收 敏 半径 分 别 为 1, +co,0. 
例 2 计算 矫 级 数 了 21z4 的 收敛 半径. 


解 ” 当 =2k 时 , qn 二 2*; 当 % 二 2 十 1 村 , 6s 二 0, 所 以 
“= lim MV Ten| = lim /r= 2, 
因而 且 一 -7 
必须 指出 , 在 幕 级 数 的 收敛 区 间 ( 一 8B, 8) 的 两 个 端点 ?二 士民 
te 下 面 三 个 级 数 
£i) > ，(ii) > Ciii) Snr 
n=1 量 之 1 


a 101 w 


的 收敛 区 间 都 是 (一 1, 1), 但 其 中 (在 左 端 点 z*= 一 1 处 条 件 收敛 ， 
在 右 端 点 < 一 1 发 散 ; (ii) 在 左右 两 个 端点 都 绝对 收敛 ; (iii) 在 
两 个 端点 都 发 散 . 
从 定理 1 还 可 得 

”定理 2 (Abel) 如果 之 级 数 (1) 在 点 < 二 zolzo 二 0) 处 收 误 ， 
那么 它 必 在 区 间 1z1<<|zs| 中 绝对 收 敏 ; 如 果 (1) 在 点 z=z, 处 发 
” 散 ,那么 也 在 1z1 > 1z1| 发 散 . 

证 明 ，” 设 (1) 的 收 敏 半径 为 豆 ， 由 假设 1ze| < 妖 ， 即 (一 jz 
1361)C( 一 RR)， 歼 (1) 在 (一 |zo|，1z4l) 中 绝对 收敛 ， 因 (DD) 在 
2 一 二 处 发 散 , ny&( 一 B 请 , 故 (1) 在 jz| 之 1zj) 季 绕 敌 、 泪 


习 慕 
1 回答 下 列 问题 : 
(1) 竺 名 区 收 多吉 入 和 一 和 网 冯 敌 有 扩 雪 育 什 和 区 虹 1 如 全 计 算 和 组 
数 的 收 敏 半径 ? 
(2) 籍 级 数 在 其 收 疣 区 问 的 两 个 端点 忆 是 否 收 笋 1 
2， 求 下 询 短 级 数 的 收 化 半径 , 并 研究 它 在 收 笋 区 间 端 点 的 性 质 . 


《1》 > ， ® Ets) 了 
(3) it 
料 二 


(4) Si FJ) (a>0,5>0), 
用 一 1 


(5) > (a>0, 5>0). © SY 


3， 求 下 列 广 亲 冉 弘 款 的 收 敏 点 集 : 
Cs 1 1 一 YA ~ : 1 Nn 一 上 委 
S12 和 Ti 1 62) = 二 


AD2Z ? 


G) 5 ar (4) ) 习 人 7 


Ne 


4, 设 是 一 个 发 散 的 正 项 级 数 , 如 果 lim 7 十 池 十 下 一 9， 那么 级 


B=0 


数 aur 的 收敛 半径 互 一 1. 试 证 之 . 
R= 


5。 设 他 ax", 也.5,x' 的 收 化 半径 分 别 为 R; 和 Rs 证明 


外 一 了 n=0 


(01) 六 Can 十 5.) xr 的 职 比 半 答 R>min (Ki, Ry. 


A 二 0 


{2) ) Sab zx" 的 蚁 化 半径 > 4: 


| 
(3) 举 绩 说 明 在 (1) 中 Rmin (Bi, R,} 和 在 (2) 中 8 之 RR, 都 是 可 能 发 
生 的 ， 


§ 3.2 和 函数 的 性 质 
设 畴 级 数 
pe (1y 
> 全 . I 
的 疏 钱 半径 为 及 ， 它 在 区 间 ( 一 BB， R) 内 阐 定 了 一 个 莘 硝 数 SCz)， 
为 了 研究 5(7*) 在 (一 R, 3) 内 的 性 质 , 首先 蕴 知 递补 级 数 在 它 的 牧 


敛 区 间 中 是 否 一 至 收 争 ， 一 般 来 说 答案 是 否定 的 , 例如 绒 灶 7 x* 


在 它 的 收 敏 区 间 {( 一 2 1) 中 就 不 一 致 收 伏 ， 和 但 我 从 有 下面 的 
定理 1 设 人 1) 的 收 伍 半 径 为 品 ; 则 对 任性 的 YE (0 有 R), 级 数 在 
[一 7+, 7] 中 一 至 收敛 ， pW 
证 明 很 简单 ,因为 当 xE[ 一 ?,r] 时 , 有 
“ [asz" [ian lr", 
103°。 


而 袜 olr 收 和 ， 因此 了 eo" 在 [一 门 上 一 致 收 化 ， 


震级 数 的 这 一 -性 质保 证 了 它 的 和 函数 不 仅 在 收 全 区 间 内 是 志 
续 的 , 而 且 具 有 任意 阶 导数 . 

定理 2 设 (1) 的 收 笋 半径 为 尽 , 则 其 和 国 数 S(z) 在 (一 书本 
中 连续 . 

证 明 任 取 zoE( 一 R, RR), 即 |zo| <R， 在 jzo|, 下 之 间 任 取 一 
数 7 于 是 zuE[ 一 7,r]C( 一 R, B)， 所 定理 1，(1) 在 [一 +, ?J 中 一 
致 收敛 ,因而 S(z) 在 xo 连续 ， 由 于 zo 是 在 (一 BR) 中 任意 取 的 ， 
故 8(z) 在 (一 R,R) 中 连续 ， 0 

定理 3 设 (1) 的 收敛 半径 为 及 ， 则 其 和 函数 SCz) 在 区 间 
(一 R, R) 中 可 导 , 其 导 函 数 可 通过 逐 项 求 导 而 得 ; 


8'(2) = nan . 《2) 
而 且 和 逐 项 求 导 后 百 的 禾 级 数 的 收敛 半径 仍 为 已 
证 明 因为 
lim Tim Salan|= 1i lim ~ Tarl, 


+ 


由 83.1 定理 1 知 ,(2) 式 右 端 的 震级 数 的 收 敏 半径 也 是 五 , 因 
而 对 任意 rxE(0， 邵 )， 该 寡 级 数 在 [一 ", 寂 中 一 致 收效 . 于 是 对 客 
级 数 (1) 而 言 , § 2. 3 定理 4 的 三 个 条 件 都 清 足 ， 因 而 等 式 (2) 在 
[一 +, rj 上 成 立 ， 由 于 7 可 任意 接近 及 ， 所 以 (2) 在 (一 ,RR) 中 成 
立 . 趾 

反复 应 用 定理 3 , 可 得 

推论 ” 设 (1) 的 收 伍 半径 为 忍 , 则 其 和 函数 8(z) 在 (一 玉民) 
中 有 任意 阶 导数 : 

pert)= Ente ht Dar (h=1, 2,…)， (3) 
a.104 » 


县 其 收 敏 半径 仍 为 瑟 . 
这 条 推论 所 揭示 的 正 是 震级 数 和 多 项 式 的 相似 之 处 . 
定理 4 设 (1) 的 收敛 半径 为 hR，S(2) 是 它 的 和 沙 数 ， 对 于 
(一 ,RB) 中 的 任意 x, 均 有 : 


而 且 上 式 右 端 震级 数 的 收 敏 半径 仍 为 总. 


证 明 ”不妨 设 >>0, 由 于 (1) 在 [0, 菩 中 一 致 收敛 , 故 由 3 2-3 
定理 3 知 , 它 在 [0, :] 上 能 逐 项 积分 , 因而 有 | 


3 ~ 负 E = 名 Ss 才 Qn jn+1 
(Be Lap (ant dt = 之 ,Ti 十 3 


这 就 是 (4)， 由 $ 3.1 定 理工 易 知 (4) 右 端的 级 数 的 收 仇 半径 也 是 
R， 0 

利用 上 面 这 些 定理 可 以 求 出 一 些 震级 数 的 和 ， 以 及 把 一 些 初 
等 函数 展开 为 震级 数 . 


， 例 1 求 革 级 数 了 ne" 的 和 | 
解 容易 知道 这 个 寡 级 数 的 收 伍 半径 R=1， 为 了 求 出 它 的 
和 , 对 下 列 宕 级 数 ; 


Ble"*=7 i (rl<1) 


并 = 旭 


逐 项 求 导 , 就 有 
Zn = 二 二 4 


入 志 1 


因而 


Sm 加 i (|z|<1)， 0 


2 
牧 严 工 27) 
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在 上 起 中 取 x 的 一 些 特殊 值 ， 即 可 得 一 些 数 项 级 数 的 和 ， 例 
如 分 别 取 z 一 于， 杞 ,就 得 


1 < 3 
7 


例 2 把 ln( 和 十 x), arctgz 展开 成 备 级 数 ， 
解 当 zE( 一 1,1) 时 ,有 


一 Drzw 
2 
由 0 到 z 逐 项 积分 得 
in(I+z) 一 DS -De (—1<zr<1). 
上 背 乏 项 积分 等 式 


FE 
即 得 arc tgx 的 展开 式 
are ts:= 了 所 抄 2 zt 【一 1<z < 一 1， 吕 


在 收敛 区 间 的 两 端点 处 , 和 函数 有 如 下 性 质 . 
定理 5C(Abel} 设 (1) 的 收敛 半径 为 R, 如 果 在 z=ER 处 级 
数 收 效 , 则 共和 国 数 Stz) 在 zx= 吾 处 左 连续 ; 如 果 (1) 在 .? 一 一 全 
处 收敛 , 则 StI) 在 x= 一 BR 处 右 连 续 . 
证 明 设 (1) 在 z= 玉 处 收敛 , 我 们 证 明 (1) 必 在 [0, 玉 ] 上 一 致 
和 化 .事实 上 , 把 (1) 写 成 
Da"= oe ). . 
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由 于 避 arR" 收敛 ,数列 (各) 对 [0, RJ 中 的 每 个 < 而 言 是 单调 的 ， 


而 且 一 致 有 界 . 因而 根据 级 数 一 致 收敛 的 Abei 判别 法 ，(1) 在 
[0, Bj 上 一 致 收 侣 ， 所 以 SGz) 在 z= 亚 处 左 连续 . 关于 的 太一 半 
可 同 法 证 之 . U 


§ 


例 3 求 级 数 
> 1 过 一 1 一 序 十 言 一 开 十 " 
二 | 
> DaTi i 
的 和 . 
解 第 级 数 Y)( 一 D "2 的 收敛 半径 为 1， 设 其 和 函数 为 


S(z)， 因 该 级 数 在 收敛 区 间 的 右 端 点 x 二 1 处 收敛 ， 故 Sz) 在 : 


+ 二 1 处 左 连 续 , 即 
lim SCZ) 一 SC1). (5}- 


Pad 


但 由 例 2 知 S(Y)==1ln (1 十 x) (一 1<z<1) 出 (5) 即 得 


SD :元 一 la2. 


nl 


利用 例 2 的 另 一 展开 式 


wetsr = 富生 nt (- 1<r<1), 
即 得 

es, 

之 人 3 2n4+i 4 
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ep a 


每 级 数 的 一 般 形 式 为 


Sas(s 0)", (6) 
其 中 a 是 一 个 定数 ， 通 过 变换 3 二 ?一 4 即 可 把 (6) 化 为 
Dow : (7) 


如 果 (7) 的 收敛 半径 为 ,那么 (6) 的 收 合 区 间 便 是 (a 一 Ra 十 B). 
其 它 的 结论 都 和 前 面 讨 论 过 的 一 样 ， 


习 题 
1. 回答 下 列 问 题 : 
(1) 短 级 数 在 共 收敛 区 间 中 是 否 一 致 收 敏 
《2) 笑 级 数 和 多 项 式 有 了 哪 些 相 同 之 处 , 哪些 不 同 之 处 ? 
2.° - 求 下 列 级 数 的 和 : 


mntl 


Da (2) A 


由 一 人 
on zn 
(3) 之 aoTT 
3. 证 明王 列 等 式 (lz|<1t): 


《1) Tmt) (n+ 2)w" = 


%=0 


mK 十 4x2 十 zx 
中 


(1 —2)8 


© Dt tte pp 二 


4. a 


a 


i 
(2) 1 一 十 本 一 3 十 “NE +2ln(v 2 十 1)). 


Di ee Cg 
5, 利用 等 式 | ! (1 一 人 dt 一 my' 证 胃 


Ss es ,Sy 
to 1 tt 
5。 证明 下 列 等 式 : 


1 i (2n) 11 
[Gt gr 


f {2n)1! za- 1 1—i? 
四 Da | et (lz|<D. 


nn- 《29)11 1 
3 > A Cs PY a 


Ts 人 
看 一 ml 
(1) | : 1 lnt 时 一 一 二 ， 


(2) 人 sin tat—— 到 In2. 


C2n— Dll 1 ; 
(3) + ee (iz1<1)， 


C2n— DI! 1)11! 1 人 
sa 2 IE 


8. 设备 级 数 Janz" 的 收 敏 半 径 为 妃 旦 a 之 0, 证 明 


Hn 二 0 


lim ,De = De 


首 虽 加 一 


9. 利用 上 题 结果 证 明了 3 二 一 + 


n= 二 1 


om om 到 内 
10， 设 浓 ja 一 9， Sj6,=5, cs 一 6 其 中 cn 一 > ab -s, 证 明 
n=0 t=0 n=0 k=0 
0 一 GD 
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§ 3.3 沪 数 的 禾 级 数 展开 式 

现在 开始 研究 第 二 个 问题 ， 限 数 在 什么 条 件 下 能 展开 成 吉 级 
数 以 及 如 何 典 开 . l 

如 果 函 数 了 在 区 间 (a 一 R, 十 B) 中 能 展开 成 需 级 数 


jz)= Dyanlr—a)”, 
nn 一 站 


”根据 § 3.2 定理 3 的 推论 , f 在 (a 一 Ra 十 R) 中 有 任意 阶 导数 , 这 
是 能 展 为 寡 级 数 的 必要 条 件 ， 其 次 , 由 于 


f*(z)= 0 1)an(z 一 0 
= 


(k=1, 2,***), 
命 + 二 a, 就 得 
f(a) 了 人 (k=0, 1, 2..….)， 


这 就 是 说 , 如 果 了 能 展 为 z+ 一 a 的 智 级 数 ， 那 么 这 个 每 级 数 一 定 是 
下 面 这 种 形式 : 


f(z)= > a) Cp ads 
现在 设 了 在 z=e 处 有 任意 阶 导数 ,那么 从 了 就 能 作 出 每 级 数 
ps 二 (zx—a)", 
坊 一 自 


称 这 个 震级 数 为 了 在 x=a 处 的 Tayler 级 数 , 记 为 


oT Ga) (D 
特别 当 a 一 0 时 , 级 数 
Oy 


ea 了 IO。 


也 称 为 了 的 Maclaurin 级 数 . 
只 要 了 在 zx=a 处 有 任意 防 导 数 ,就 能 作出 它 的 Taylor 级 数 
《1)， 至 于 这 个 级 数 是 否 收 化 ， 以 及 如 果 政 级 ， 它 的 和 是 否 就 是 
f(z), 这 些 都 是 不 知道 的 . 事实 上 ， 不 难 举 出 这 样 的 例子 :了 的 Tay- 
lor 级 数 虽然 收 敏 , 但 它 的 和 却 不 等 于 7). 
例如 
fa z=<0, 
0, 和 一 (0。 
不 难 算出 
fo (07 一 (n=0,1,2,.). 
因而 它 的 Taylor 级 数 收 敏 于 0, 而 不 收效 于 天 zz)。 同 样 不 难 举 出 
这 社 的 男 数 , 它 的 Tayler 级 数 除 一 点 外 处 外 发散。 例如 


J 
它 在 z=0 处 的 Taylor 级 数 除 z==0 外 是 处 处 发 散 的 《证 明 留 给 
读者 作 练习 )， 
于 是 产生 这 样 的 问题 : 了 要 满足 什么 条 件 ， 才 能 保证 它 的 
Taylor 级 数 收敛 于 了 自己 ? 即 在 什么 条 件 下 , 等 式 
f(z)= DD (ra) 


威 立 ? - 
设 了 在 (ce 一 R,a+R) 上 有 任意 阶 导数 , 根据 Taylor 公式 ， 对 
《a 一 ,a 十 R) 中 的 任 一 x, 有 
FC2) =f Ca) 4+f Ca Cz— a) + (a) 
二 R(T), 


* il* 


其 中 BCz) 是 余 项 , 它 有 两 种 表达 式 : 


_ 了 orDKE 士 BY 一 G)) n+ 
R(x) hh (za)""!, 


Buz)=f (et Oe) (1 一 的 (xz 一 的 “+1 ， 


这 里 0<9<1， 由 此 便 得 
定理 1 设 了 在 (a 一 Ba++R) 上 有 任意 阶 导 数 , 则 f 能 在 (4 一 
R,a 二 R) 上 展开 为 Taylor 级 数 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 zS (9 一 
刁 , 十 五 ) 有 
lim R(t)=0.. 
根据 这 个 定理 , 可 以 得 到 一 个 便于 应 用 的 充分 条 件 . 
定理 2 ”如 果 存 在 常数 以 ， 使 对 (a 一 R, 9 十 再) 中 的 所 有 z 以 
及 一 切 自 然 数 nm, 均 有 
f(s)| Sm, 
那么 能 在 (a 一 B, q+R) 中 展 为 Taylor 级 数 ， 
证 明 只 须 证 明 在 上 述 条 件 下 有 
lim R(T)=0 Eta—R, G+ Bh). 
事实 上 ， | 
[R= | Da) 


(nn 1)! 
S Af <+1 再 ”+1 
A a R < 
天 和 i ob 和 闪 下 


(z+-1)1° 


i i 如 2+1 加 
出 于 级 数 之 ,zi 收 级 ， 因而 Tn cy 故 得 


lim RA(z) =0 rE(a—R,at+B). 0 
例 1 求 汞 数 e' 的 Maclaurin 展开 式 . 
解 ”因为 ez) 一 ez (n= 二 0,1,…), 故 共 Maclaurin 级 数 为 


"Il2« 


Pe 
a 


为 了 证 明 上 式 狠 号 成 学 ， 任 取 正 数 至 ， 当 |z| 过 五 时 ,对 一 切 自然 数 . 
R 均 有 
|(e”)™ |=e’<e®, 
根据 定理 2 即 得 
er 二 > ~ (2) 


%! 


在 (一 R, RR) 中 成 立 ， 由 于 及 是 任意 的 , 玖 (2) 在 (一 oo6， 十 co) 中 成 

Se \ 
例 2 求 图 数 sinz 和 cosz 的 Maclaurin 展开 式 . 
解 ” 因 为 


本 多 开 .NX 
(sinz) = gin( zz- 一 一 一 sin 一 一 
r= 2 + Iz=:0 2 

$90, n= 2k, 


1)", n=2k+1. 
又 因为 
| (sinz) (| = in(z 二 全 十 全 攻 )|s: 


对 一 切 * 和 一 切 自然 数 % 成 立 , 根据 定理 2 有 


:3 二 二 (—1)* 2%+1 EP 
sin2 区 TI (一 ce<yY< 十 cc)， 


用 同样 的 方法 可 得 


co 《一 ce<z< 二 co》 0 
《2&y》 ! 2 


例 3 求 晴 数 1 人 7Y)==(1 二 x) 的 Maclaurin 展开 式 ， 
为 任意 实数 ， 
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ee ee 了 


解 ”因为 
了 0) 一 akKa 一 1 人 (一 2 十 上 {n=1,2,.), 
所 以 ZT)= (1 十 x)"* 的 Maclaurin 级 数 为 
G+ ~1+ DI De nD) oo . (3) 


i RR1 


当 & 为 自然 数 或 0 时 ,级 数 只 有 有 限 项 , 即 大 家 熟知 的 Newton 二 
项 展开 式 . 因此 不 妨 假定 « 不 是 自然 数 或 0, 这 时 级 数 (3) 中 没有 
一 项 为 0。 容易 算出 , 军 级 数 (3) 的 收敛 半径 为 1 为 了 证 明 (3) 的 
和 就 是 (1 十 zx)", 我 们 采用 余 项 的 Cauchy 表达 式 , 即 


R, (1) ul) (0 a CP OO 


为 了 证 明 它 当 *> 二 cc 时 趋 于 0, 把 它 改 写 为 三 部 分 的 乘积 : 
Ra7) = Dt 


加 上 


[az(1 十 bzye- 吕 人 


其中 第 一 部 分 是 函数 生 十 x)“! 的 Maclaurin 级 数 的 通 项 ， 当 |z| 
二 1 时 , 这 个 级 数 是 收敛 的 , 因而 当 x~> 十 co 时 , 它 趋 于 0 第 二 部 
分 是 个 有 界 量 , 它 的 绝对 值 介 于 

ez|(1 一 [zs 与 |gz (G1 十 |zj)21 
之 间 ; 由 于 当 z 之 一 时, 1 二 9x 六 1 一 9>>0， 所 以 第 三 部 分 小 于 1. 
由 此 得 知 ,对 于 zeE( 一 1, 1), 有 


lim Rr)=0. 


散 中 十 中 


故 由 定理 1 知 , 等 式 


Qe)° =1+ D0— De nt) 2 (4). 
R= 


对 (一 1, 1) 中 的 x 成 立 ， 至 于 在 收 生 区间 端点 的 情形 , 我 们 只 指出 
了 学 : 


下 面 的 结论 (证 明 从 略 ): 当 x 一 1 时，( 人 对 > 一 1 成立; 当 z 一 
一 1 时 , (4 对 w>0 成 立 . 0 


下 面 是 “一 一 1, 玛 , 一 元 三 个 特例 : 


1 二 1 一 F 十 2 一 :二 (一 1}"w" 十 : {—1<2#<1), 
1+x . | 
SN 1 和 2 1 3 5 4 ET 


Ce (i<s<)), 


Oy 
De es A 


+(—D "DL st... (—1<z<1). 


定理 1 和 定理 2 给 出 了 把 函数 展开 为 党 级 数 的 方法 ， 除 此 之 
外 , 利用 某 些 函数 的 已 知 展 开 式 , 通过 千 级 数 的 微分 、 积 分 以 及 代 
数 运算 也 能 作出 其 它 一 些 函 数 的 第 级 数 展开 式 ， 上 节 例 2 通过 震 
级 数 的 逐 项 积分 求 得 了 1a (1 十 z) 和 arc tgz 的 客 级 数 展开 式 ， 下 
面 举 两 个 利用 宕 级 数 的 代数 运算 求 函 数 的 填 级 数 展开 式 的 例子 ， 
为 此 , 我 们 需要 . 


定理 3 设 寡 级 数 > ,auzr", 之 bz 的 收效 半径 分别 为 已， 

Rs, 命 R= 二 min(R, Rs), 册 么 在 区 间 ( 一 RR) 中 有 

Dl at Sb D(a, + bs) 2a", 

nr- a no n=0 

” Vf co 

| 

| 
其 中 c，。 Vo 


= 


sii5s» 


定理 的 证 明 留 给 读者 作 练习 
例 4 将 函数 二 一 =j72 一 ;展开 为 害 级 数 ， 


—7z)(2—7) 
解 ” 易 知 

下 

(13—x)(2—2) 1—z 2 一 2 

i (—1<x:<1) 

下 区 
a es 
5 《 2<2z<2)， 


因而 当 一 1<*<<1 时 , 有 


a Dr) 0 


=0 


例 5 将 函数 轩 全 二 全 展开 为 适 级 数 . 
解 已 知 在 区 间 ( 一 1, 切中 有 
T= pe ln(1 一 z) = -DF 
根据 竺 级 数 的 科 法 定理 ， 


on= >) qbn-1= 一 DY 
i=0 =1 
”所 以 


ln(1—x)_ 


> Se 
(I 一 (1 二 + + 村) (—1<zx<1). 0 


下 面 六 个 初等 函数 的 需 级 数 展开 式 以 后 经 常 要 碰 到 ， 必 须 部 


“116. 


ex 一 2 《一 co<z<< 十 co)， 
n=0 

( 1)" rtl A 

sj 了 和 一 > [4 eos to), 

0 一 eeo<X< 十 ce)， 
We 如一 上 

人 (—1<z<1), 
n=i 

are tg 一 5 2 | 《一 1 委 zs1)， 


《1 十 %)。 =1+ 37 (0 -D(a n+l) (—1<s<1). 
中 二 1 


习 题 
1 回答 下 列 问题 ; 


(1) 函数 下 能 在 区 间 ta 一 ,a 十 RR) 中 展开 成 释 级 数 的 必要 条 御 是 什么 ?+ 
t2) 如 果 了 在 区 间 (a 一 RR, a 十 召 ) 中 有 任意 阶 导 数 ， 上 是否 能 在 这 区 间 上 


展开 成 团 级 数 ? 


了 本 身 ? 


(4) 已 知 了 的 逢 级 数 展开 式 是 MD z", 那么 Sn 二 


了 =0 n= 
qa)7z" 是 哪个 蝎 政 的 展开 式 ? 
2、， 利 用 己 知 的 初等 隔 数 展开 式 , 写 出 下 列 函 数 的 各 级 数 展开 式 : 
(3) ez ， ~ 《2) eos’z, 


CO lnV 二 


‘ll7* 


《3) 如 果子 的 Taylor 级 数 在 (一 co, 十 oo) 中 处 处 收 钙 , 是 否 一 定 收 伍 到 


om 


bp 


《5) (6) (1 十 z)8-z。 


1 十 2 一 2052” 
3。 利 用 逐 项 微分 法 和 逐 项 积分 法 求 下 列国 数 的 宕 级 数 展开 式 : 
(1) arcsinz, 《2) ln{(z-}~v i+xi). 


(3) |i. 


4. 求 下 州 函 数 的 器 级 数 展 开 式 : 


{1) (1 1z)lnC1 十 7). (2) zarctgz— lnvV 1 
i . ee 
(3) ep ep 《4) (1+x?)arctez 


5， 把 函数 f(z) = lnz 按 的 正 整数 竺 展开 成 等 级 数 . 
6， 证 明 元 数 


本 


f= DJ 


n=0 
芍 2 级 数 阶 z 一 0 外 , 处 处 发 散 . 
给 出 定理 3 的 证 明 . 
8， 设 了 及 其 所 有 导数 在 [0, 7 上 都 是 非 负 的 ， 证 明子 的 Taylor 级 数 在 
50, 7) .上 收敛 于 天 即 


> 一 (7) (Kr<r). 


=U 


提示 : 证 明了 的 Tayliot 展开 式 的 余 项 BR,(2) 满 中 


oR (EY) fn (Ogrer). 


§3.4 ”用 备 项 式 一 臻 逼近 连续 函数 
设 了 是 定义 在 [e, 妇 上 的 图 数 ， 如 果 对 任意 >0, 总 能 找到 多 
项 式 卫 , 使 得 对 fa, 寻 中 所 有 xz 均 有 
[f(r7)— P(r) | <ie 
成 辣 ,就 说 了 在 i2, 8] 上 能 用 多项式 一 致 温 近 . . 
如 果 了 在 (一 RR) 中 能 展开 成 舌 级 数 ， 那 么 对 任意 [a，5] 必 
118» 


(一 R, R), 在 [a, 门 上 能 用 多 项 式 一 致 逼近 .但 是 能 展开 成 寡 级 
数 的 函数 毕 觉 趾 很 狭 的 -… 类 函数 , 因为 它 要 求 函 数 有 任意 阶 导数 ， 
而 且 就 象 8 3.3 中 所 看 到 的 , 旭 使 这 样 强 的 条 件 还 是 不 充分 的 . 因 
此 , 自然 产生 这 样 -个 问题 : 能 用 多 项 式 一 致 逼近 的 那 类 函数 是 否 ， 
” 比 能 展开 成 先 级 数 的 那 类 函数 要 求婚 -- 些 ? 事实 上 ， 如 果 了 能 展 
下 或 一 致 收敛 的 多 项 式 级 数 : 


1(z)= SP,(z), 


这 里 忆 是 多 项 式 ,那么 f 就 能 用 多 项 式 一 致 逼近 ， 反 之 ， 能 用 多 
项 式 一 致 欢 近 的 函数 也 一定 能 展 下 为 - 致 收敛 的 多 项 式 级 数 ， 事 
实 上 , 如 果 /在 [e, 妇 上 能 用 多 项 式 一 臻 盐 近 ， 那 么 对 任意 自然 数 
2, 都 可 以 找到 一 个 多 项 式 gw 使 得 

(f(z) -Q(z < zE[e 2]. 01) 


命 
Pi=®, P= 0 — Yn-l (17>1), 


则 级 数 之 PA(7) 的 部 分 和 就 是 9x(7z), 不 等 式 (1) 说 明 级 数 


于 P.(z) 在 [a 妇 上 一 致 收效 于 大 


由 此 可 见 , 在 [a,b] 上 可 以 用 多 项 式 一 致 帝 近 ， 等 价 于 f 在 
这 个 区 阐 . 上 可 以 展开 为 一 改 收敛 的 多 项 式 级 数 ， 因 而 了 在 [a，58] 
上 能 用 多 项 式 一 致 逼近 的 必要 条 件 是 了 在 [o 5] 瞎 续 . Weier- 
strass 在 1885 年 证 明了 数学 分 析 中 最 基本 的 事实 之 一 ; 了 连续 也 
是 乒 能 用 多 项 式 一 至 逼近 的 充分 条 件 ， 

定理 1(Weierstrass) 有 限 闭 区 间 [o, 5 上 的 连续 函数 了 司 以 
. 在 这 个 区 间 上 用 多 项 式 一 致 贤 近 . 
。 i9. 


证 明 (一 ) 先 假 定 [a,8]= [0,1j, 并 且 f(0) 二 (1) 一 0.。 当 
Xx 人 [0,1] 时 ,定义 Kz)=0、 于 是 了 在 整个 数 轴 上 一 臻 连续， 考虑 
多 项 式 序列 
如 sf) 一 De(1 一 0 (n=1,2,.), 


这 里 ea = 站 0 一 9"az 本 


| ooDa=1 =12 
容易 证 明 在 区 间 [0, 1] 上 有 不 等 式 
(1 一 22)? 2 一 882，. 
因而 
| (zr)"dr=2| Gz "dr>2 1) "dy 
Es | 0 


“0 


dl 


>2| (1— ax’)dr = 区 /二 >- 产 ， (2) 
于 是 得 cs 的 估计 式 
CunN. 
这 样 ,对 任意 6>0, 当 6 扫 1z| 委 1 时 有 
QTIEN R62)". (3) 


现在 全 
Pr) fe (crel) 


容易 证 明 , Pskz) 是 z 的 一 个 多 项 式 ， 事 实生， 对 F 面 的 积分 作 变 
量 代 换 z 十 上 一 z 并 往 意 到 /在 [0, 1 外 恒 等 于 0, 便 得 


PA)=| Fw Vou du=) TO) Oulu) du. 
因为 9 是 多 项 式 , 所 以 Pa(+) 也 是 x 的 多 项 式 ， 由 (1), 可 写 
1CD)=| f(r) Det. 


@ 了 2 人 。 


于 是 ,因为 当 xE[0, 1] 时 4s(z) 之 0, 故 当 0<s<1 时 有 
1Pwz) 一 护 21= | Cf) fs) at 


<| fet fs). 

“因为 了 在 整个 数 轴 上 一 致 连续 ， 改 对 任意 *>0， 存 在 5>0， 当 
lz 一 x2"|<6 时 ,有 |f(z) 一 fz) << 于， 记 MM= sup 77)|, 并 
注意 到 不 等 式 (3), 便 有 


Pz) -fl < Oo Dat+s| Qt 


+224f td 4 页 人 1 一 的 "十 王 ， 
只 要 取 充分 大 , 便 得 | 
|Ps(z) 一 fZ)T<e， 

(二) 如 果 (0) = 了 (1)=0 的 条 件 不 成 立 , 考虑 函数 

gC = 2)—f60) 一 z[ 人 KUD 一 /0)] Ore), 
则 9(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 满 足 9(0) =9(1) 一 0 故 由 (一 ) 知 ,9(z) 
能 在 [0, 1] 上 用 多 项 式 一 致 逼近 .而 上 是 9 和 一 多 项 式 之 和 , 故 也 
能 用 多 项 式 一 致 逼近 . 

(三 ) 设 f 在 闭 区 间 [a, 8] 上 连续 , 命 +=a 十 (5 一 q)t, f(z) 二 
fiat (8 一 0)0) -g(t), 则 9(t) 是 [0, 1] 上 的 连续 函数 ， 款 闪 对 任 
意 e>0, 存在 多 项 式 书 ,使 得 

Ig(t)—P(t)|<e (OSt<1), 
即 
(Cathb). 


] Kz)—P( 


5 


显然 以 汪 4) 还 是 = 的 多 项 式 - 这 就 证 明了 了 在 [a，5] 上 可 用 多 


a fi2Zi* 


项 式 一 臻 副 近 . 

必须 注意 ， 如 果 把 有 限 半 区间 [e， 姑 改 成 开 区 间或 者 无 穷 区 
间 , 定理 就 不 一 定 成 立 ， 例 如 ,7(z)… 二 在 0, 1] 上 连续 , 但 它 在 
xz=0 附近 是 无 界 的 ， 因 此 不 可 能 用 多 项 式 来 一 致 逼近 . 同样 , f(x) 
”= 一 也 人 在 [1, 十 co) 上 连续 且 有 界 ， 而 任 一 多 项 式 在 [1 十 oo) 上 无 
界 , 故 也 不 能 用 来 一 致 珊 近 f(z)， 

习 ”是 

1 回答 下 列 问 题 : 

(1) 范 数 了 在 布 界 轩 区间 [e, 妇 上 能 用 多 项 式 - " 致 通 近 的 充分 必要 条 件 
是 什么 ? 

(2) 在 定理 1 的 证 明 中 , “有 和 界 闭 区 间 ” 的 条 件 用 在 何人 处 ? 

(3) 另 举 两 例 说 明定 理 1] 中 “有 界 抽 区 问 的 条 件 不 能 改 为 "有 界 开 区 
向" 或 “无穷 区 间 


2 按照 下 列 步 又 给 出 Weierstrass 让 近 定 理 的 男 一 个 证 明 : 
(1) 证 明 恒 等 式 


DChrt (la)" t=l. 
R=0 


位 
> ET] 一人) oR. 


k=0 
| "Rt rnr). 
b-0 
(2) 对 于 任意 自然 籽 % 及 实数 zx, 证 明 不 等 式 : 
FS 0 一 47)274 (ne 
k=0 1 
《3) 设 f 是 [0, 1 于 的 连续 潜 数 , 称 
B.D =— SE )Ost ns 
k=0 


»122. 


是 7 的 Rernstein 条 项 式 、 证 男 
Bs) —fCo)= Sf(E) -ft 
| k=0 
(4) 证 明 
limB, (2) :=f (4) 

在 [0,1I] 上 一 致 地 成 立 ， 

3. 设 了 是 [ao, 引 上 的 连续 函数 , 如 果 

人 zef(zydz=0 人 一 0 1 2 …)》， 


那么 了 在 fa, 5] 上 恒 竺 于 0. | 
4 车 了 在 (一 oo, -+co) 中 能 用 多 项 式 一 致 逼近 , 则 了 必 为 多 项 式 . 


33.5 母 函 数 
作为 矫 级 数理 论 的 一 个 应 用 , ,我 们 引进 数列 4。(n=0, 1，2 
…) 的 母 函数 的 概念 . 
定义 1 设 (q;,) 是 一 个 给 定 的 数列 ， 称 寡 级 数 
Sgr 一 Ge TY 二 Gor? 十 :十 da? 十，: 


n=0 


为 (es) 的 母 函 数 . 

数列 和 它 的 有 尽 函 数 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 引 进 母 图 数 概念 后 ,. 
有 些 与 数列 有 关 的 问题 可 以 通过 它 的 母 函 数 来 解决 . 

如 果 记 | 


CT CD 一 本 
ba 了 人 hI 8 


那么 -项 式 的 展开 式 可 写 为 
(LE+z) = PCr (zl<1),: - 《1) 


k-0 
这 说 明 消 数 忆 十 x) "是 数列 
Oa, CO), 人 te 
| «123 «. 


i a 
1 TE A 


的 母 雍 数 ， . 
根据 这 一 事实 , 便 可 推出 若干 有 趣 的 组 合 异 等 式 . 
例 1 设 &B 是 非 负 实数 ,证 明 
SciCy-+ =0r,,. :i 
证 明 ”因为 数列 (C0:)，(0$) 的 母 函 数 分 别 为 (1 二 x)"，(《1t 
32) 由于 


(1 -1 = 1-H (lr) -Sos 2 | 
‘k=D 7 


=0 


oe 1 n 
-oy he, 
m= "上 =0 | 


因此 数列 5104C%-: (Cn -0,1,2,…) 的 母 函数 是 (1+x)*1. 俱 另 


一 方面 , 0% .4 (Rn 二 0,1,2,"…') 的 县 函 数 也 是 (1 +z) 和 因而 (2) 成 
江 ， L 
若 在 上 式 中 取 a=B= 7 划 可 得 等 式 
SC) = 
k=0 
例 2” 设 gz 足 任意 月 然 数 ,证明 
D0 p42 tir, (3) 
证 明 在 (1) 中 取 &== 一 2 一 1, 并 用 一 x 代 z, 便 得 


(l= Ns > Op" 
k=0 


(7) 7 = BO, 
k=0 


Te 


n=0 无 = 站 


《1 一 2 2 一 /Soro + 一 训 各 
这 说 明代 一 2 是 数列 


OPOF (二 01,2…) 
k=0 


的 母 函数 ; 但 同时 它 又 是 数列 
2 
的 二 函数 ,因而 (3) 成 六 ， 0 | 
肝 函 数 方法 还 胰 确 定 线 性 递归 数列 一 般 表达 式 的 有 力 工具 
例 3” 设 数列 (a;) 满 足 基 系 式 
on 十 16a 一 204。， 3 (n=3,4,5,..). (4) 
已 知 初始 值 00 一 0, a 1, 二 一 1) 求 gs 的 一 艇 表达 式 . 
解 ” 设 数列 (qn) 的 及 函数 号 f(x), 则 和 有 


jz) = py Cr 一 2 RS daz™, 
n=0 *-3 


胞 = 


oo me _ ns 
rf (x) = > | Da ita Sai", 
n=1 人 三 号 


—162f (2) =— 16D, qx”?= 一 16 5 a, az 


-0 性 马 名 


一 16 之 ,an-az 


20z3 了 rr) = 202， a 213 20 Dg, aw*. 
大 三 了 
-把 上 面 四 个 式 子 加 起 来 , 并 注意 到 (4)， 即 得 
116r +2073)f (7) 


一 7 十 之 (or 十 ar 一 164，， 十 20G_s)27 一 Z， 
nn 二 3 


"125。 


eT OB Em 
a he Fe 


出 
TT 
f(D) = 0 


母 函数 找到 了 ， 剩 下 的 只 是 把 它 展开 成 圳 级 数 。 先 把 它 分 解 为 部 
分 分 式 : 


7(z) 一 一 一 一 人 
7(1 一 pT 49(1 一 27)》 49{(1+52)” 


再 把 
ty 3 (n+1) rx", 
1 + 芒 路 
-2 ， 
1 a 
ir i198 
代入 上 式 得 


yl "22n_ 5 (015rlen 


由 此 即 得 
= 1 RR 1 Rt1 (C1)"*! n+] 
qn = 地 (Rt1)2 pr 十 本 3 
(n=0,1,2,- "). ] 


母 函 数 方 法 也 是 解决 菜 些 计数 问题 的 有 力 工具 ， 

例 4 口袋 中 放 着 12 个 字母 ,其 中 有 3 个 a,4 个 5,5 个 c， 
从 中 任 取 10 个 字母 , 问 有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 

解 ” 设 任 取 个 字母 的 不 同 取 法 有 a, 种 , 只 颖 能 求 出 数列 a 
的 母 消 数 , 问题 恒 解 决 了 .不 准 证 明 , 数列 a, 的 母国 数 是 

《1 十 z 十 和 十 2 (LT 十 和 -2 十 X3 -2 人 (1 十 z 十 妇 士 28 十 2 十 25)- 

《5 

了 ZN 


事实 上 ,(5) 的 展开 甘 中 每 一 项 z* 必 定 是 这 样 构成 的 : 


mp wiie。 多 "3 Mj 十 322 十 砚 3 二 有 %， 


其 中 z", za z” 分 别 取 自 第 一 ,二 ,三 个 括 瑰 ,如果 让 第 一 ,二 ， 
三 个 插 颖 分 别 对 应 字母 a,8,c<， 从 第 一 个 插 弧 中 取 xm 解释 为 < 字 
且 6 被 取 了 am 次 ”, 从 第 二 个 插 弧 中 取 z": 解释 为 “字母 5 被 取 了 
mz 次 ”从 第 三 个 括 源 中 取 z" 解释 为 “字母 “被 到 了 ms 次”, 由 于 
第 一 , 二 , 三 括 线 中 最 高 次 数 分 别 为 3，4, 5, 因此 在 任 一 取 法 中 , a 
不 能 超过 3 个 ,5 不 能 趋 过 4 个 ，e 不 能 超过 5 个 . 这样 一 来 , (5) 的 
组 开 式 中 每 个 x* 识 对 应 一 种 a,5,c 的 取 法 。 合 并 同类 项 之 后 ，zr 
:的 系数 就 是 每 次 取 个 的 所 有 可 能 取 法 的 总 数 ， 即 为 a, 我 们 的 
问题 是 要 确定 as 圾 数值 ， 这 只 须 直接 计算 (5) 的 展开 式 中 xz" 的 
系数 得 qo =6, 0 


习 是 


1， 用 母 函数 方法 证 明 下 列 等 式 : 
《1) CIO On , 


nn-* 


yorOrt = DD)! 
{2) 0 a 
=D 
ny 


Rs Oi 
无 = 


2， 求 满 十 下 列 递 扒 关 系 和 初始 条 和 件 的 数列 (an): 

(1) 0 一 ti -9a 一 940。3d, go 一 4, 491=1, qs, 2, 

(2) au 一 Sa 一 20 3 6 一 Ta 一 0 az 一 0. 

《3] 本 一 20。， 1 一 C 2", 80 一 四 一 1 

3， 书 部、 乙 、 两 三 个 小 圆桌 , 甲 桌 上 有 盖 个 天 小 不 同 的 盘子 依 大 小 次 序 
到 在 二 起 , 最 大 的 在 罕 下 , 最 小 的 在 项 上 . 现 要 把 这 些 盘 子 按 甲 桌 上 的 次 证 移 
.到 党 一 泉 上 , 现 击 定 证 次 只 能 移动 最 上 上 面 的 一 个 盘子 ， 而 且 不 允许 把 大 的 得 


子 放 在 小 的 盘子 上 ， 问 至 少 要 移动 多 少 次 ， 才 能 把 这 些 盘 子 移 到 另 一 桌 上 上 


( 假 定 每 个 圆桌 的 大 小 只 够 放 一 个 最 大 的 盘子 )? 
» 127 。 


提示 : 设 至 少 费 移动 ws 次 , 证 明 ou 满足 递 推 类 系 cu 一 2av-: 十 1 

4，T 稚 中 放 着 12 个 球 , 共 中 3 个 是 红 的 ，3 个 是 白 的 ，6 个 是 黑 的 ， 从 
”中 征服 个 球 , 站 有 多 少 种 相同 的 下 法 ? 

5。 口 袋 中 在 红 、 了、 黑 二 种 颜色 的 球 各 8 个 , 从 中 任 取 9 个 , 要 求 三 种 颜 
色 的 球 帮 有 有 , 问 有 多 少 种 不 加 的 到 法 ? 
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第 九 章 ” 含 参 变量 积分 


第 一 节 含 参 变 量 的 常 义 积 分 
”在 第 八 章 中 已 经 看 到 ， 无 穷 级 数 吓 构造 新 函数 的 一 种 重要 工 
具 . 和 无 穷 级 数 具 有 同样 重要 意义 的 另 一 种 构 遗 新 芳 数 的 工具 是 
含 参 变量 的 积分 . 
设 二 元 函数 f(x, 如 在 财 区 间 了 一 [9， bp] x fa, 上 连续 ， 那 4 
对 于 国定 的 妈 函数 f(z, 四 对 变量 z 在 [e， 妇 上 恨 iemann 可 积 ,， 
这 上 时 称 祖 分 
fx, udz 
是 含 参 变 量 4 的 常 义 积分 ， 如 果 对 二 固定 的 4， 被 积 函 数 f(z, 地 
.对 变量 zx 在 Le, 51] 上 无 界 , 或 者 积分 区 间 是 无 很 的 ， 则 称 相应 的 参 
变量 积分 是 含 大 变量 x 的 广 双 积分， 例如 积分 
| ee 
9 5 
是 含 参 变量 x 的 广义 积分 ;积分 
(WE 
当 4 之 1 或 2 之 1 和 夺 是 含 两 个 参 变 量 ww, 2 的 广 叉 积分 。 
这 一 节 讨 论 念 1 参 变 量 的 常 义 积 分 的 性 质 ， 
定理 1 如 时 冰 数 了 在 闭 区 间 了 =[s， 引 xx [a，B] 上 连续 , 那 
么 
yu) =| fz, U) dx 
是 区 间 fa, 8] 上 的 连续 晴 数 ， es 
i 


a A 二 3 
ER 


证 明 在 fa, 6] 上 任 取 一 点 mm， 我 们 证 明 (四 在 处 连续 . 
为 此 ,注意 \ 

v0) pl) = Le, fs, ud) da, 
或 者 

lg 人 plu) | fs, —f(z, a0) dz. Ci 


由 于 f(x， 在 闲 区 间 了 工 上 连续 ， 因 而 必定 一 致 连续 .~ 攻 对 任 交 
之 0, 存在 SG>0, 对 于 闭 区 河 工 中 任意 两 所 (zb 而 ), (za 2)， 上 只 要 
它们 的 距离 小 于 6, 就 有 

La 一 大 za te)| <e. 
由 于 点 (2 2 和 点 (z，xo) 的 距离 等 于 1z 一 xz， 所 以 当 j2 一 和 < 
: 寻 , 便 有 

[fir, 2) — f(x, uo)| <Le. 
于 是 由 (1) 便 得 
[gCu) — ou) | elo—a). 
这 就 证 明了 (多 在 ww 处 连续 由 于 zo 是 在 [a， 户 中 任意 取 的 ， 
大 p(w) 在 [x, 1 中 连续 , D 

注 Y( 妇 在 mm 处 连续 意味 着 


lo A 罗 风 入 . {2) 
向 
ge0) = [fads = limf Ce, oar 
-于 是 , (2) 可 写 为 
lin fC, paz=| limf Ge, aa 
这 就 是 说 ,了 (x， 黄 的 连续 性 保证 了 积分 运算 和 极限 运算 可 以 交换 
次 序 . 


。 TI30。 


加 
aoe 


既然 p(w) 在 [a, 6] 上 连续 , 我 们 就 可 讨论 p(w) 在 [a, 6] 上 的 
积分 


[pa 上 je War lan. 


我 们 的 问题 是 在 计算 上 述 积 分 时 ， 能 理 交 换 积分 的 次 序 1 也 就 是 


说 , 等 式 
| F Fu war d= [re iu | (3) 
是 否 成 立 ? 大 家 知道 , 当 f(z， 4) 在 闭 区 间 了 =[a, 四 x [we，R] 上 过 . 
续 时 , 上 面 两 个 积分 都 等 于 一 重 和 分 
jjse, td 
六 而 皇 式 (3) 成 立 . 这 就 是 下 面 的 


定理 2 如果 函数 了 (x, ww) 在 闲 区 间 1= La, bx To, 8j 上 连 
续 , 那么 


f wau= 「『 由 fz, waz lau=| Tf A adu]az 

利用 这 个 定理 , 可 以 研究 函数 p(w) 的 微分 性 质 ， 我 们 有 

定理 3 如 果 函 数 了 及 其 偏 导数 2 都 在 闭 区 间 f= [oa， 四 x 
Fw D] 上 连续 , 那么 丽 数 

Tu) =| fz, a dr 
在 [a, 6] 上 可 微 ,而 且 
gu) = EA w) dz. 
证 明 命 , 
(BG erg) cusp), 


.了 了 了 


在 [e 有 中 任 到 一 点 2. 划 由 定理 2 知 
| gu au= | | ' A Gar li 


-| | | LS: je 
aLya Ou 


We A ele 


用 定理 1 知 .9() 是 we, 1 二 的 连 统 画 数 ,上 式 对 ?来 导数 , 即 得 
“op'(v)=9(2), 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 ， 
ee 级 分 和 积分 的 
次 序 可 以 交换 
例 1 计算 积分 
1 | de (0<a<b). 
; 


lnxw 


解 把 被 积 湖 数 尼 为 


于 是 


交换 积分 次 序 , 即 得 


[ee ef 


也 可 在 上 述 积分 中 把 a 看 作 常数 , 把 5 看 作 参 变量 , 应 用 定理 
3 可 得 


1 1 
ea 
-| war = -1 


I=ln(b+1)+C. 


当 5 二 4 时 , 显然 有 了 一 0， 故 C= 一 ln(e+1)， 有 


_i,btrl 
了 一 In 0 
在 很 多 问题 中 , 经 常 要 遇 到 这 样 的 情形 ， 不 仅 被 积 函 数 含有 参 
变数 ,积分 限 也 含有 参 变数 ， 这 暑 积分 可 写 为 
pu) ee 妆 f(z, a. 了 (4) 


对 于 这 样 的 含 参 变 重 积分 , 我 们 有 
定理 4 设 函 数 上 在 闲 区 间 了 上 连续 ; 函数 a(u),b(w) 都 在 区 
间 [w, 61 上 连续 ,而 且 
a<a(u) Eb, acdn Ed (ousp), 
则 四 上 她 所 确定 的 鲍 数 世 在 [a, 8] 上 也 连续 . 
证 明 在 [a, B] 上 上 任 取 一 点 wo, 则 当 wE[e, 请 时 , 我们 在 
PE) Om 0) -| f(z, waz—| ~ f(x, uo) Ux, 


由 十 As) 
网 f(z, u) dz= | f(x, art) We uj dr 


bia 
人 网 J (2, a 
所 以 
$e —p 0 = fn ast) fe 


+| °F, wu) —f (x, a0) dx. 


当 wao 引 |, 按照 定理 1 的 证 法 , 容易 知道 上 式 最 后 一 个 积分 是 趋 
于 0 的 ;而 前 向 两 个 积分 的 绝对 值 显然 分 别 不 超过 
MIa(W) —alu) |, MIb(D —b(uo) |, 
其 中 形 足 ffz, 1 在 工 上 的 最 大 值 ， 根据 ow)，5(w) 的 连续 性 ， 
um 蕊 们 也 都 趋 于 0， 因 此 
» J33e。 


-了 im 切 (2) := y (Cu0). 日 


关于 (2) 的 微分 性 质 有 
定理 5 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 了 上 连续 ， 而 且 有 连续 的 编导 


: 数 引 又 函数 a(w),5(w) 都 在 [a, BJ 上 可 微 , 且 


da ob ah), 
" 莘 由 (4) 确 定 的 函数 六 (wv) 在 5g, BB] 上 可 微 ,而 且 


p(w) -| Sas +F BD), wb C0) —f (elu), ua’ Cw). 
(5) 
证 明 ”把 %(aD 写 为 


多 (一 | fr war | “fedz 二 | fz, wdz, (6) 


我 们 分 别 算出 上 述 三 项 在 x=z 处 的 导数 ， 由 定理 3 知道 ， 第 二 
项 的 导数 是 


| fil, uo) dz. 
为 了 计算 第 三 项 的 导数 , 根据 积分 中 值 定理 , 我 们 有 


1 (ez 下 一 two) (二 Ww), 
.Yuio 


UT HD. bi) 
其 中 是 5Cuo) 与 36) 中 的 菜 一 点 . 当 ww 时, 上 式 左 端的 极限 
就 是 (6) 的 第 三 项 在 wo 处 的 导数 , 右 端 则 趋 于 8 Cw) 了 (b(twe), wo). 
得 样 道理 ，(6) 的 第 一 项 在 tw 处 的 导数 为 一 9 (un) fCaCwo), 0). 
晰 以 (5) 成 并 . 0 


定理 4,5 也 可 从 多 元 复合 函数 的 连续 性 、 可 微 性 及 求 导 法 则 


得 到 .事实 上 , 如 果 命 
pn rr 

Fou ,=| fe, wd, 
那么 上 (t) 是 由 五 (w, 5,9),5 二 a(w),7 二 bu) 复合 而 成 的 ， 因 而 由 
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三 


复合 函数 的 连 绪 性 和 可 微 性 岂可 推 知 的 过 续 性 和 可 向 狂 ， 到 根 
Re 即 得 


9 di | 9F dn 


As HE z+ f(b), ) b' Cu) 


一 了 Ca(e) vy)a' Cu), 
是 公式 (5)， 


习 题 
i. 求 极限 . 
(1) lim| VT ads. (2) tim| 2 costzdz。 
2， 设 了 在 [o, 4] 上 连续 ,证明 
im 下 |- [GE 十 下 一 下 站 38 一 了 (一 f(e] (oa<r<d).: 
3， 证 弦 n 阶 Bessel 卫 数 
J (xz) 一 二 | cos (n9— zsin gp) dy 


满 趾 Bessel 方程 
Ea CRC A 
4。 利 用 对 参数 的 微分 法 , 计算 下 列 积分 : 


(1) {ntarsintr+ bteostz) x. (2) a 
“0 一 


(3) | im 一 2aeosz 十 oa (4) Inl+tacoss de ds (| all), 1 


COS COS 


a y’ 区 
人 ¥) 一 ry + 证 胃 


bay) fa, wazz) dz| ,fr y) ay, 
并 说 明 等 式 不 成 立 的 原因 . 
$， 计 算 下 列 函 数 的 导数 : 
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《1) 8 一 | 全 Le (2) f(2) = i Sn 


(3) 了 Ge -| errdy. (9 v(m 一 上 op 
. 9. 设 q, 交 分 别 呈 可 以 微分 两 次 和 一 次 的 贸 数 , 证 明 
u(r, £) = (s—at) +g (+eDI+ 坟 人. Pls)ds 


请 足 弦 振 动 方程 


_ 第 二 节 ”广义 积分 的 收 伍 判别 法 
§2.1 无 穷 积分 的 收效 判别 法 

第 三 音 第 三 节 介绍 过 两 种 广义 积分 一 “无 穷 积 分 和 限 积 分 ， 
但 对 如 何 判 断 这 两 种 积分 的 化 散 ， 没 有 作 进 一 步 的 讨论 ， 学 过 无 
穷 级 数 后 再 来 学 习 广 义 积分 的 收敛 判别 法 ， 就 会 发 现 二 者 在 许多 
方面 基本 上 是 一 样 的 

先 讨论 无 穷 积 分 ， 所 请 无 穷 积分 |。 了 (x)dz 收 全 ,是 指 


um f(z)dz 
有 有 有限 的 极限 ， 如 果 记 
F(A ={ f(as, 


部 么 | f(z4z 履 伊 , 就 是 指 lim (4) 有 有 限 的 极限 ， 这 里 FC) 
就 相当 于 无 穷 级 数 中 的 部 分 和 |. 

为 了 导出 类 似 于 级 数 中 的 Cauchy 收敛 原理 ， 先 讲 一 下 关于 
销 数 极限 的 Cauchy 收敛 避 理 . 

定理 1 当 +z 一 十 co 时 ， 函 数 F(z) 有 一 有 限 极限 的 充分 必要 


,+* 136" 


:条 件 是 ,对 于 尾 一 >0, 存在 并 >0, 内 要 z, 2 人 盖 王 ,就 有 
1 PCz) 一 F(x')|<e. 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 今 证 充分 性 . 根据 数列 极限 和 函数 
汲 限 的 其 系 (第 …- 章 8$3.2 定 理 6)》， 只 要 证 明 对 于 任意 趋 于 十 co 
的 数列 x。，lim (zw) 都 有 相同 的 有 限 极 限 . 为 了 证 明 这 -一 战 ， 我 
人 注意， 由 于 Mm TT :十 99， 欣 对 入 0, 存在 N, 只 要 7%, n>N, 
人 恒 有 we > -有 Fm 六 于 鸡 

[RC )—F(rm) < 

这 说 明 (x) 是 一 上 归 本 数列 ,因而 Da P(rn) 有 有 限 的 极限 。 再任 
有 限 男 一 趋 于 十 2 的 数列 Cx, 把 Cz,), (Xx) 交错 排列 ， 得 一 新 的 趋 
于 十 ce 的 数列 

之 1， Fy Ca Ty, 4 Xns ny "ee 
-根据 上 徊 的 讨论 , 歼 列 

Fs) FOri), Fra), PrE), oe, F(X), PEEn), 

有 有 有限 拘役 限 .因而 

lim Frn) = lim Pr, ); 0 

由 此 立 刀 得 公 

定理 2(Cauchy 收 仇 原理 ) 积分 | “7(z)az 收 钱 的 充分 必要 
条 件 是 ,对 任意 > 0. 存 在 向 之 a, 只 要 4 4 人 4 便 有 

[faz 


“EE, 


这 个 定理 说 明 ， 要 想 使 广义 积分 | 了 (x)dz 收 伊 ,必须 而 且 只 


须 在 充分 运 的 不 管 多 长 的 区 间 上 的 积分 值 可 以 任意 小 
根据 定理 2 容易 证 明 
。137 。 


定理 3 如 果 舱 分 1f(z?14z 收 笋 ,那么 积分 | f(z)dz 也 
收 钱 . 
证 明 由 于 | 17(z) 1dz 收 伍 , 故 对 e>0, 存在 4 当 4 4 


> 几时 ,就 有 | |fCz)1az<e, 所 以 


ral < fade 0 
仿照 无 穷 级 数 中 的 说 法 , 如 果 积 分 
| lf far 


妆 敛 , 就 说 | “7(z)dz 绝 对 收敛 . 


定理 3 告诉 我 们 , 绝对 收 敏 的 积分 一 定 收 北 ， 但 反之 不 然 , 全 
如 积分 


| sinz yy 
0 i 


是 收敛 的 (证 明 见 例 5), 但 积分 


We sinx[ yy 
-0 出 


却 是 发 散 的 ， 事 实 上 , 把 [0, -+ co) 分 成 一 串 区 问 : 
[0， zj]， Ex, 27]， | E(2 一 1) 和 万] ， as 
易 知 


全 lsiazldz 一 | sinzdz=2 (人 一 12.)。 
-0 


(Hl}” 


所 以 


| = 2 |sinzl yx 
9 区 nl’ (五 一 1 了 w 


~” 
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二 1 六 
有 ee nxr|iadr 
3 = Rt nm-Der si | 


pe 
2 


如 果 积 分 |” raz 收 和 化 ,而 ”fm az 发散， 就 称 


十 的 


| Faz 条 件 收敛， 积分 | ”idz 就 是 一 个 条 件 收 策 的 例子 
象 无 穷 级 数 中 的 正 项 级 数 一 样 ， 非 负 函 数 的 积分 有 一 些 便 于 
应 用 的 判别 法 . - 
设 f(z) 实 0, 则 积分 。。 
faz 
是 上 限 4 的 递增 函数 , 所 以 
lim | ra 


存在 的 充分 必要 条 件 是 | f(z)dz 有 界 ， 这 样 我 们 就 得 到 
定理 4 车 f 是 [a, 十 co) 上 的 非 负 连续 函数 , 则 积分 
(fa 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 | .7(z)dz 有 界 (a<4< 十 co). 


根据 这 个 定理 , 就 能 得 到 类 似 于 级 数 中 的 比较 判别 法 . 
定理 5 设 函 数 和 pp 都 在 [a, +co) 上 连续 , 且 对 充分 大 的 x 
满足 不 等 式 
0 和 Cr) Ep (7), 
那么 者 | wz)az 收 各, 则 全 fedz 政策 


* 了 下 人 


i 
ER me 


i 


(ii) 者 | f(z)dz 发 散 ， 风 | pz) dz 发 散 . 
证 明和 级 数 中 的 比较 判别 法 一 样 , 留 给 读者 作 练习 


由 于 当 8 之 1 时 ， 积分 | < “ 红 (ao>0 收 敛 ; p<<1 时 ,积分 上 一 


rr? 


发 散 , 故 经 常生 和 函数 方 作 比 较 . 


例 1 积分 | 23<dz，| SSaz 绝 对 收 化 ， 


由 
例 2 研究 积分 | = 106-*azx 的 钙 散 性 ， 
解 ” 由 于 


lim 100e 一 总 xz2 一 
故 对 充分 大 的 > 有 
Zr00e -< 乓 二 | 
关机 上 述 积分 收 丝 ， 0 
定理 5 的 极限 形式 更 便于 应 用 . 
”定理 6 设 了 和 9 都 站 Lo 十 co) 上 的 非 负 连续 函数 , 且 


f(x) = 


(2) 
那么 (1) 着 0<k<+o0, 则 | f(az 和 | p(x)dzx 同 钙 散 ; 
(ii) 车 ==0, 则 当 | 六 pz) dz 收敛 时 ,| f(z)dz 也 收 伍 ; 


iii) 六 丰 = 十 cc， 则 当 | o(z)zz 发 散 时 ,| “flr)dr 也 发 
散 ， 

证 明和 级 数 中 相应 的 定理 一 样 , 留 给 读者 作 练习 . 

例 3 积分 | 元 王 4 了 是 收 化 的 ， 因 为 当 * 一 十 co 时 ， 


1 TCO 
s 140°。 


a 二 上 
2 . 
Tl wi 


而 | “经 是 收敛 的 , 由 定理 6 的 (i) 即 知 原 积 分 收 化 0 
例 4 研究 积分 | ”7 下 57dz 的 收敛 性 . 
由 于 当 z 一 十 co 时 ， 


arctge 
(1 十 2 J 2 b 


所 以 原 积 分 收 钙 . 0 
以 上 关于 非 负 沙 数 的 判别 法 都 是 为 绝对 收敛 的 积分 设计 的 ， 
对 于 一 些 重 要 的 条 件 收 敛 的 积分 ,如 
| | sm re dz, [WW ridz, 


它们 就 无 能 为 力 了 7。 象 无 穷 级 数 中 一 样 ， ns 
细 的 判别 法 , 如 Dirichlet 和 Abel 的 判别 法 . 
在 无 穷 级 数 中 ，Dirichlet 和 Abel 判别 法 是 通过 Abel 引 理 
推出 来 的 .为 了 导出 无 穷 积分 中 相应 的 判别 法 ， NT 
Abel 5] 理 的 结果 .这 就 是 下 面 的 
定理 7( 第 二 积分 平 顽 值 定理 ) 苦 函 数 了 在 [e， 乓 上 可 积 ， 
9(x) 尘 0 且 单 泣 非 增 , 则 必 存 在 某 一 二 《ee 委 上 和 2), 使 得 


| fg(oDar=gCo| far. 


证 明 内 为 f(z) 可 积 ,9kz) 是 非 负 的 非 增 图 数 ， 也 是 可 息 的 . 
所 以 fxz)9g(z) 可 积 。 用 分 点 
[人 一- b 
分 割 区 间 [a, 8j, 于 烃 


RnR—1 


fg)adr= | fa)9 ar 


i 
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匆 一 上 


人 9 wart Df (D9) ~g Ce) la. 


1 
如 果 用 玉 表 示 |f(z) | 在 [a, 妇 上 的 上 靖 界 ，a 表示 i 
[zw rr* 眉 上 的 振幅 , 那么 上 式 右 濡 第 一 个 和 数 的 绝对 值 不 超过 
Sf nie -slack Pohs, 

因为 Y(z) 可 积 , 所 以 

Hin Doh =0 (4= maxAzi). 
这 样 一 来 (1) 可 以 写成 

[roar= lm Ess) [fodr, C2) 


若 记 2; 二 g(xi), 则 有 
嫩 实 21 之 之 Dn 之 0. 


记 a: 一 | “f(a)az, 则 


> =| ”faaz 


Ti = 


由 于 函数 (2) = | f(a 是 [o, 6] 上 的 连续 函数 ， 其 最 大 、 最 小 
们 分 别 记 为 好 ,mo 于 是 . 


"< P< NM (EF=0,1,%,#—1). 


利用 AAbel 3 引 理 , (2) 右 端的 和 式 有 估计 式 : 
9 JI42 


mg (a) < Tgl(z) | fare Myo). 
命 4=0, 期 得 
mg (a) <| f(z)9(2) dr M9 Ca). 
由 (4) 的 连续 性 , 根据 迁 续 卫 数 的 介 值 定理 ,存在 & (a<6<) 使 
得 
| fog(odz- go| foaz 0 
如 果 9(z) 沪 0 且 单 调 非 减 ， 划 可 用 同样 的 方法 证 明 : 存在 
?es 切 ,使 得 
| (nD9 Cdr=g CD) | faz 
阅 果 g(z) 在 La, 8j 中 有 正 有 负 , 这 时 有 
定理 8( 扒 广 的 第 二 俱 分 平均 什 定 理 ) 设 了 在 [a, 如 中 可 积 ， 
9 在 [a, 8] 中 单调 , 则 必 在 [a, 的 中 存在 所, 使 得 
| 90nd -96 | fradz gD) fo)az. (3) 
证 明 ”不妨 设 9 音调 任 增 , 旭 对 任意 zxEfa, 四 ， 均 有 9(z) 之 
945)。， 命 
lz) =9 C2) -gD), 
则 史 非 负 , 且 单 调 非 增 ， 由 定理 7 知 , 存在 EE La 机 ,使 得 
| GDeCDez=p(a 人 fedz 
其 | 
| rp[e(D gD]ar= [go 一 9(CD]| fda. 
由 此 即 得 (3) 


如 果 9 单调 非 减 , 则 可 命 
9 了 了 


#2) — 9b) —y9(7), 
仍 用 定 十 7 可 得 (3). Nn 
第 二 积 分 平 丹 值 公式 把 两 个 函数 乘积 的 积分 化 为 一 个 函数 的 
积分 来 计算 ， 下 而 的 Dirichlet 和 Abel 判别 法 就 是 用 了 这 样 的 
方法 . | 
定理 9(Dirichlet 判别 法 )” ”如果 jg 满足 下 面 两 个 条 件 : 


(iD PC =| Flr) dz (se< 4<< 十 cp) 有 界 ; 


Li) 9 在 [ea, + co) 中 单调 , 且 lim g(z) 一 0 
卫 才 十 2 


.那么 积分 
| f(g9 nas 
收 丝 
证 明 ”应 用 推广 的 第 二 积分 平均 值 定理 , 有 


[f(g dz -A | fix)dr+g(A’’) | fa 
或 者 


[segcwar|< ca | ,fas| 


Ep | 人 fa (4 


由 假定 . 存在 常数 于 ,使 得 
LPGC4)1 - [fea 


HU (a<A<+%). 


因 如 
Ne _ | t se A BE 
| fa = | fa | flryadr ?221， 
Da 3 | fdr— | fC)az <2M. 


又 因 lim g(z) =0, 玖 对 任意 < 之 0, 存 在 4o, 当 4',4''> 4o 时， 均 
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lg(A)|<e, 19(4)|<e. 
所 以 , 只 要 4, 4 >>4n 由 (0 便 可 推出 


[| recoaa 


de， 
因而 积分 | “f(z)9(z)4zx 收 化， 0 


推论 ”如果 当 zx 一 十 co 时 , g(x) 单调 非 增 趋 于 0, 那么 
| sin war, (WW (x) coswdzr 


收 伍 ， 
证 明 由 于 z 
| sinzdz| 一 1eos4 一 cosc]<<2， 
I coszda| =|sin A— sinal| <2. 
根据 Dirichlet 判别 法 , 上 面 两 个 积分 收敛 ， 0 


例 5 积分 | “szaz 收 伍 ， 这 由 上 面 的 推论 即 明 . 虽 
， 例 6 判断 积分 | ”sinzzdz,| ”zsinzadz 的 收 钱 性 . 
解 命 人 “=t, 有 有 
3 2 __ tmsint 
| Sin2 dr = 半 |， ts 
故 知 原 积分 收敛 ， 用 同样 方法 可 以 证 明 积分 |，zainzidz 也 是 收 
敏 的 ， 0 8 
定理 10(Abel 判别 法 ) 如 果 f,9 满足 下 面 两 个 条 件 : 
(积分 | fa)dz 收 分 ; 


(ii) g(x) 在 [a, 十 cc) 上 单调 有 界 ; 


那么 积分 
[fg a 
收敛 . 
证 明 ”因为 | “7(z)zz 收 敛 , 故 对 任意 *>>0 存在 4, 只 要 4， 
A'' 疙 轴 i, 便 有 
{fas) <e. 
由 于 9(z) 单 调 , 故 推 广 的 第 一 积分 平均 值 公 式 成 立 ， 
[fg 0a=9 a4) [far-9c a) fa 


《4 去 Ed47)， 
于 是 由 194z)| 和 过 弄 即 可 得 


| fgGoaz 


<loa) | fear 


+ ga) | fa 


关于 无 窃 积 分 的 收敛 判别 法 就 介绍 到 此 .这 部 分 内 容 和 无 穷 
级 数 的 相应 部 分 是 平行 的 , 很 多 定理 几乎 是 逐 字 逐 句 搬 过 米 的 . 原 
因 很 简单 , 因为 无 穷 积 分 和 无 穷 级 数 同样 是 一 个 极限 过 程 , 只 不 过 
无 穷 积 分 是 销 数 的 极限 ， 无 穷 级 数 是 数列 的 极限 黑 了 ， 但 是 必须 


<2Me. 了 


注意 , 二 者 还 是 有 差别 的 : 数 项 级 数 之 yas 收敛 的 必要 条 件 是 


lim a, =0, 
n+ 


而 无 穷 积分 | “7(z)az 收 俩 时 ,被 积 轩 数 当 = 一 十 co 时 可 以 不 趋 于 


0, 项 至 可 以 是 无 界 的 ， 
例 6 的 两 个 收敛 积分 
s 146* 


EE 


a+ pe 
| sinz28T， rsingdzr 
“0 “0 


就 说 明 这 个 问题 . 


习 是 

1 回答 下 列 问题 : 

(1) 如 果 | ”fkz) az 收 化 ,能 否 断 言 lim f(z) 一 0 

(2) 如 果 了 在 [a, 十 co) 中 是 非 负 的 连续 函数 ， 从 人 ，f(z)dz 收 化 能 理 


言 lim fj{x) =0. 


(3) 设 |”f(mdz,| gtz) dz 都 收 合 , 足 殖 能 断 吉 | ”f(z)g(z)az 也 用 
钙 ? 
(4) 从 | 1flez 收 化 能 否 断 言 | (2)4z 收 做 ? 从 | 天 (xdz 收 全 
能 再 断 训 | 1fidz 收敛 f 试 举例 说 明 . 
(5) 把 | f(z)dz 写成 了 | ”f(z)dz= 袜 b， 从 这 级 数 的 收 敏 是 
?TI R=] 


否 龙 断言 积分 的 收复 ? 从 积分 的 收 黎 能 否 断 言 级 数 的 收 误 ? 若 f 二 0， 情况 
又 如 何 ? 


(6) 设 风 在 [十 co) 中 有 界 , | ”faz 收效 ， 能 否 断 言 | jwdz 收 做 1 
车 | ”74z 绝对 收 敏 , 情况 又 如 何 ? 
2， 判 断 下 列 无 穷 积分 的 收 敏 性 : 


机 +”32z3s 一 2 
OO (2) | BR 
+” dr 
人 上 WA 3X2 十 下 把 | ztln2)r” 
“+gin?s 2 1 
(5) | 2 ex 《6》 | 2(1 oo zx。 
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oo -Pt y 
(7) | eles (8) 上 0 


3， 证 明 : 车 函 数 了 在 [oa, 十 oo) 中 非 负 ,连续 ， 且 Jim f(z) 一 5 天 0， 则 
| ftirdz— +o0. 


dz {p>0). 


4， 证 明 积 分 | (一 Da 收 化 , 这 里 fx] 是 2: 的 整数 部 分 . 


5， 设 了 为 音调 函数 ， 且 | faydz 收敛 ,证 明 当 4-> 二 2 时 , f(z) = 


6， 让 了 在 [a, 十 co) 中 是 正 的 单调 非 增 的 是 数 ， 那 么 ) ”f(z)dz 和 
Js sinzzdz 辣 敛 散 ， 几 此 证 明 积分 


十 各 4omcim2 
Sin? I sin“I 
| ———dz, | 一 一 人 


四 个 2 Tlnz 
发 散 . 
7 下 列 积 分 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收 伊 ? 
Cr™ fos {1 一 22)》 Sinx . 
(DD] Mr ritl wf Ytstl 
© [Ee 


3. 设 f,9 在 [a,5; 上 连续 ,9 在 (9,5) 内 可 微 , 而且 9 (7) 守 0 (oa 之? 之)， 
试用 分 部 积分 法 证 明 第 二 积分 平均 值 公式 . 
9. 证 明 积 分 


it™ sin 1 
-一色 人 之 立志 一 
) zo sn ( a<5) 


发 散 ， 
提示 : 利用 等 式 
Sing _ winx gin2z 
2 十 ginz 全 x (zr | Sinz) 


及 习题 8 的 结果 . 

本 题 说 明 在 Dirichlet 判别 法 中 ， “gCz) 单调 总 十 0” 这 一 条 件 中 的 “ 单 
调 性 "是 不 能 去 掉 的 ， 

10、 试 作 函 孝 记 它 在 [a, 十 co) 中 非 负 .连续 .而且 无 输 , 但 | f(z)a2 收 
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人 敏 ， 例 如 研究 积分 


"+™ war 
下 1+ x"ein2g Wd 


$2.2 ”再 积 分 的 收 仑 判别 法 

”现在 讨论 另 一 种 广义 积 / 积分 。 我 们 知道 ， 如 果 沙 数 
f 定 义 在 区 间 (a,6] 上 ,而 当 z->a 时, f(z) 无 界 ， 则 称 a 是 了 的 斑 
”点 ， 这 时 于 在 (a,5] 上 按 Riemann 积分 的 意义 是 不 可 积 的 。 但 车 
对 任意 e>0, 了 在 Le 十 e,b] 上 可 积 ,而 及 
lim | f(z) dy 


Ped 


有 有 限 的 极限 ， 则 称 联 积 分 | 2)gz 收 伍 ， 并 把 上 面 的 极限 定 义 


为 环 积 分 的 值 . 在 第 三 章 第 三 : 节 中 我 们 已 经 看 到 不 少 琶 积 分 的 例 
村， 


对 于 给 定 的 瑕 积分 ,如 何 判断 的 笋 六 性 中 :和 看- -个 简单 的 
例子 ， 为 了 研究 积分 | > =y, 即 得 


| oe 


这 样 就 把 判断 形 积 分 | -和 一 收敛 的 问题 归结 为 判断 琅 穷 积分 
| 党 的 收 全 问题 
- 般 来 说 ,如果 = 基 了 的 屯 点 ， 作 变换 一 4 士 二， 那么 
i | fo) 
ee 和 A 1 ya 区 te 1/ 王 
-| Mets) | (a+. 
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这 就 是 涪 , 道 过 上 面 的 变换 , 每 一 个 起 积分 -一定 可 以 化 成 一 个 无 穷 
积分 ， 因 此 , 和 前 面 写 的 判断 无 穷 税 分 化 散 的 一 些 方法 , 都 可 以 平行 
地 对 瑕 积分 建立 起 来 ， 这 里 我 们 不 再 重复 这 些 定理 的 证 明 ， 而 只 
人 - 写 下 来 ， 读 考 不 难 补 出 这 些 定理 的 证 时 . 

一 至 想 见 ， 下 面 的 定理 中 可 假定 积分 下 限 a 是 瑕 点 . 
定理 1 (Cauchy 收敛 原理 】 积分 下 F(z)az 收 敏 的 充分 必要 
条 件 忠 , 对 任意 > 册 存在 62>0, 只 要 0<6 一 6 0<6 一 6 就 有 


人 fa)a|<e. 


id! 


定理 2 如 果 积分 | Ifzldz 收 伍 , 那 么 积分 | (+) 如 也 政 合 . 


定理 3 如 果 对 二 充分 接近 a 的 x( 汪 a) 有 不 等 式 
OFT oF), 


那么 人 着 | pz)dz 收 敏 , 则 | fz) 如 收 全 ; 


(iD 车 | xz) 妈 发 数 , 则 | op(z)az 发 散 ， 
定理 4” 没 f(z) 和 gp(7) 都 是 (a,5] 上 的 非 负 连 续 函 数 ， 且 
fr) ， 
lim wer) = . 

那么 Qj 车 0<k< 二 co, 则 | f(z)dz 和 | y(z)gz 同时 敛 衣 ; 
(ii 车 有 一 0， 则 当 上 | gp(z)dz 收 化 时 ， [ f(z)dx 收 合 ; 
(iii) 车 龙 = 十 oo， 则 当 | pz)ar 发 散 时 ， | fz) 发 散 . 
例 1 研究 积分 | 让 训 于 枚 的 收缴 性 . 
解 看 上 去 似乎 r =0,z =1 都 是 现 点 , 但 实际 上 , 由 于 
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lnz 1 
J 
访 积 函 各 在 = 一 附近 是 有 界 的 ， 因 此 + 一 1 并 非 现 点 ， 
考虑 点 = 一 0 附近 的 情况 。 对 于 充分 小 的 = 恒 有 1 一 2 之 也 ， 


所 以 


lny i, 


lny 
ry 


币 积 分 | | Inz| 几 = 一 | lazaz 是 收 伍 的 , 因此 原 积 分 收敛 ， 


全 2 研究 积分 | 7 上- 的 收 敏 性 
解 z 一 1 是 瑕 点 ， 当 xz->1 时 | 
1 1 . 1 1 1 


YIr Vir VOT)ITe) WYANT 
所 以 原 积分 收 伍 ， 
例 3 研究 积分 | z?-: (1 一 z)*-! 轿 的 收 伍 性 . 


解 ” 当 ?<1 时 ,rz=0 是 瑕 点 ;9 过 1 时，z 王 1 是 瑕 点 ， 为 了 分 
别 旁 虑 函数 在 这 两 点 附近 的 情况 ,把 积分 拆 成 两 部 分 : 
| x77! (nd 


a . i 
=| rz (1—e) dzt+| gr-1(1—a)r-idr (0<a<ly). 
0 a i 


当 x 六 0 时 ， 
: £1 I—r) lr! 
故 当 1 一? 尽 1 或 7 二 0 时 ,第 一 个 积分 收敛 ， 当 x>1 时 ， 
li ~ (lz) 1 ， 
故 当 1 一 < 或 9>0 时 ， 第 二 个 积分 收 误 ， 因 此 原 积 分 在 8 二 0， 


>0 时 收 伍 . 日 
5 。 


i 


例 4 研究 积分 | x?-1e- "de 的 收 颌 性 . 
解 ” 当 ?p<1 时 ,z=T 是 碧 汽 ， 吉它 双 是 无 究 积分 科 格 才 一 
样 ， 把 它 拆 成 丙 部 分 来 考 碟 : 
i XpP 1e "dr = | ce 十 全 ee 
当 xz->0 时, . 
zs? 8e “人 人 2? ， 
所 以 第 一 个 积分 当 g>>0 时 收 化 ， 当 > 一 十 c2 有 时， 
2 .27 0 “>0, 
故 对 充分 大 的 zx, 恒 有 


时 一 于 1 
| 名 e < 


所 以 第 二 个 积分 不 论 2 为 何 值 时 都 收 敏 ， 因 而 原 积 分 当 2?>0 时 
收敛. 站 


例 5 研究 积分 | age dr (8 之 0) 的 收敛 性 . 
解 ” 拆 成 两 部 分 


YarctgZ yy 2 | “arctg% 
I es 上 人 


当 x->0 时 ， 


x “arctgy 、 1 +1 
2+z2 “2 ， 


i -i<l, 或 @ 这 一 2 时 ， 第 一 个 积分 收敛 ; 当 z 一 十 oo 时 ， 


x"arctgz TT 1 
2 十 ZX8 2 


故 当 有 一 ca>1 时 ， 第 一 个 积分 收 敏 ， 所 以 原 积分 当 > 一 2 且 
一 qa 六 1 种 收 和 并. 0 

Eo 
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. 校 照 前面 的 定义 ， 无 穷 积分 | (5)dz 收 仑 , 是 指 当 和 4 和 独立 
地 趋 于 +oo 时 , |”f(z)dx 的 极限 存在 ， 但 对 某 些 函 数 了 来 说 , 这 
“ 样 的 极限 并 不 存在 , 而 当 4 一 4 时 ，lim | ”f(z)ds 都 是 存在 的 . 
例如 积分 
2 
| ez 
就 是 这 种 情形 ， 
如 果 极限 
lim (far 


存在 ， 称 这 极限 为 无 穷 积分 | f(z)dz 的 Cauchy 主人 入， 记 为 


V.P. | f(r)ar— Lim | f(z)dr, 
例如 
V.P. | 


te 


-1 十 2 用 路 凸 避 _ 十 2 A 


对 于 瑕 积分 同样 可 以 定义 Cauchy 主 值 的 籽 念 . 
浅 " 是 了 在 区 间 fa, 打 中 唯一 的 艰 点 , 定义 


V.P. {fae = lim 广 fart fz)az| 呈 


例如 | 空 是 发 散 的 , 但 它 的 Cauchy 主 值 存在 : ， 


总 时 


V.P. 人 本 = in [e+) sl=0. 


1 家 £30 = 网 
容易 知道 ， 如 果 一 个 无 穷 积分 或 瑕 积分 是 收 雍 的， 那么 它 的 
Cauchy 主 值 一 定 存 在 , 但 反之 不 然 . 
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习 题 
1， 判 断 下 列 广义 积分 的 收效 性 : 


(1) | Hi (#0). (2) 上 3 
1 R= 
YT 
(3 》 「 Er (4d) Bn 
Fn gin 
(5) | vr VE 人 (6) | sor 


2.， 判断 下 列 广 芯 积 分 的 绝对 收 但 性 : 
(1) | zrsin (zdz (g#¥0). (2) 上 srsing 7 Cg>0). 
日 1 工 十 zz 
3，、 设 函 教 了 在 (0, 1) 内 单调， 且 在 点 z=0 和 z=1 “a 


和 如果 | Fo)az 收敛 , 证 明 


人 人 去 )= =) fear 


4， 利 用 上 症结 果 证 明 , 对 任意 c>0 有 


i 
lim 人 


SS | 一 


5， 习 是 3 之 乾 是 否 成 立 ” 即 若 了 在 (0，1) 内 单调 ， RE 各 在 


另 宁 + 凤 队 


在 ,是否 能 保证 | f(z)dz 收敛 ? 请 看 例子 


上 


6. 《1) 设 玫 在 [0, 十 co) 中 连续 ， Me 者 证 明 


| br) FFrony 一 —f(+o0)Jln2 (qa>0, 58>0), 


(2) 设 了 在 [0, 十 oo) 中 连续 , |” 并 dz 收 敏 ,证 明 
1 


[te fb) as— f(0) In 过 wi 0, 65>0). 
和 


es TIS4 。 


(3) 设 帮 在 (0, 十 oo) 中 连续 , f( 十 co) 存在 ,| 长 2dz 收 钱 ,证 明 


("flor) f(b) gs pron (a>0,6>0), 
x 十 


~ 


7. 利用 上 述 结果 计算 十 列 积 分 : 
(1) | ea (a0,b>0). 
“0 ， 


ey -三 一 28e -47 dz 
-vo 


一 了 和 


(a>0,68>0). . 


(OR2T— Con 3 
(3) | : az, 


第 三 节 ” 含 参 变 量 的 广义 积分 
8$3.1 一致 收效 
设 铺 数 有 (zx, 4) 在 x 之 4a, & 二 2a 入 有 中 连续 ， 如 果 对 [wx, B81 中 的 
任意 4 广 叉 积分 


re u) dr 

都 收敛 , 它 就 确定 了 [a, 8] 上 的 一 个 函数 
v0 =| fr, wa, (1) 

我 们 要 研究 p 的 连续 、 可 微 等 分 析 性 质 ， 
前 面 已 经 看 到 ， 在 讨论 由 函数 项 级 数 所 确定 的 函数 的 分 析 性 


质 时 ， 级 数 一 臻 收 化 的 概念 起 了 关键 的 作用 ， 对 (1) 型 的 积分 来 
涪 ,. 类 似 的 概念 也 起 着 同样 重要 的 作用 . 


所 谓 积分 | ”fx, 由 ee 收 伍 ,是 指 对 于 每 个 固定 的 %， 这 个 广 
积分 收效 ， 即 对 于 任意 的 “> 0 存在 4 当 4> 如 时 ,不等式 
小 f(x, u) adr — 上 fz, ar| [=| Fi Dur|<e 


成 立 。 这 里 的 4, 笑 与 < 有 关 , 也 与 参 变量 有 关 . 
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定义 1 ”如果 对 于 任意 给 定 的 <>>0, 总 能 提 到 仅 与 < 有 关 的 
As( 沪 4), 当 4> 4 时 ,不 等 式 


全 fs oa < 


对 [a, 6] 上 所 有 的 z 成立， 就 说 广义 积分 | “f(z, ai 关于 uw 在 区 


间 [w, 8] 上 一 致 收敛， 这 里 的 [a, 8] 可 以 换 成 开 区 闻 或 无 穷 区 问 . 
对 于 瑕 积分 ， 也 有 类 似 的 定义 、 
定义 2 ” 设 e 是 霞 点。 如 果 对 干 任意 给 定 的 e>0， 存在 仅 与 
[A dr| Re 2 


对 fa, B] 上 所 有 的 成 立 , 就 称 积分 | f(z,u)dz 关于 uw 在 [a, 有 ] 


上 一 致 收效 . 
例 1 竹 虑 广义 积分 


十 ea 


站 worrae 
0 


显然 它 对 每 一 个 w=0 都 收 广 ， 厕 是 在 [5, 二 8) (6>0) 中 一 致 收 


In 二 


丝 ， 事 实 上 , 对 任意 。->0， 只 要 取 和 = 一 3, 当 4>4o 时 , 便 有 


| ze :8 4p (6 和 zx<< 十 co)， 


A 


但 在 [0, 二 2) 中 , 积分 目 一 致 收 伍 ， 因 为 不 论 4 多么 大, 总 有 
{ue "dr ee "4->] ( 当 w>0 时). 


和 广义 积分 的 收 丝 判 别 法 一 样 ， 这 里 也 有 一 系列 和 无 穷 级 数 
类 似 的 一 致 收敛 判别 法 ， 下 面 我 们 只 对 无 穷 积分 米 讨 论 这些 判 别 
法 , 对 于 下 积分 也 有 类 似 的 结果 , 就 不 再 一 一 说 明了 , 
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定理 1 积分 分 | f(z, wdz 在 区 间 [w 1 上 一 致 收 化 的 充 郁 
必要 条 件 是 ,对 任意 *> 0， 总 存在 一 个 仅 与 * 有 关 的 4， 使 得 委 
各， 4" 之 ho 时 ,不等式 

[fc, Wr| <e 


对 [a, 8] 中 所 有 的 “都 成 立 ， 

证 明和 第 九 章 $2.1 的 定理 2 相仿 ， 贸 给 读者 作 练习 从 定理 
1 可 得 

定理 2 (Weierstrass 判别 法 ) 设 f(x,w) 当 x 过 a 时 对 x 这 
续 . 类 寺 全 在 党 相 一 个 洁 全 加 下 个 (Py。 人 本 省 下、 加 天 八大 的 
以 及 [a， 有 中 的 一 切 4%， 都 有 

Jf(z, 42) | F(z), 
又 如 果 | ，FCz) 必 收 统 ， 那 么 积分 全 f(z 切 姻 在 区 闻 [a, 8] 上 一 
致 收 伍 . 


证 明 因为 | ，FCz)az 收 伍 ， 对 全 *>>0， 存在 风 ， 只 要 
4', 4' 半 4o, 便 有 
[ree | 
由 此 便 知 
fw] lf, Wes ree, 


因而 | fz, 和 在 fa, 8] 上-- 致 收 伍 ， 
例 2 因为 


.所 以 积分 | 92gz 在 (一 co, 十 oo) 中 一 致 收 敏 。 _ 


@ I * 


* 


例 3 积分 | 4 时 经 4z 在 (一 co, 二 00) 内 一 致 收 丝 ,这 由 不 等 


式 
z | Ce ey 
自明 .0 
更 细致 的 判别 法 有 有 
定理 3 (Dirichlet 判别 法 ) 如 果 f(z,w)，g9(z, 加) 满足 下 面 
“两 个 条 件 : 


Gi) 当 4 二 +co 时 ， 积分 | f(x， adz 对 ycra, B] 一 至 有 界 ; 


(i) g(z, 4) 是 x 的 单调 函数 ， 且 当 x->+ oo 时 关于 一 至 
地 趋 于 0; 


那么 积分 | Fr gz Ww) dz 在 [%, 上 一 和 致 收 全 . 


定理 4 (Abel 判别 法 ) 如 果 (z 中，g(z 四 满足 下 面 两 个 
条 件 : 


(i) 积分 | fz wu)dz 关于 wE Eg, 8] 一 致 收 伍 ; 

(ii) g(z,w) 对 zx 单调 , 且 关 于 一 致 有 界 ; 
那么 积分 | f(z,w)9(z, Ddz 在 [wx B81 上 一 至 收敛 

我 们 只 给 出 定理 3 的 证 明 ， 定 理 4 的 证 明 留 给 读者 作 练 习 , 
由 条 件 (D, 对 任意 4', 4 和 全 2 及 一 切 4E[a, 户 均 有 


(fe ves) fe weilt|| fd <2m. 


由 条 件 ( 让 ) 知 , 对 任意 >0, 总 存在 4o>a, 只 要 z>4o， 便 有 


19(2, 4) <<e 
了 


对 一 切 xE[a Bj 成立 。 于 是 根据 第 二 积分 平均 值 定理 ， 只 要 4 


4 “> 如 ,人 恒 有 
| 三 re ww) g(x, war| 


<19(4, WN fr, Was 


+ lg WI fs, wee| 
. 2Me+2Me =4dMe 
由 定理 1 便 知 积分 | f(z, w)g(z, w)dr 在 [a, 8] 上 一 致 收复， 0 


在 实际 情况 中 ， 碰 得 较 多 的 是 f,g 两 个 因子 中 只 有 一 个 包含 
参 变数 4, 这 时 定理 3, 4 叙述 起 来 就 可 简单 一些 ， 例 如 Abel 判别 
法 就 可 写成 : 


如 果 积分 | ”f(z)gz 收敛 , 函数 9(z,4w) 对 单调 ， 且 关于 we 
[a, 站 一 致 有 界 。 那 么 积分 
| Hz)ge w) ar 
在 [a, 8] 上 一 至 收敛 . z 
例 4 积分 | ”siszdz 对 zx>>0 是 一 致 收敛 的 .事实 上 , 因 


为 积分 | 3dr 收 敏 ,而 函数 ex 对 于 z 单调 非 增 ， 且 eee<c1 


(0 二 TY< 十 co 0 生 x< 民 十 oo)， 故 由 Abel 判别 靶 知 ， 沪 积分 关于 #% 
在 .0, 上 ee) 中 一 致 收效 . 0 


例 5 积分 | 2 区 dz (a. 5>0) 对 5 之 b>0 一 至 收 合 ， 这 
是 因为 一 方面 对 任意 4, 均 有 


pe | 1—cosbd 
bz 办 | 一 1 一 cosb4 < 2 
sin rT | b i 
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另 一 方面 , 当 全 十 co 有时, 函数 -7 了 sr 单调 非 增 趋 于 0. 故 由 Diri- 
chlet 判别 法 知 该 积分 在 所 述 的 区 间 中 一 致 收敛 ， 昌 

作为 一 致 收 伊 概念 的 一 个 应 用 ， 我 们 给 出 级 数 在 无 穷 区 间 上 上 
可 以 逐 项 积分 的 条 件 . 

定理 5 设 级 数 Yus(z) 在 [a, + co) 上 收 化 于 和 8(z), 如 果 


耻 妆 1 


(i) 对 任意 4>a, 级 数 S1ws(z) 在 [a, 4] 中 一 致 收 全 ; 


n=1 


GD 积分 [8,2) 妈 对 w 一 致 收 化 ,其 中 5,(7) 二 D(z); 
Ee 此 = 

那么 积分 | “S(z)az 收敛 ,而 且 

(sc) bo > a(t) ar. (2) 


证 明 由 假定 Gi), 对 任意 >0, 只 要 入 ,4' 充分 大 , 便 有 
| 全 sse)ez a 
对 名 二 1,2,… 成 六 . 于 是 由 (7 知 ,} 只 更 取 充 分 大 的 7， 即 得 


为 FP Wa 
li SCzydz <| 
寺 ' -Ar 


因而 积分 | ”SCz)dz 收 化 ， 于 是 存在 46, 使 得 


SCz) 一 Su(z)|dz+ 


[ SCzylz |<2e, 


从 


| Es | -€ | Im ee 本 
全 S(r)dz i<g, EAL < (n=1,2,.…). 


由 (让 知 . 级 数 3w,(z) 在 [a, 40] 中 一 琉 收 仇 , 故 对 se 之 0 存在 六， 


他 二 】 


当 ? mw 时 ,不 等 式 


|s， (z) 一 Stz] |<acas 


< 160 。 人 


对 [a, 40] 中 所 有 xz 成立， 因而 当 # 之 入 时 ， i 
| s， Cx)ar— | se 


<| ay | | 


“Sz) dx | 


se = 和 
这 就 证 明了 
Vim | Ss. (2) dx = | “8S(z} dx, 
这 就 是 变 证 明 的 (2)， 中 
应 用 级 数 中 的 Dini 定理 , 对 二 非 负 项 的 函数 项 级 数 ， 这 定理 
可 以 叙述 得 更 简洁 些 . 


定理 6 设 S ws(z) 在 [a, +cc) 上 收 做 于 Sz), 如 果 


nmi 
GD us(z) 在 [a, +o0) 上 连续 且 韭 负 ; 
Gj) 8(z) 在 [a, 十 co) 上 连续 
Gi) 5Gz)dz 收敛 
那么 (2 成 立 . 
证 明 只 须 验证 定型 5 的 条 件 都 满足 就 行 了 . 由 条 件 (D)，(ii)， 
根据 Dini 定理 (第 八 章 8 2.3 定理 2), 级 数 yu (z) 在 [a, 4] 上 


站 一 ] 


… 致 收 化 .这 里 4 是 大 于 4 的 任 疮 实数 因为 ur (z):0, 所 以 
ONS, (TX) ENS(r) {n= 1,2,. ws 


而 | See 收 敏 ,页 从 Weierstrass 判别 法 知 ， 积分 | ”8， oe 


对 二 1, 2,… 一 致 收 伐 ， 定 理 5 的 两 个 条 件 满足 ， 因 而 (2) 成 
:站 


9 了 G 了 了 * 


倒 6 计算 积分 


| ee 
解 ” 根 据 极限 
eo" 一 lim(1+ 和 ) ， 
可 将 上 上面 的 积分 写成 
| 和 1) 人 


我 们 先 证 明 极限 号 和 积分 号 可 交换 , 事实 上 , 合 
u(rz)= (1+7) 


us (=(14+ 邱 ) (1 十 -号 ) | 
则 有 | 


e "= pe (7). 


显然 ww (zx)(% 二 2,3,…) 在 [0, 十 oo) 上 连续 ; 且 保 持 定 导 ，e-” 连 
续 且 可 积 , 故 由 定理 6 知 积分 号 和 极限 号 可 以 交换 ， 于 是 


Ce X 二 MRRt, 有 


we —(2n. 3)11 x 
| (1+E :5 A i = (2n—2)1! 2 
根据 Wallis 公式 (第 八 章 § 1.8 例 3) 
“dx 1 x Vs 
mn 0 Q 十 区 T 2 2 
名 


和 2 


所 以 | 

1 -32 了 了。 N/A ! 
| 
这 个 积分 在 役 率 论 里 要 用 到 . 


习 是 
1 回答 下 列 问 题 : 
(1) 设 萝 变 量 守 分 | f(z,s)dz 对 [a, 站 上 的 wa 都 收 数 ,如何 用 分 析 的 
诱 言 叙 述 它 在 Fa, B] 上 不 一 臻 收 仇 ， 
(2) 车 积 分 | ”|f(z,a14z 在 [a. B] 上 一 致 收 伊 , 是 否 一 定 能 找到 g, 使 


福 | ”9(z)zz<< 十 cc, 而 且 


{flz, ww) Pa) 
对 所 有 ac[a, 有 及 zcra, 十 吕 ) 者 成立? 
2， 研 究 下 列 积分 在 指定 区 间 上 的 一 致 收 笋 性 : 


(1) 1 srsinzez (0<eo<ae+ 0), 


(2) | (一 co<u< 十 oo). A 
dr | + 
{3) 本 苗 训 {Ot 十 00). . ~ 


(4) ': e dz 10<w< 必 十 co)， 
1 
(5) [va -ersdr {0a<+om). 


+ pin 了 2 
(6) {| dr (p>0), 


3， 证 明 积 分 |”325dz 在 任何 不 包含 a 一 0 的 人 区 问 [o，5] 上 一 到 
收效 ; 在 包含 <=0 的 闭 区 间 [o, 下 上 非 一 致 收 敏 . 
4， 环 朗 积 分 | ce-"rdz 在 任何 区 间 0<a<a<b 中 一 臻 收效， 在 0< 


cs 人肉 非 一 致 收 伍 . 
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pe 


ee re rg Sl PT 


§ 3.2 含 参 变量 广义 积分 的 性 质 

设 仿 参 变量 的 广义 积分 [ “fz wu)dx 对 [a, B] 上 每 个 都 收 
化 ,我们 要 研究 由 它 所 确定 的 函数 

Gm) 一 {fz, wa ， (1). 

的 性 烦 ， 

与 连续 函数 的 级 数 的 一 致 收 全 性 保证 了 级 数 和 的 连续 性 一 
样 , 积分 (1) 的 一 致 收敛 性 保证 了 9p 的 连续 性 . 

定理 1 如果 函数 f(z, ww) 在 a<<z< 十 co，a<wu<<B 中 连续 ， 


而 且 积 分 | f(z,)ox 在 [a,P] 上 一 致 收 化 ， 那 么 由 (1) 所 确定 的 
函数 gp 在 [a A] 上 笑 续 : 
证 明 由 于 | f(z.) 和 r 在 [xp] 上 一 致 收 伍 , 故 对 任意 e>>0， 
存在 4>o, 当 半 六 4 时 ,不 等 式 
fewax|< 各 
对 [&, 的 上 所 有 的 立成 立 ， 今 在 [w, B] 中 任 取 一 点 wo, 我 们 有 
ed pd) = | fe, Da] fr, ude | 


<|[fe wea-| foal| | 
| fwa| t+) ,sd ad). 2) 


由 第 一 节 的 定理 1 知道 ,| 7(z, au 是 [z, 8] 上 的 连续 函数 , 故 对 
z>>0, 存 在 6>>0, 当 |2--201<-3 时 ,有 
| 是 e 
| f(z,w) ax—| f(z, wo) de |< 汪 ， 
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(2) 的 第 二 ,第 三 个 积分 都 小 于 村 ， 因 而 只 要 1w 一 ww| <<5， 从 (2) 
可 得 
[pbw) 一 pCuo) 1 之 二 十 二 十 生 =e。 0 

这 个 定理 也 可 写成 

im |, f(D = [G00 = 六 (ia aaja 
即 在 定理 工 的 条 件 下 ， 极 限 导 与 积分 号 可 以 交换 

与 级 数 的 情形 一 样 ,积分 “f(z, du 的 一 致 收敛 只 是 保证 9 
(wD 连续 的 一 个 充分 条 件 , 并 不 必要 ， 但 在 f(z,u) 非 负 的 条 件 下 ， 
积分 的 一 致 收敛 性 便 是 p(n) 连续 的 必要 条 件 ， 我 们 有 下 面 的 

定理 2 和 如果 f(z,) 在 sz 之 十 oo,a<up 上 连续 ， 且 非 
负 , 吉 么 从 (DD 在 [a,8] 上 的 连续 性 可 以 推出 积分 |，f(z,w) dx 在 
[a, 6] 上 一 下 收敛 . 

证 明 (uw) 可 以 看 成 一 个 铺 数 项 级 数 的 和 : 


r= nD f= Do 

a a ee 
a = fl wide Cn=l2,.), 

根据 fz, 连续 和 非 负 的 假定 ， 知 道 a (四 在 [a, 6] 上 也 是 连续 

而 且 非 负 的 . 又 辣 p(w) 连 续 ,所 以 由 Dini 定理 知 级 数 >os to) 在 

fa, 站 上 一 致 收 化 ， 因 而 对 任意 e>0, 存在 ,使 得 不 等 式 


| pu) 


本 


= 5 Gn (UW) < 如 


n=N+} 
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对 fa, 有 中 所 有 成 立 ， 今 取 如 =a 二 村， 则 当 4 之 和 时 ， 由 于 
flr, 2) 非 负 ， 所 拟 


A few 


oo 


2 [bh f(x, wu) dx = 2 qs (WU) ee, 


| n=N+i" T+ =N+1 

这 就 证 明了 定理 2. 
关于 gq(w) 的 积分 , 我 们 有 
- “定理 3 在 定理 1 的 同样 条 件 下 ， 


| vou = HE Da ee 
3 | fe Wi [Er. 


va LL 


证 明 ”和 证 明定 理 2 的 方法 一 样 ， 把 | f(z, w) dx 表示 成 一 级 


. 数 : 
[a f(x, W) dx = Da bw), 


ET | ”Flea 避 二 于 六 Je 可 在 [m 丰 上 - 
;， 数 收 敏 ,页 对 之 0, 存在 dh 二 9 只 要 4> 4 便 有 | | f(z ds| 


: < €. 今 扫 m>Au—a, 基 x tm > Ao, 于 是 有 


Si an (| 


n=1m+] 


| forma = fe, wer|< e, 


nm laorrn-l 


即 级 数 之 yan (办 在 [&, 6] 上 一致 收 化 ， 根 据 第 八 章 8 2.3 的 定理 3 


0* IHG6 » 


3 


和 第 一 节 定 理 2 即 得 
人 人 re dr | 四 |. p33 (人 而 
-Sew po War|e 
| =- -fF fr, 1) du l= lm) Teva 
现在 证 虽 积 分 
门 六 ee， AE 


收 化 事实 上 , 由 于 | f(z,4)az 在 [a, 四 上 一 致 收 租 ， 故 对 任意 
2 >0, 存 存 4o, 当 村， A” >A' 有 时， 
| J u) dz|< 


人 
对 [e, 中 所 有 的 % 成 立 ， 于 是 
| 站 (x, u) lu dz = | Wh dz | 


ee 


de. 
因而 得 
全 | fe, wdr | 一 im Te 4) i a 
=| | Daules. 0 


定理 3 告诉 我 们 , 在 所 设 的 条 件 下 , 对 x 和 进行 积分 的 次 序 
可 以 交换 ， 但 这 里 关于 * 的 积分 区 间 f[w, 有 ] 是 有 限 的 ， 而 在 很 多 
河 题 中 ， 往往 需 要 知道 两 个 无穷 区 间 的 积分 次 序 二 否 可 以 交换 . 也 
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就 是 说 , 在 什么 条 件 下 , 有 等 式 . 
| | (z, Wau lr 三 bd Y (¢, dz liu, 
定理 4 如 果 f(z,w) 满 足下 列 条 件 :- 
(人间 “fx 在 gg 委 rz< + eco,as<a< i co 上 连续 ; 
(ii) 积分 
fwar, | fw) 
分 别 关 于 名 在 任何 [«, 8] 上. 关于 x 在 任何 [a, 8] 上 一 致 收 伊 > 
(iji) ”积分 
eal: | (x, 2 Iau 地 | 人 全 2) | dz au | 
中 至 少 有 一 个 存在 ; 
那么 积分 | 
[se, du |dz, [| ar 内 
都 存在 , 而 且 相 等 ， 即 
门人 re a Id = 全 | fe war lau (3} 
证 明 为 确定 起 见 , 不妨 假定 
Fe u) lau |ar 
看 在 ， 芝 江 明 的 使 是 
lim 站 全 ye u) A = 人 ye Wau lz. 


BY 


由 于 | f(z, wax 关于 4 在 [a 有] 中 一 致 收敛 ,因而 


位 全 fc dz lu -站 fc wdulaz, 


这样 一 来 ,要 证 明 的 变 成 
im 门人 eolz= 站 六 reoaje 
也 即 
im 人 | | fe Wan |iz=0. (4) 
由 于 积分 
[| i, lal 
收敛 , 故 存在 52>w, 使 得 
站 六 eolaje< 亏 
于 是 
fe wa le 
< IE Ga |e<| [ea lau lez<$ (5) 
把 (4) 式 左 端的 积分 拆 成 两 部 分 : 
(| fe ale 
-Ie welet {fs en) : 
由 于 | fC) 关于 在 fe, 扫 中 一 至 收 化 ， 故 必 存在 ps， 当 
6 .8, 里 .不等式 


fe, Wan < 
对 La, 5] 中 所 有 有 成 立 ， 由 此 得 
| 站 《zy 1) tu ez| |. | ie 1 du dz 一 了 (6) 
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把 (5), (6) 两 式 加 起 来 , 就 得 
fh se, wan |az| 人 (8A> 0). 
这 就 证 明了 (4) 成 立 ， 
”在 f>0 的 情况 下 , 利用 关于 广义 积分 的 Dini 定理 , 从 定理 4 
可 得 6 
定理 5 ”如果 上 满足 下 列 条 件 : 
(介子 在 as 二 co.w sx<< 十 22 上 连续 且 非 负 ; 
(ii 卢 数 
p={ fa, yo 一 | fr, wa 
分 别 在 a 安 x< 二 ce,a 委 z< 十 co 上 过 续 ; 
(iii) 积分 
人 cpaw [ var 


中 有 一 个 收敛 ; 
那么 (中 另 一 个 积分 也 妆 敛 , 而 且 二 者 相等 ， 即 等 式 (3) 成 
立 . 
最 后 来 研究 销 数 9 的 求 导 问 题 . 
定理 6 如果 函 数 了 满足 下 列 条 件 : 


G) 了 和 时 在 a<z< + coa<a<A 上 连续 ; 
GD | fz, war 对 fa 中 任何 收敛; 
Gi 2 和 8 和 gz 在 [a, 81 上 一 致 收 全 
那么 9(u) -|[ fe adz 在 [c, B] 上 可 微 ,而 且 


9' (WW) = 下 Yt, de (oa<u<pB)， 


* 170» 


1 一- 


证 明 利用 级 数 中 相应 的 定理 来 证 ' 归 ， 因 为 


pu) = a (2), 


这 里 as (#) = we fdz dz 用 人 可 得 


a', (a) -| fs as (a<u<p), (7) 


G+R-l 


而 且 ax《〈z) 是 [au, 有 上 的 连续 了 天数 ， 由 (7)， 


由 (ii) 知 级 数 了 a 《0) 在 [a, 月 ] 上 一 致 收 伍 这样， 关于 级 数 邓 


n=1 


as (四 可 以 逐 项 微分 的 条 件 都 已 满足 , 因而 有 、 
p(wW) = p34 (人 = | Ua 0 


dd 面 这 些 结果 都 是 对 无 穷 积分 来 讨论 的 ， 对 刺 积 分 这 些 结 果 
也 都 成 这 ， 这 里 就 不 再 禾 述 了 - 


习 题 
1， 问 等 下 询 后 题 : 
人 
是 否 成 立 ! 举例 说 明 . 
人 2》 在 定 转 1 和 证 项 6 中 能 各 把 有 界 闲 区间 [ac， 所 收成 开 区 同城 天 和 
也 问 ?* 
2， 傅 究 下 列 函数 在 指定 区 间 上 的 连续 性 : 


{1) 12) =| . 1 dl (22) 
“0 


2 十 友 


(2) vn) is (~u<2). 


了 77 。 


(3) # (a) =| emidr. (一 ce<e<+co)， 
3， 利 用 公式 | saz -二 (ga:>0) 计算 积分 
LF 


| lnz dz {名 次 自然 数 ). 


“4. 利用 全 让 | -二 (a~ 中 计算 积分 
a : 
| 一 (Cn 为 自然 数 )- 
"1{ {T Ta: 


廊 


5、， 利 用 对 参数 的 微分 . 计算 下 列 积分 : 


(1) | “2) dr (a>0, 有 0)， 


de 
(2) 1 EE Tinmrdr (a>0, 68>0). 


l(a?) dx 


局: —xi 


$ 3.3 几 个 重要 的 广义 积分 
若干 重要 的 广义 积分 的 值 都 可 应 用 参 变 景 积分 的 理论 计算 出 
来 ， 王 面 通过 一 些 例子 说 明 计 算 的 方法 . 


例 1 计算 积分 | sina 


解 ”为 了 计算 这 个 积分 . 我 们 引信 收 敏 因 了 ee, 考 虑 人 参 变 量 
积分 


To) -- | i e nrg {1} 


$ 3.1 的 例 4 志 经 开明 这 个 积分 对 320 尽 一 臻 收敛 的 ， 被 积 消 
数 在 0<a< 二 co 0sz< ++co 中 是 过 续 的 . 因而 7) 在 [0, 十 co) 
中 连续 , 于 是 
十 民 
limI(a) = 1(0) -| Sr 
| 0 ~ 


ss Ir2* 


这 样 一 来 ， 问题 就 化 为 计算 极限 limT (a). 为 此 先 算 出 T(x) 的 表 
达 式 ， 微 分 (1) 的 两 端 得 
7 (oa) = —| esinzaz- (2) 
由 于 当 a 之 5>>0 时 ， 
| |e “< sin 了 | <e *”. 
所 以 (2) 式 右 端的 积分 在 a 之 5。 (6 是 任 一 正 数 ) 中 一 致 收敛 , 故 由 
§33.2 定 理 6 知 (2) 在 汪 0 中 成 立 ， 利 用 (2) 可 得 | 


7 (a) 一 一 (a>0), 


Sy 
1+o: 
由 此 得 

| T(a) = —arctgat+O. 

由 于 


、 i= | ee < erdr=l1 


» 


玖 当 a> 十 oo 时 , (a) ->0, 由 此 得 C= 地 所 以 


1(a) = 也 一 arctga (a>0), 


从 而 得 . 
顺便 指出 , 如 果 对 积分 | ，22 ssax 作 变 换 z 一 TCaz0)， 卓 、 
可 得 
三 ,920， 和 
{= 0, a=0, 
-<0. 


例 2 计算 Fresnel 积分 
| sinzde | és2tde. 
.| 


解 命 e+ 一刀 有 
| sinz2 如 一 并 Sa. (3) 
利用 | ”eu 一 下 这 … 事 实 , 可 得 
1 2 ee 一 tu 
-77| e "du. (4) 
把 它 代入 (3), 并 交换 积分 次 序 , 便 有 


+ 


+ 1 1+% 2 PP 
in 7? 一 一 一 i 0 
| gin 区 “=3| | 去 8 sint dy 所 


= [| esintat ha. 


-一 | = 一人 并 
valo 1+ Vr 2vV2 2N32° 
积分 值 虽 然 算 出 来 了 ， 但 要 证 明 交 换 积 分 次 序 的 人 台 东 性 却 神 


不 容易 . 我 们 采用 例 1 的 办 法 , 在 (3) 中 引入 收 竹 因子 e ”“” (Ga>>0)， 
考虑 积分 


尼 TF: 
-把 (4) 代 人 , 并 交换 积分 次 序 , 得 


+ esi t 2 tw 这 Se | 
二 = { } dt 
[| © Pr -| | o [4 sn tds 


[ sint 


十 ee + 
FT eh 
To 0 
有 a 
= 二 | Tr (a>0), (5) 


-因为 积分 | e100 sin 4 三 关于 在 [0, 十 co) 中 一 致 收 夭 ; 积分 


-"I74。 


| emeintdu 关于 4 在 [0, 十 co) 中 一 致 收 化 ,而且 积分 
[facevolaata 地 
。 0 w 0 a 
在 在 , 玖 由 上 贡 定 理 4 向, 交 的 积分 次 序 是 允许 的 ， 又 因为 积分 
-ft oe | da 一 -一 -一 一 
加 
关于 都 在 [0 +co) 中 一 致 收 余 ， 改 能 在 积分 号 下 取 极 限 4->0。 


mo 


十 是 得 
| | a 
ov? ro 1+u 2 
所 以 
全 Pe 于 
人 sn 2 也 
同样 可 得 


+%m 1 P= 
I coszzdz = 去 \/ 互 . 0 
例 3 计算 积分 | e-**cos2bzdz. 


解 把 5 看 作 参 数 , 记 这 积分 为 1(5), 先 证 明 
r (0) =——| ，e-*2zsin2bzer， 《67 
事 赛 上, 由 于 
|e-= 27sin 25z | re” 
《6) 右 端的 积分 对 参数 ! 一致 收 比 , 因而 (6) 成 立 、 对 (6) 右 端的 积 
分 用 分 部 积分 法 可 得 ， | 
I’ (b) = -2061 


由 此 得 Cb) =Ce-*, 因 为 当 。 6 时， 7(0) = 下 所 BO= 和 下 ， 


` 于 是 得 


re er 


| e-*cos2bzrdr 一 /Te , 0 
6 2 


例 4 计算 积分 | “一 (b>a>0). 
解 ” 被 积 函 数 可 以 表达 成 下 列 各 分 


a 3» 
一 一 一 一 一 | e “du, 
7 u 


[| fees |. (7) 


-uu 


所 求 积分 变 为 


由 于 e- 必 在 asascb 0<re oo 上 连续 ， 而 积分 |e-"*dz 在 
ac24s<b 上 也 是 -- 致 收 敏 的 ， 因 而 (7) 可 交换 积分 次 序 , 于 是 得 


+o -人 、、 so- bi 上 十 so 下 b 
| Se dz =| | 2 +r du=| Lm 二 
0 忆 局 Lv 和 a ga 记 a 


习 
利 胃 积分 
-+ 四 A be . 
| ee “ds ， | 人 dr = Tsgno, 
o 0 


Lb. sin (9d = | i 
i 2\2 


计算 下 下 积分 ， 
] . i @ 122 上 十 2 全。 2 | (a>0, 8>0) ， 
9 T 


b -rc’ 下 + Si 2 
3. | eRe>0). 4 | dz. 


5 | sin 3 Iz. s. | nq 
i py o 
ts tm 
| Sn a s 人 sin faz? 十 25z 十 2dz (6 天 0)， 
.9 
2 a dt 
9. | sin (xz2) eos Zaxdz, 10. | Sin tens tx 
— 1 
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$3.4 [函数 和 了 B 函数 


含 参 变量 的 广义 积分 
rs)={ te-d ”1) 
B(p, = Dr (2) 


分 别称 为 了 函数 和 B 函数 , 前 者 是 一 个 参 变量 s 的 函数 ， 后 者 是 
两 个 参 变量 8, 9 的 函数 ， 它 们 都 是 由 含 参 变量 的 广义 积分 所 确定 
的 非 初等 函数 . 

下 面 介绍 这 两 个 函数 的 些 基本 性 质 ， 二 

§ 2.2 的 例 4 和 例 3 分 别 确定 了 积分 (1) 当 s>0 时 收 敏 ， 积 
分 (2) 当 >0,9>0 时 收 敏 ， 这 就 是 说 ， 工 函数 的 定义 域 是 s> 俘 
B 函数 的 定义 域 是 ?0, 9 之 0， 

定理 1 F(s) 是 (0, + co) 中 的 连续 函数 . 

证 明 ”把 F(s) 分 成 两 部 分 

P({s)= [ea 十 人 er dt, 


对 十 任意 的 6>a>0 让 scfa, 让 , 则 当 0<t<1 时 ， 


Ed 
其 为 | ie ez 收敛 ， 所 以 | ee de 在 [ec, 8] 上 一 丝 收 敛 ， 因 
而 | .4-1e-'tt 是 8] 上 的 迷 续 函数 ， 当 4>1 时 ; 


lt le ‘te. l 
因 | twee 收敛 ， 故 积分 | -ie 二 也 在 fa A] 上 一 至 收 
阁 , 因而 | “ee :到 是 [a, 上 的 连续 函数 ， 由 >x>>0 的 任意 
性 , 即 知人 (3) 在 (0, + co) 中 连续 ， 0 
定理 2 B(p, 9) 在 区 间 (0, + co) x (0, 一 co) 中 连续 . 
» 177 


证 呈 和 定理 1 一 样 , 留 给 读者 作 练习 , 
生理 3 1 函数 共有 下 列 三 性 质 : 


GD PG+D=sTG) 对 任 着 s>0 成 立 (3) 
Gi) Ts+1D 一 ma 对 任意 自然 数 % 成 立 . (4) 
Gib inaF 是 (0, +co) 上 的 全 函数 ，- (5) 


证 明 《iD 由 分 部 积分 法 得 . 
rs+D=| ice- 册 二 te +s| 全 be 
0 0 
《iiy 因为 
ro)=| ee- 本 =1， 
所 以 
Fat+D)=aT Cn) = D T(r 1)=" = (=n. 
diii) 只 要 证 明 对 1<p<co, 古 十 二 = su asE(0 十 0) ,有 
不 等 式 : 
f/ 
TfsL sel i 
LeF( 号 十 < inT' (81) + lnT (ss) 
或 者 
1 1 
: T+)<T eT. 
事实 上 , 由 Hilder 不 等 式 妈 得 


十 加 8 as 1 
T 全 2 | tr ee! 册 
和 0 


2+ s1-1 t ‘ su—l $ 
一 tr est es)d 
FCP, 

to ~ 上 -om 4 
(全 ee 
0 0 


TCs ss)’. 
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这 里 我 们 使 用 了 无 穷 积分 的 H6lder 不 等 式 这 从 通常 的 
Holder 不 等 式 取 极限 就 能 得 到 . 8 
性 质 人 是 工 函 数 的 递 推 公式 , 知道 了 本 函数 在 8 处 的 值 ， 由 
它 即 可 算出 P 在 s+1 处 的 值 ， 现 设 s<s 委 a 二 1， 反复 运 用 性 质 
《i), 就 得 
T(si+1)=sL(s)=s(s—1)T{(s—1) 
= (8s—1)."(s—n) Tl (s—n), (6) 
这 里 0 之 s 一 n 亿 1， 和 由 此 可 见 , 只 要 知道 了 在 (0, 1) 中 的 值 ,站 在 其 
它 正 数 s 处 的 值 都 能 由 (6) 给 出 . 
出 平 意料 的 是 ， 定 理 3 中 工 函 数 的 三 条 性 质 完全 确定 了 工 天 
数 ， 这 就 是 下 面 的 
定理 4 如 果 (0, 二 co) 上 的 正 函 数 了 诸 足 下 列 二 条 件 ;: 
() flz+1l) =zf(z) (rECO, :co)) 
(i f(CD =1; 
(ii) lnf 是 (0 二 co) 上 的 凸 函 数 ; 
那么 J(z)=T(z) 对 任何 x 之 0 成立. 
证 明 ”我 们 从 要 证 明了 被 (让 ), (ii), (iii) 三 条 件 所 唯一 确定 就 
行 了 ， 因 为 和 也 满足 CD,《iD， (iii) 三 条 件 , 故 有 了 = 工 . 
”由 条 件 人 D， 我 们 只 须 对 〈0, 1) 中 的 z 来 讨论 就 够 了 ， 设 zE 
(0, 1), 因为 laf 是 (0, + co) 上 的 凸 函数， 根据 第 二 章 §2.4 的 习 
题 7. 对 任意 大 于 1 的 自然 数 有 
lnf (n) 一 InfCa 一 1) clnf(ntz)—lnf (n) 
nn1) {于 十 廊 ) 一 及 
lnf rnt) lnf (a) 
> (n+1)—n 
由 人们 ), (让 知 f(R) 二 (x 一 1)!1, 所 以 上 面 的 不 等 式 变 为 


In(a—D1—ln(n—2)1< /+7)— nn)! 
: Tt 
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innt— n(n—1)1 3 
或 者 
CE ee Te te Ey I Ee 
对 上 不 等 式 台 加 上 1o(x--1)1, 即 得 
Inn TCR 1)1lInf (nr) lnn (ne—1)!;, 
刀 | 


(Rl1) (neo)! ntr) n(n m1)1. 


因为 < 
fn rr) (Rl) (lr rf (ry), 


代 人 十 式 得 
(rn) A ff 所 Rn 1)! 
rr 1)- a 1). (ztn 1) 


右 毕 不 等 式 可 改写 为 


nn! 六 十 及 
Hr rp “(Zz 二 (es ) 
把 左 半 不 等 式 中 的 4 一 1 都 换 成 ,不等式 当 然 还 碟 立 . 


nrnl ph 
T(t (rn) 
当 ?> 十 eco, 从 不 竺 式 (7), (8) 即 得 


ff) 之 


这 就 证 明了 六 7) 被 (9) 有 端的 极限 所 唯一 确定 ， 0 
从 定理 4 顺便 得 到 函数 的 男 一 种 表达 式 : 
定理 5 对 任意 x 二 0, 有 


. RIN 
LO Mm ts Tl) a 


从 定理 4 还 可 得 到 下 列 T 函数 与 BB 函数 的 关系 式 ， 
~ I80。 


(8) 


(9) 


fr 


定理 6 对 任意 ?二 0,2>0 有 . 
Bp. 0 = LAPTg) 


Tlpi+aq) Ro 
[pio)B(p, gq) 
了 (了 PP) 一 en ; {11) 


只 要 能 证 明了 满足 定理 4 中 三 个 条 件 , 由 定理 4 即 知 f(p) = 了 (p)， 
-代入 (11) 即 得 (10)， 为 此 先 证 


B ] 1. “二 卫 如 12 
事 实 上 上 ， 用 一 次 分 部 积分 法 即 得 


1 7 \、 3 了 天 
Btp 1, yg)= | {7.2) (了 -一 志 )77 3 gt 


国 p 有 1 时 一 上 
So) OD 
8 
Re yh 9) 
利用 (12) 及 工 国 数 的 递 推 其 系 即 得 
f(p+1) Fey (P+1 i191B(p+L, 的 
本 有 
= (P= a 4) 
_ Po ae pj) 
了 满足 定理 4 的 条 件 (i)， 注 意 到 
2 w= + yl 
BO,9=) (QT 必 = 王 ， 
就 有 
_T(g iDBGO PHED 
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定理 4 的 条 件 (iD 也 成 立 ， 利 用 定理 3 中 证 明 In 是 (0, 十 cc) 上 
的 凸 范 数 的 完全 相间 的 方法 ， 就 可 证 明 . lnB(2, 9) 是 关于 变量 ? 
的 (0, 十 co) 上 的 凸 函 数 ， 因 而 对 每 个 固定 的 ?=(0, 十 20)， 
Inj2) 一 InI(P 9) InB(p. 9) ~lnD (9g) 

也 是 (0, +ec) 工 的 凸 函 数 ， 这 样 , 满足 定理 4 的 全 部 条 件 ， 出 定 
理 4 即 往 f(p) 二 [Cp), 从 而 (10) 上 成立。 

根据 定理 6， 不 难 从 TT 函数 的 性 质 直 接 挫 出 B 函 数 的 一 些 
性 质 ， 

定理 7 (D BCp.d) 一 Bi7,P) g>0); 


(i) Blp=1,g71)-. ee CE tnd) 


(7>0,9>0). 
证 明 是 显然 的 , 


汪 ， 
例 1 计算 积分 | cos"xsin"zdx (ma 人 -La> 一 1 
解 命 1=sin?x, 即 得 


2 1 [1 -1 mol 
| cosrzsinngdx = 去 | 人 t (1 一 1 * ot 
0 


志江 


二 mC—1 
一 B nn 
2 (so 2 2 ) 


2 


1 T(r 
> mR 
P(e+1) 
如 果 在 上 式 中 命 % 一 0, =0, 即 得 


r (去 ) Se a4y 


如 果 在 荆 (s) =|”t*'e-'dt 中 作 变 医 代 换 4 二 w*， 则 有 


e182" 


T'(s) =2| oem 


命 s 一 互 , 并 利用 (14? 的 结果 , 我 们 再 一 次 得 到 


to yg EE 
-ugy Pe 
| 2.” 


由 于 各 为 庆 然 数 时 ,下 ( 于 了 工 )， rd 站 
时 利用 公式 (18) 可 以 直接 写 出 例 1 这 种 类 型 积分 的 值 ， 例 如 


< 7 的 
| cos rsin Xdx = 也 昌 


而 T( 号 )- 半 去 PT( 二 )= 闻 VE (人 le -=z 


2 


| crossinrdx = 


上 畏 数 还 有 两 个 重要 的 公式 . 
定理 8 加倍 公式 ) 对 十 s>0, 有 


or(e+3) a9 


| 2324-1 
证 明 命 p=2s,， 2 
Pp) ~ 


DP) 0 

1 rt 2 Tr() 

这 证 明 (16) 成 并 只 要 证 明了 满足 定理 4 的 三 个 条 件 就 行 ， 显 然 ， 
f(p+1) = -7 Ta) 


» J83#, 


-rr 区 
= pf (p), 
f(1) -Tf( 坟 )= 1, 


因为 


.2 ?+l 
mf (=In ti ( )+tm r( 呈 )， 
所 以 lnf 是 (0, 十 so) 上 的 凸 函 数 ， 由 定理 4 即 知 (16) 成 立 ， 因而 


《15 成 立 ，“ 昌 
定理 9( 余 元 公式 ) 对 任意 0 一 ?一 1, 有 
(2) 工 (1 一 Pp) = ss (17》 
证 明 在 定理 6 中 命 4 =1 一 2 即 得 
TPT 1p) 一 下 (1 一 多 区) - 
={ 0 ta. (18y 
1 
命 ra ie 划 


I 全 “2 
有 Fed 人 a=| 工 十 也 
利用 复 变 函 数论 中 国道 积分 的 方法 ， 不 难 算出 (参看 华罗庚 < 高 竺 


数学 引 论 第 二 卷 , 第 一 分 册 ， 科学 出 版 社 ， 1981。 第 七 章 §5 例 1》 


[i (0<p<1) 
0 1+Tx sinpxr Ss 


代入 (18), 即 得 (17).。 0 
根据 余 元 公式 和 (6) 式 , 只 要 知道 全 在 (0, 地 ) 中 的 值 ， 便 能 算 
出 工 在 (0 + oo) 中 的 所 有 值 ， 


了 3 


例 2 计算 积 分 | Cte)"dx, lal < 


解 ” 在 公式 (13) 中 , 命 m= 一 &, n=&, 缀 得 


C2 


terrdr LT (lt ri 
Cg) 此 -去 P( 3 jE 2 ) 
利用 余 死 公式 得 
四 序 nt 
| (ten) 3 .1+a | 们 区 0 
sin 一 7 一 区 2c0s 


最 后 , 我 们 要 给 出 了 (7) 当 x 十 oo 时 的 一 个 渐 近 表达 式 ， 即 
所 谓 的 Stirling 公式 . 
定理 10(Stirling 公式 ) 当 zx 一 十 oo 时 ， . 
rt)~(E) van (19> 


证 明 即 要 证 明 


一 1， (20) 


在 积分 
T(zi+D)=) tro 
中 作 变 最 代 换 六 :xz(1 十 4), 得 
Ttz+D=ar'ie 了 | fd + e-*]" dy. (21) 
引进 乓 数 
hu) 一 二 世 一 In(1 十 加 ] (u> —1, wx 天 0)， 


h(0)=1, 
则 五 是 (一 1, 十 oo) 中 的 连续 函数 ， 且 在 区 闪 ( 一 1, 十 %) 中 严格 减 
(第 二 章 8$ 2.2 习题 10)， 由 上 式 得 
*# 1875 = 


pm 一 -tr 


-和 [0 


《并 十 ea- 一 
代入 (21) 得 


T(z+1)= i eu 


再 作 变 量 代 换 ws\/ ,上 式 变 为 
‘x Dre e-em Va 


效 


反 此 只 须 证 明 
lim | ed 并 。 {22) 
+ -AAA 
命 i 
eu) -VF<s<+o, 
Pzr3) = | 
fz 
0, 3 一 2? 
又 因 上 eds= /于 (22) 就 变 成 。 
uim| ~ 人 Ls ends. (23) 


选取 充分 大 的 4o 必 0, 当 4 汪 4 时 ， 


六 


“A 


—82 i 2 2 | 
e df,| ds < {24) 
当 s>0.z>1 时 ,大 sV 芋 )>isw 瑟 所 以 
Opels) eH) Cem p(s). 
而 | ，wi(s)4s 显然 收敛 , 歼 可 选取 完 分 大 的 如 之 0， 当 4 之 4 时 


人 vsds<| Pils)ds < 《25) 


8 


_ 


对 所 有 z>1 成 立 ， 当 s<0 时 , 显然 有 天 sw/ 三)>: 因而 


Opi(e): el) er. 
所 以 当 4 二 4 时, 不 等 式 
Fwederns 0 
根据 :2 人 0). 425), (26), 并 选取 4>max(4,, 44), 可 得 
1 pls)as | eds | 


tI 


<|| r(x|+ {pCas 


-x 'aA 
+|| e “ds | [ps(s)—e Iads 
1 1 -a 


<Se 十 上 ‘lpr(s) ejds. (27) 


工 证 当 ¥-> 十 90 时 ， 了 于 sE[ 一 4 条 一 致 地 趋 于 e-” 
事实 上 , 当 一 4<s 过 0 时 ， 
De 和 > os VS Db a e "1 1 一 aceV 为- 一 
I eV 0 (>+00); 
0< sc<4 时 有 
te i 
cet-t(aV 1)) 1 >0 (x~? + 00), 


因而 可 选取 充分 大 的 筷 汪 0, 当 x 这 下 时 ,不 第 式 
-sa| .-. € 
| ps (8)—e ~104 


对 [一 芒 4 中 的 8 成 并 ,于 是 
| » 1187。 


全 p(s) —e lds < 
代入 (27), 当 z 之 X 时 ,有 
| | (9)ds 一 | eds 


这 就 是 (23), 从 | 而 (19) 成 六 ， 上 
在 (19) 中 特别 取 z 为 自然 数 & 并 注意 到 工人 2 一 1) =21， 邯 得 


nl 和 ~ ) VI (n>+o0). (28) 


这 是 al 的 一 个 渐 近 表示 式 ， 在 处 理 n 很 大 和 ?al 有 关 的 问题 时 ， 
《28) 是 一 个 很 有 用 的 公式 ， 例 如 利用 (28) 就 很 容易 算出 


<e. 


zl 1 
A 
有 “€ 
习 题 


1， 国 管 下 列 问题 ; 

(1) 上 上 通 数 和 也 两 数 的 定义 域 是 什么 ， 

(2) 为 什么 说 只 要 知道 开 函数 在 【0, 去) 中 的 值 、 重 能 算出 工 函 数 在 
《4 一 ce) 中 的 其 它 值 ; 

(3) 工 函数 被 哪 三 条 性 质 所 唯一 二 定 

(4) 工 两 数 和 B 函数 有 什么 关系 ; 

(5) 当 z-> 一 oo 时 ，Ftz+1) 的 浙 近 表达 式 是 什么 

2， 利 用 [函数 计算 下 列 积分 : 

(D) | ~ 7d. (2) | i 


C+ dr 


(3) yy TT 二 (4) f sin'zcog' ray, 


3， 用 [ 晏 数 共 未 下 麟 积 分 : 


+® rma ， | 
(1) | tal bris ta >0, b>0, 1>0). 
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(2) | eedr (n>0), C3) 1，zre- az， 


4， 证 明 
Tp) 一 2 ，ieredt (rz>>0). 
5。 证 明 
B(p 人) 一 | ci 
6， 证明 
个 nT (nD dr = nV 
7。 证 明 


人 i 人 
A -1 


4 


提示 : 作 变 换 cos8 =1 一 2 了， 


8， 证 明 lnB(z, 9) 蚌 关于 变量 2 的 (0, 十 so) 二 的 中 精 数 ， 


9。 利用 Stirling 公式 计算 
WL ln 


博 守 车 90 


n 1 - 工 

人 上 
© lmvVa I 
" zi(1+ 主 ) 


ER 


1 nlmi! 
Zen 和 1 ani 


n 
;Dm 
1 0 CE -本 名 ET 


13, 和 让 a 给 出 公式 


_ Tot gy 
Bp, 9) Tt 
的 另 一 个 证 明 : 


(1) T'{p) 一 2 ee 
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(2) 1 {pF (gq) = lim 4 fu, v}aduadv, 
GD) 


其 中 f (u,b) up lp: le tr GA ={, 2): 0Ku<A, OCvSA}s 
(3) 命 DLR) -{ (7, 0 :0ST R, 0 < 则 


lim | fu oaado= 二 BCP, DT p+), 


二 4 
D(A) 


lim 让 fu, v) dudv=TB(, DP (p+ 


十 上 
dv A) 


(4) Blp, 加 = 下 号 二 全 
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第 十 童 Eourier 分 析 


在 第 八 章 中 ， 我 们 详细 地 讨论 了 一 种 特殊 的 函数 项 级 数 一 一 
。 千 级 数 ， 它 的 每 一 项 都 是 党 函数 ， 这 一 章 我 们 要 讨论 另 一 种 特殊 
的 函数 项 级 数 一 一 三 角 级 数 : 


go 


D(ancosnr tb,sinnr), 


它 的 每 一 项 都 是 三 角 函 数 ， 讨 论 这 种 级 数 , 不 只 是 数学 上 的 兴趣 ， 
而 有 它 的 物理 背景 

我 们 知道 , 在 很 多 科学 技术 问题 中 ， 经 党 要 遇 到 周期 现象 , 即 
经 历 一 定 的 时 间 了 T 后 又 恢复 到 原状 的 现象 ，7 称 为 这 个 周期 现象 
的 周期 ，-- 切 周期 现象 都 是 由 周期 函数 来 描写 的 、 最 简单 的 周期 
函数 就 是 通常 所 请 的 简 谐 波 : 

X(t)}=asin(wt + op), 

它 的 周期 是 了 一 2 汪 -, @ 称 为 图 频率 , p 称 为 初 相 , 4 称 为 摄 幅 . 


”容易 证 明 ， 两 个 频率 相同 的 简 谐 波 夫 加 的 结果 仍 是 一 个 简 计 
波 ， 而 两 个 频率 不 同 的 简 谐 波 选 加 的 结果 就 不 再 是 简 谐 波 了 ， 例 
ey 


v1(t)= sint, z(t) = sint, 
前 者 的 圆 频率 。==1, 后 者 的 贺 频 率 =3 它们 选 加 的 结果 
zi (十 za( 罗 一 sint 十 二 sin3t 
是 一 个 较为 复杂 的 周期 波 . 
这 个 例子 说 明 ， 把 两 个 频率 不 同 的 简 谐 波 选 加 起 来 能 产生 较 
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为 复杂 的 周期 波 .。 反 过 来 看 ， 一 个 较为 复杂 的 周期 波 有 串 能 分 解 
成 若干 个 简 谐 波 的 和 .这 个 事实 使 人 们 产生 一 种 想法 : 能 否 把 一 
个 周期 函数 分 解 为 一 系列 频率 不 同 的 简 谐 波 的 和 ? 即 把 周期 凌 数 
了 表 为 


f(0) = Dl Ansin (ot + pe). (1) 


如 果 能 做 到 这 一 点 ,就 可 大 大 简化 对 局 期 波 的 研究 . 
” 设 g() 是 一 个 周期 为 了 的 销 数 , 作 变量 代 换 
z= 或 1= 一 7 
就 有 
g(t) -9( 32 一 AD) 
则 f(z) 是 周期 2x 的 函数 . 因此 只 须 讨论 以 2 为 周期 的 周期 范 数 
就 行 了 . 


设 f 是 以 2z 为 周期 的 周期 函数 ， 它 的 蔽 频率 = 二 1。 于 是 表 . 
达 式 (1) 可 写 为 


f(z)= DA,sin (nz ps). (2) 


: 
车 记 | 
a0 = 2A0sin go,— 
Gn=Ansingn, ba=Ascospa 《有 一 1 2 
则 (2? 又 可 写 为 


H(zx)= $+, Counz tb, sin NX). (3) 


这 样 一 来 ， 刚才 提出 的 把 周期 函数 分 解 成 系列 简 谐 波 选 加 
的 问题 就 变 成 一 个 纯粹 的 数学 问题 : 在 什么 条 件 下 ， 周 期 2x 的 
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.其 数 能 展开 成 乒 如 (3) 的 二 前 级 数 ?. 
这 是 本 章 要 讨论 的 主题 之 一 ， 除 此 之 和 外 ， 这 一 章 还 旧 讨 纶 昭 
数 的 Fourier 级 数 以 及 Fourier 积分 的 另外 一 些 重要 性 质 。 


第 -入 收 伍 定理 
1.1 局 期 函数 的 Fourier 级 数 
在 下 面 的 讨 沦 中 , 要 用 到 三 角 攻 数 系 
1, cosx, sin%w, cos 2%, sin 2%, .**,.c09 六 sin Nn,"* 


的 一 个 重要 性 质 , 即 它 们 的 正 交 性 : 


| sin mzcosnradr = 0, : (1) 
| cosmzxecosnror = rnn, (2) 
| sin mxsin nrdr -- THs, (3) 


这 里 6mw -1( 当 讽 二 有 )，6mn 二 0( 当 加 夺 m)， 这 些 等 式 的 证 明 是 很 
简单 的 ， 注 意 到 


CosiMTeOs 3z 一 本 1{ cos (mMm—n)}rit cos m+ n)r}, 


直接 计算 积分 即 得 (2)、(1),(3) 两 式 可 同 法 证 明 ，- 
现在 回 到 刚才 提出 的 问题 , 在 什么 条 件 下 ， 周 期 2x 的 函数 / 
能 表 为 


f(D) -+ 于 (oveoonz- bsinn%). {4) 
暂且 假定 (4) 己 成立, 并 且 布 端的 级 数 在 [一 x, x] 上 一 致 收 钱 
于 f(z)， 我 们 米 确定 级 数 中 的 系数 a，5。， 将 (4) 的 两 端 同 乘 以 


cesnz, 并 计算 它们 在 [一 x, zjJ 上 的 积分 : 
ea 1973% 


上 [lr jsosnrdr 


= EO zzrdz 十 | DS (arcos kx+ besinkr)coanrdr 


-2 k=l 
=- 坚 | cosnrdr 
i 人 coskhzeosnzdz tb; | sin kreosnrdz |; 
B21 "a -zx a 
根据 寺 角 函数 系 的 正 交 性 ， 右 端 第 三 项 为 0; 右 端 第 一 项 当 0 
时 等 于 xao， 当 % 为 正 束 数 时 为 0; 右 端 第 二 项 当 =# 人 等 于 
无 6 当 上 上 了 % 时 为 0; 天主 有 
人 flr)cosnrdr= naan (7 一 0 2 …)， 
用 同样 的 方法 , 在 (4) 的 两 端 同 乘 以 sinzz， 并 在 [一 r, rz] 上 积分 ， 
即 得 法 
| f(x)sinnrds=axb,, 《71 2 -…). 


” 于 是 得 


ao 一 二 | fir)cosnadr (n=0,1.2,:), 


= 


b= 二 | f(r)sinnzdr (n=1,2,."), 
TJ 


从 这 里 可 以 看 出 , (4) 的 常数 项 写成 罕 , 而 不 写成 oo 就 是 为 了 使 ms 
能 有 一 个 统一 的 表达 式 . z 


上 面 公式 把 展开 式 (4) 中 的 系数 完全 确定 下 来 了 , 但 这 是 在 上 


看 所作 的 假定 下 得 到 的 .… 
现在 从 另外 一 分 角度 米 看 上 述 问 题 ， 假 定 了 是 一 个 周期 2x 


的 可 积 与 绝对 可 积 的 函数 (如果 f 是 有 办 函数 ， 就 假定 它 是 可 积 
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2 


的 ， 如果 了 是 无 界 函 数 ,就 假定 它 是 绝对 可 积 的 )， 按照 上 而 公式 ， 
可 以 造 出 一 审 系 数 Gr, br, 有 了 Gn, bn, 就 可 以 造 出 相应 的 三 角 
级 数 

ge | ST(ascosnz+ buaions). 


至 十 这 个 级 数 是 否 收 敛 ; 如 果 收 钙 的 话 , 它 的 和 是 否 就 等 于 f(x)， 
这 些 阅 题 都 有 待 进一步 研究 ， 但 有 一 点 是 可 以 肯定 的 ， 此 级 数 是 
由 f 所 确定 的 . 

定义 1 设 /是 周期 2 的 函数 , 在 [ ff] 上 可 积 与 绝对 可 
各 ， 称 


a.= 二 | fl(z)cosnzdr (n=0,1,2,..), 


b,= 二 | fx) sinnrdr (z=1, 2， “0 ) 
XT, 
为 ff 的 Feurier 系数 ; 称 
HE oneosnst brsinnz) (6 


”为 f 的 Fourier 级 数 , 记 为 


7j() 一 好 + 二， (qncosnr + bsin nr). 


下 面 将 要 看 到 ,对 于 相当 广泛 的 一 类 函数 . 它 的 Fourier 级 数 
古 收 敏 于 它 自 己 的 , 这 正 是 Fourier 级 数 所 以 重要 的 原因 . 

为 了 讨论 Fourier 级 数 的 收 伍 问题 。 我 们 先 设法 把 它 的 部 分 
和 用 积分 表示 出 来 . 

辕 定 *o 级 数 (6) 的 部 分 和 为 


S. (20) = 多 十 >) (Qcos kro br sin kro). 
E=I 
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把 as, 到 的 表达 式 (5) 代 入 上 式 得 


AC CL 
二 | flr) (coskrecoskrot sinkrsinkro) a 


n=1 
于 ("f(z)| 二 + Deoshls—ao) |ix. 


利用 三 角 恒 等 式 
即 得 


这 积分 的 被 积 函 数 是 以 2r 为 周期 ， 故 可 把 积分 区 间 改 为 [zo 一 
20 十 入] ， 再 作 变 量 代 换 让 一 X00 二 t, 积分 变 为 
于 
SI1Nn 我 卡 一 一 i . 
Slzo) = 十 | ern 
NI. 下 


2sin 一 一 
sinas 


把 上 述 积分 分 为 两 部 分 


.并 对 前 一 积分 作 变 量 代 换 i 二 一 最 后 得 5,(z0) 的 表达 式 : 


A lV 
sinl 名 -十 一 |# 
2) dt. (7) 


，2sin -一 
sin 


S(T0) = 地 | [fe + 8)+f (zo 2 t)] 
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这 个 重要 的 俱 分 称 为 Dirichlet 积 分 , 是 讨论 Fouiier 级 数 收敛 站 
题 的 出 发 点 。 函数 


称 为 Dirichlet 核 . 

这 样 一 米 , Fourier 级 数 的 收效 问题 , 就 变 为 研究 (7) 含 有 参数 
的 积分 妆 z> 十 oc 时 是 否 有 极限 的 问题 ， 下面 的 Riemann 51 
理 将 提供 研究 这 种 积分 的 -个 二 其 . 


习 题 

1 问答 下 列 问题 : 

(1) 人 研究 角 级 数 的 物 诬 此 景 古 什么 7 

(2) 局 期 27 的 国 数 了 的 Fourier 级 数 症 否 一 定 收敛 ? 如 困 收 效 ， 是 否 
一 定 收 人 效 到 自己? | 

(3) 如 何 把 研究 Fourier 级 数 的 收效 问题 ,转化 为 研究 一 个 含有 套数 好 
的 积分 当 % 二 十 oo 时 是 否 有 极限 的 问题 

2， 证 明 注 角 多 项 式 


T(r) =>, {Crcoshr Hs sinkz) 
此 -上 


前 Fourier 级 数 就 是 它 间 已， 
3， 利 用 Dirichlet 积分 证明 


5 1 
,Sin @ + 
人 


学 ?9 Sin- 一 
2 


4。 设 了 是 周期 2z 的 可 积 与 绝对 可 积 国 数 ,证 明 
(1) 如 果 于 在 i 一 zx, x] 上 满足 f(x i-x) = 二 f(z), 那么 
da_1 一 pl 一 0， 
(2) 如果 了 在 [一 r, x] 上 满 是 f(z 十 x) 二 一 了 (zw), 那么 
. * I97 5 


fa 一 六 xn 一 人 
5， 设 可 积 与 绝对 可 积 的 局 划 2r 的 函数 了 的 Fourier 系数 为 5。 试 
计算 平 德国 数 f(z 十 内 的 Fourier 系数 5 pp 
6§， 设 了 是 i 一 xz, TT] 上 的 单调 攻 碱 函数 ,证 明 


1 1 
Cr =o( ) be | 二 小 
9， 设 了 是 人 0, 2m) 中 的 单调 医 增 函数 ,证明 
b>0. 

§ 1 2 收效 判别 法 

上 面 已 经 痰 和 到， 研究 Fourier 级 数 收 化 问题 的 主要 工具 是 下 
面 的 Riemann 引 i 卉 ,加 时 利用 它 可 以 导 让 不 少 重要 的 结果 ， 

定理 1(Riemann 引 埋 ) 设 f 在 [a.5] 上 可 积 与 绝对 可 积 , 那 
. 芭 lim | KGz)eosazdz=0， 
J | fr)sindzde =0. 


证 明 ”证明 分 三 步 : 
~ 《一 ) 先 设 了 是 阶梯 捕 数 ; 
f(5)=7(0)=)e" Til 【 =:1, 2， ss 从 》， 


这 里 Cl ns Ch 是 常数 ， 且 
Gd=7Z0<H1 sb. 


Cn 二 Wn, 


我 们 证 明 
lim | Tz) cos dra =0 (1 
_ 事实 上 ， 
res)eos drde = DF T(z)o0s drdr 
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三 of cosArds 
f=1 多 


= Dsin 4z， 一 sinAzx:_1), 


划一 1 


” 疡 以 


I T(r) cos Az 1< 商 己 lo 


当 1> + eo 时 ， 布 端 趋 于 0， 故 (1) 成 立 ， 这 就 对 阶梯 函数 证 明了 
Riemann 弓 ji 理 ， 


(二 ) 设 f 是 [a, 妇 上 的 有 界 可 积 函 数 ， 我 们 先 证 明 ， 对 任意 
e>>0, 必 能 找到 阶梯 函数 7, 使 得 四 
[79-Ro)lw< 和 后 (2) 
事实 上 ; 因为 了 在 [a 杂 上 可 积 , 必 有 [a, 如 的 一 个 分 着 
Q=X0< ti ‘<x = b, 
使 得 
DM md Ari 


=1 


其 中 Mimi 分 别 是 了 在 [zs-/，z:j 上 的 上 、 下 确 界 现在 作 有 阶 榜 
函数 
(zzSY<2 CG=1,2,., 1), 
f(xn_1), == Tn | 


T(r)= 多 
TE 
Pi -Tl DF fe) T(r) as 

= fz) -f(D la 
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EFM, Mm) Av. 


tai 2 
现在 来 证 明 及 iemann 引 理 .由 (2) 得 
| #2)e0s trdr | Tz)eos rd | 
| | [f(z)—T(7) | < 二 (3y 
另 一 方面 , 由 (一 ) 知 , 存在 加 >0, 当 入 为 时 ， 
| rr?eosazaz <- (4 


由 《3) (4), 当 4 二 加 时 有 
I fa)e0s ddr| < | fryeos ids -| T(z)oos rde | 


rb s 
二 | T(z) eos hzdz < 和 + 和 = 


即 Yim | f(z)eos zd -=0, 
(三 ) 设 f 在 [a, 引 上 无 界 吓 积 , 不 妨 设 6 是 瑕 点 ,这 时 我 们 假 
定子 绝对 可 积 . 故 对 任意 *>0, 存在 1 二 0, 使 得 
上 fr) < 
把 [a,8] 忆 的 积分 拆 成 两 个 ; 
| f(z)eos Ardz > 7 zt 十 1， 于 (DZycos Ardr, 
右 凋 第 … 个 积分 是 币 闵 的 , 改 由 刚才 证 明 的 结果 得 知 


lim | f(z) cos Azdz 一 0， 


因而 当 4 充分 天 时 即 有 
| | f(z)eo0s Arax < 二 ， 
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从 而 


去 || f(z)eos zd +| [fCz) | dr <e. 
这 就 是 要 证 明 的 ， 同 法 可 汪 另 一 个 等 式 。 0 

从 Riemann 引 理 立 药 便 到 如 下 的 

推论 ” 设 a。 5， 是 可 积 与 绝对 可 积 函数 了 的 FEourier 系数 ， 


那么 . 
| lim 4, — im Bu 一 0 (5) 


n+ 


由 此 可 知 , 并 不 是 每 个 二 角 级 数 


0 2 ae i 


R= 


都 是 其 个 可 积 与 绝对 可 积 印 数 的 Fourier 级 数 ， 它 可 以 成 为 Fou- 
rier 级 数 的 必要 条 件 是 (5) 成 立 . 

利用 这 个 推论 ， 有 还 可 对 了 的 Fourier 系数 趋 于 0 的 阶 作出 
估计 . 
定理 2 设 / 在 [一 x, xw]J 上 连续 ，f( 一 x)=f(x)， 且 有 可 积 
ee f', 那么 

n=0 全) b, =o( 汪 去 ) 《P 一 十 oo)， 
证 明 用 a%, 5 Ff 的 Fourier 系数 , 则 有 


“= 二 | flr)eosnzdr=— 吉 | f(x)sinnzde = —2 bh, 
TT 


本 = 过 | ”HGz)sinmazt= 记 | fF (x) cosnzdz = a'. 
因为 a‘. 一 0(1), 5b， a 所 以 
人 Ms 
一 般 地 , 我 们 有 
® 20 。 


定理 3 。 设 在 [一 <，m] 上 有 直到 kt 1 阶 身 数 ，f4+5 可 积 
与 绝对 可 积 , 是 
fr)=f (a) f(r)=f (0) f(a) = (~ 2), 
那么 
mr) bo(5 zr) Gato0)- 


证 明 用 ago 和 8659 记 fo 的 Fourier 系数 ， 由 定理 2 知道 


CE —2(4e%)--— 人 lp )- 8 
一 人 一 士 二 8 名 (或 土 a ’ 
同 理 
于 
由 于 fei 可 积 和 绝对 可 积 , 所 以 


a = 人 oo) 
a 


从 这 个 定理 可 以 看 出 ，f 的 Fourier 系数 趋 于 0 的 阶 , 随 着 了 
可 微 性 程度 的 提高 而 相应 地 提高 

从 Riemann 引 理 还 可 得 

定理 4( 局 部 化 定理 〉 国 数 了 的 Fourier 级 数 在 点 xo 是 否 软 
伐 , 以 此 收 化 二 什么 数值 , 仪 与 了 在 zo 点 附近 的 值 有 关 . 

证 明 把 表达 Fourier 级 数 部 分 和 的 Dirichlet 积分 分 为 两 


部 分 ， 
和 sin(a+ 椰 ) 
Str) = | Cfo td) tf md) 
LH 


2sinS 


于 是 邯 得 
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1 和 re 
0 
这 里 6 是 任意 小 的 一 个 正 数 . 出 于 消 数 

flxot+#)+f (ro —1) 


2sin 广 


在 区 间 [6, z] 中 可 积 上 5 绝对 可 积 ， 出 Riemann 引 理 , (6) 右 竭 第 二 
个 积分 涩 2 一 十 oc 了 时 稳 于 40， 因此 ， 当 ?一 十 ce 时 ，Sfzo) 的 极限 
让 在 与 否 ,以 及 收 敏 于 什么 数值 ， 完 全 取决 于 (6) 式 右 端 的 第 一 个 


积分 ; 
1 
3 sin{ 2 二 )t 
a 下 


2sin 了 


而 这 个 积分 的 信 仅 与 了 在 (xo 一 6，zxo 十 本 中 的 值 有 关 ， 这 就 是 我 


们 要 证 虹 的 . 了 

由 此 可 见 , 如 果 两 个 函数 和 g 在 zo 点 的 充分 小 邻 域 中 有 相 
同 的 值 , 则 不 论 它们 在 这 邻 域 之 外 的 值 如 何 , 它们 的 Fourier 级 数 
在 zo 处 同时 和 伊 散 ， 而 且 当 收敛 时 有 相 阿 的 和 ， 考 虚 到 F 耶 的 Fou- 
fier 系数 ou pr 是 由 了 在 整个 区 河 [ 一 r, x] 上 的 数值 确定 的 , 上 述 
这 全 结论 是 出 乎 意料 的 . 

现在 利用 Riemann 引 理 给 出 函数 了 的 Fourisr 级 数 收 化 的 : 
充分 条 件 . 

前 面 我 们 已 经 把 f 的 Fourier 级 数 在 zo 点 的 部 分 和 写成 了 
Dirichlet 积分 


sin{ n+ }t 
Sn,(x0) 一 了 | [fro 十 共有 
2sin 玉 


和 如果 肥 三 1 当然 Sa(zx0) 二 I， 从 上 式 ( 或 利用 §1.1 习题 3) 可 得 
?203 & 


于 是 对 于 任意 的 8 有 
1 
>, sin[ t+ }t 
S.(zo0) 一 5 到 | {f(t0+ + Fro t)— 281- ( 2) 下， 
0 


2sin -一 


2 
(7) 


如 果 记 
g(t)=f rot it)i+ fro—t)—258, 


那么 了 的 Fourier 级 数 在 z 点 是 否 收敛 ， 就 归结 为 是 否 存在 这 样 
的 3, 使 得 


lim 二 | 22) 一 一， 一 0. (8) 
4 2sin 一 
2 
如 果 (8) 成 立 ,那么 了 的 Fourier 级 数 在 ze 处 收效 于 5. 
定理 5 (Dini 判别 法 ) 如果 存 在 这 样 的 5, 使 得 函数 ft) 二 
fao 十 说 +f(Czo 一 口 一 28 满足 条 件 ; 对 某 个 正 数 6 函数 2 所 在 
[0，6] 上 可 积 与 绝对 可 积 ， 那 么 了 的 Fourier 级 数 在 z 处 收敛 
于 总 
证 明 只 要 证 明 在 所 设 的 条 件 下 (8) 成 立 ， 把 (8) 式 的 积分 
为 


加 


1 i (e+ 去) 


2sin— 


: 2 
1 fs i i a 1 
= 地 | p(t) 一- 一 sin (n+)s 
2sin 斑 
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十 二 | 下 守 sn(a+ 计 jd (9) 
7 


了 Jo 上 2 
的 为 
” | 
Sati et 24 二- -二 (二 +o C9| 


一 -0 (1 0), 
a a 3 
2 去 +o(#") 


扬 以 它 是 [0，z] 上 的 有 界 连续 函 数 ， 而 9 是 可 积 和 绝对 洒 积 的 ， 
办 而 


CE 去 上 
Pr | 
在 [0, x] 上 世 是 可 积 与 绝对 可 积 的 ， 寺 是 由 Riemann 引 理 知 (9》 
有 端 第 一 个 积分 当 # 一 十 co 时 趋 于 0， 根 据 定理 的 假设 ,29 外 在 
[0, 86] 上 可 积 与 绝对 可 积 , 因而 在 [0, xj 上 也 如 此 ， 再 用 一 次 Rie- 
mann 引 理 即 知 (9) 右 端 第 二 个 积分 当 ?一 十 ce 时 也 趋 于 0， 所 以 
(8) 成 立 ， 
从 Dini 判别 法 , 可 以 得 到 
推论 1 如 果 对 于 充分 小 的 正 数 t, 成立 着 
(feo —f mtiO | Lt, |f(zo—t)—f (ro—0) <bt 
(O10), 
这 里 工 ,a 皆 是 正 数 , 且 0<a<1， 那 么 了 的 Fourier 级 数 在 ro 处 
收 敏 于 
fee +0) +f( —0), 
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Wr A PR Yr 


如 果 了 在 ze 处 连续 , 旦 对 充分 小 的 正 数 i, 成 立 着 不 等 式 
Jf Croft) —f (ro) ELt, flro—t)—f (0 |< 
(0<it<0), 
”那么 了 的 Fourier 级 数 在 zx 处 收 伍 于 f(xo). 
证 明 在 Dini 判别 法 中 到 3 
$= [f(ro + 0) +f —0)], 
于 是 


p(t) flzott) -fzot+0) ffze 一 四 一 za 一 0 
玫 十 | 


.由 所 设 条 件 得 


< 《0 所 上 雯 0)， 


当 «=1 时 , 人 2 号 是 有 界 消 数 ， 当 0<a<1 了 时 , 骂 王 在 [0, 9] 上 绝 
对 可 秩 , Dini 判别 法 的 条 件 成 立 。 唱 
推论 2 ”如 果 f 在 zo 处 有 有 限 的 导数 (zo)， 或 是 有 两 个 有 
限 的 单 侧 导数 
jes 十 人 一 fa) 
t 了 


f (ze) 一 lim 5 
fr 


f(z0—1)—f (xo) 
—t ? 


f-(z0)= lim 
那么 子 的 Fourier 级 数 在 xo 处 收 化 于 f(zo); 如 果 了 在 2 处 仅 . 
在 两 个 有 限 的 广 浆 单 侧 导 数 

1 flzot+é)—ftro 十 0) oo flro—t)~ f(ro—0) 
im : 一 一 ，lim ; 


1 人 30+ t 让 站 + —t 
那么 的 Fourier 级 数 在 ze 处 收敛 于 祁 [fz TO0) +f(zo—0)]. 


”这 实际 上 是 推论 1 中 &%=1 的 特殊 情形 . 
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由 此 可 见 , 只 要 了 在 [一 +， xz] 上 有 一 阶 叶 数 ,就 能 把 它 展 开 成 
. Fourier 级 数 ， 从 这 一 点 来 看 , Fourier 级 数 比索 级 数 要 优越 得 多 . 


习 题 
1， 同 答 下 列 癌 是 : 
{1》 是 不 是 每 个 三 角 级 数 - 


pe (an cosRT+ Db, sinnz) 
都 是 某 -- 个 周期 函数 了 的 Fourier 级 数 ? 它 成 为 Fourier 级 数 的 必要 条 件 是 
- 丑 么 ? 

(2) 了 的 Foutier 系数 as, Bs 趋 于 0 的 速度 和 了 的 性 质 有 何 关 系 ? 

(3) 设 汪 和 9 是 两 个 周期 2r 的 可 舱 与 绝对 可 积 函数 ， 如 果 它 们 只 在 某 
点 zo 的 一 个 充分 小 的 邻 域 中 相等 ， 它们 的 Fourier 级 数 是 否 相 同 ? 它们 的 

Fourier 级 数 在 xz 点 的 收敛 情况 是 否 相同 ? 

(4) 了 的 Fourier 级 数 收敛 的 充分 条 件 是 什么 ? 

(5) 就 收 雍 点 集 , 收 敛 条 件 千 问 题 对 敌 级 数 和 Fourier 级 数 作 一 比较 . 

2， 设 了 在 [0; 十 cc) 上 绝对 可 积 , 试 证 


Jim | f(z)ens lzdz=0, lim, | fa) sin Azdr =0. 


3。 设 9 是 区 间 [o, 8 ( 盖 0) 上 的 单调 排 减 函数 , 证 晶 
Dm gt) Sta g (十 0)。 

提示 : 把 去 端 积分 写成 

站 rp 


< 


=9010 |。 A we [gt 一 I HE. 


. 4， 利用 香 式 


。 1 
也 n sin( n+ |i . 
sinkz [* > Tt jd ( 2) 
三 "一 cos 有 一 一 卫 十 | 一 一 二 一 人 
k=1 k . k=1 2 |， 2sin 记 
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a Sl 下 
人 i 
5、 设 周期 2r 的 函数 有 连续 的 二 阶 入 活 数 7， 证 明了 的 Fourier 统 
数 一 致 收效 于 元 
6、(1} 设 了 人 在 [La 拉 上 Rismann 可 积 ,证明 
lim [Fn tsinaz1az 一 全 | fa 人 dz 
(2) 设 了 在 (一 co, -Heco) 上 绝对 可 积 ,证明 


li | fe) | sinnzldz = (x) a 
pe 一 中 | Tw " 


§1.3 把 周期 函数 展开 成 Fourier 级 数 
例 1 求 函 数 1 人 人 7)=7 在 (一 +, xX) 上 的 Fourier 展开 式 ， 
解 定 注 在 x 二 士 x 上 的 值 为 f(z)=f( 一 xz) 二 0. 把 XY》 
一 以 27 为 周期 开拓 到 整个 数 轴 上 , 这 样 卫 便 成 为 定义 在 整个 数 
轴 上 人 的 以 2z 为 周期 的 的 数 (图 4 )》， 


图 4 
因为 zcoszz 是 奇 国 数 , 所 以 
Os = 二 | Xeoshrar 一 心 (n=0, 1, 2,10), 
TC- 
而 、 


ba = 二 zsinnzdz 一 和 | zein BY 一 (一 1 三 
六 ja To 


| (各 一 上 |， 2 人 
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故 册 Dini 判 列 法 , 得 


x 一 > 人 一 1)” nn 《一 TAX<CTT)， 


锡 二 1 名 


Dm (一 rr<xz<z). (1) 
但 在 z==z 处 , 了 不 连续 , 其 Fourier 级 数 收 敏 于 
二 [jr 一 0) 十 fn+0)]= 译 [" 二 (一)]=0， 
在 z= 一 + 处 也 是 这 样 . 
特别 , 在 (1) 中 政 z= 也 ,就 得 到 


Pe Sn a SN 
. 3 15 7 十 4 


在 讨论 arctgz 的 寡 级 数 展 开 式 时 ,已 经 得 到 过 这 一 结果 ， H 
例 2 在 区 间 (0, 2z) 上 , 把 所 z) 一 z 展 为 Fourier 级 数 . 
解 把 fz)=z 以 2r 为 周期 延 折 到 整个 数 轴 上 ， 使 之 成 为 
定义 在 整个 数 轴 上 的 以 2x 为 周期 的 函数 ， 


oo 一 二 | Hz)az 一 -| “rdx =2x, 
x 
1 2s 
一 元 | rcosnzdr=0 (R=1,2,."°), 
XJ 0 
2" 
5 = 荆 | DM (R=1, 2,.…), 
xJo 名 


所 以 
= 一己 sm 《0<<z<<2r)， 
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者 
此 


TT (0<z<2x), 


其 Fourier 级 数 的 图 形 如 下 所 示 . 


例 3 求 1(7)=zx? 在 (一 x, XxX) 上 的 Fourier 展开 式 . 
解 把 了 延 折 成 为 整个 数 锁 上 的 以 27 为 周期 的 国 效 . 


1 | 2 
Qo | Tdr = -x 
*—n J 
21".. 4 
om 一 工 | x cosnzdr = 二 | tcosnzdr = -1])"— 
并 。 -> TO ni 


(R=1,2,°*), 


¢ adn 一 人 开 ~ [a EE ” 2T 3 


由 于 2*sinnz 是 闸 国 数 , 所 以 
b, =- 二 | zeinnrdr=0 (2 一 1 2 pp)。 
TI 


210. 


ne 
一 +4B -1) TOS (--T 扫 2<T)， 


> (rr). 


由 于 了 在 整个 数 胃 上 连续 , 故 在 z= 二 7 处 党 式 也 成 立 ， 
在 上 式 中 命 += xz, 就 得 


使 x 二 0, 就 得 


2 DD™ 二 a 0 
直面 二 个 例子 ,都 是 把 给 定 在 (一 4 #) 或 (0， 27) 上 的 函数 ,在 
相应 的 区 间 上 展开 为 Fourier 级 数 ， 对 于 具 在 (0，z) 上 给 出 定义 
的 阔 数 , 如 何 展 下 成 Fourier 级 数 ? 这 时 可 考虑 在 (一 x,0) 中 任意 
补充 f(z) 的 定义 ,使 f 在 (一 x, z) 中 有 定义 ,然后 再 把 它 以 2z 为 
周期 开拓 到 整个 数 轴 上 去 . 对 于 各 种 不 同 的 补充 ， 得 到 的 Fourier 
级 数 自 然 也 是 不 同 的 , 但 在 (0, xz) 中 ， 它 们 者 收敛 到 同一 个 函数 . 
有 两 种 补充 方法 是 最 党 用 的 . 
一 秘方 法 基 用 公式 
fH) fx) 〈 一 rr<z<0) 
米 补 充 了 在 (一 x, 0) 中 的 定义 , 使 了 在 (一 z, z) 中 成 为 俩 因数 ， 这 
促 补充 方法 简称 为 偶 性 延 打 ， 这 样 使 有 


a = 二 | fz)eosnzdr—| 1 te 
> 区 


i 


* 211% 


b。 = 过 | flrysinnrar =0 (有 二 1 2 
因此 上 的 Fouricr 级 数 中 只 售 余 嘴 项 ， 
f(7) ~ + Sancosnz, 
n=1 


0 去 级 数 . 
-各 名 完 方法 是 所 谢 的 奇 性 延 拓 , 即 用 公式 
TD) 一 一 大 一 z) 【一 rr<Y<0) 
来 补充 三 在 (一 :0 中 的 定义 ,j 这 时 了 是 (一 站 z) 中 的 奇 函 数 ， 于 
性 


a = (x )eosnzadr= 0 (32 一 0, 1， 本 


六 2 | Cr)sinmzdz (n=1,2,°%°), 
因而 的 Fourier ns 是 一 正弦 级 数 
1 ~ Dbasinez, 


油 政 可 多 ,对 于 从 年 羡 在 区 闸 (0, x). 上 的 函数 ， 只 要 庄 足 收 语 
定理 的 条 件 , 我 们 既 可 抬 人 展开 成 正弦 级 数 , 也 可 把 它 展 开 成 余 续 
级 数 . | 

例 4 把 [(7) 一 z 在 (0, xx) 
上 分 别 展开 成 余 沪 级 数 利 正弦 
级 数 . 

解 ”为 更 居 开 成 余 妆 级 数 ， 
把 Az)?=z 偶 性 延 折 到 (一 0) 
中 去 {图 7)， 于 是 图 7 

Go = 二 | XU 一 下 ， 


六 .4 
a 和 | xeosnrdr = -i( ~—1)"—1] 
To RT 
0, n=2m, 
_! 4 
0 二 10=- 2 有 十 1 


所 以 


ee (0O<z<z)。，， 
2 Ty 


(2m+1)? 
在 上 式 中 , 命 %=0 得 


为 了 将 f(z7)=z 在 (0,，71) 
上 展 为 正 忠 级 数 ， 将 它 作 厅 性 
延 拓 (图 8 )， 这 就 是 例 1 讨论 
过 的 情形 : 


z=-251 (—1)*-1Sinn 
a nt 图 8 


现在 讨论 上 的 周期 为 25 的 情形 . 作 变换 *=- 并 记 


Jz) = ft)=9t), 


则 9 为 周期 27 的 函数 如果?9 满足 Dini 定理 的 条 件 , 便 有 


(1) 一 竺 二 > (ancosnt + brnsinnt), 
这 此 


ao 一 二 | 9(t)eosnt WE (n=0,1,2, 人 


a alu 


de pe ee sng rm 


bo 一 二 | glt)sinnidt (n=1,2,.), 


区 - 


间 到 原来 的 变数 zx, 就 有 


_m ls 人 3 省 二 及 sn 于 开 
f(x)= $+ Dancos 7 次 十 Dnsin ze) 


其 中 
= 了 | fls)cos Tzdz (n=0,1,.°), 
b= fsin ed (n=1, 2 )， 
这 就 是 周期 为 27 的 国 数 的 Fourier 展开 式 ， 
如 果 了 只 定义 在 (0, 站 中 ,那么 既 可 把 它 展开 成 余 束 级 数 ; | 


fz)= 多 十 S lancos TEx, 


pe Li 
其 中 
oa =| J(z)oos27 ra (n=0, 1, 2 ，…)。 
也 可 把 了 展开 成 正弦 级 数 : 
于 2) 一 3 sin 一 六 和 
其 中 


_27r’ .NA a : 
b, = | f(s)sin -zd (n=1, 2, .…)。 


在 (0, 2) 中 展 为 正 疲 级 数 ， 
解 ”把 了 作 霖 性 延 拓 (图 9 ). 


bs, = 了 | flr)sin®E za 
to { 
_ 2 人 人 2x 
= 了 sin 时 radr 


二 六 全 {71—z) sin sx 


a 
2 | 1 
于 是 
一 4 《一 1 | 
bam 二 0, b. (27 十 1)2 
敌 得 正 纺 展开 式 


47 | ee 
f(r)= 5 sin TZ (0<rE), 让 


最 后 顺便 提 一 下 Fourier 级 数 的 复数 形式 ， 
设 
fy (ancosnz+ bh,sinnz). (2> 
把 表达 式 
cosaz 一 到 (er 二 er， sinnz = (ei —e™ I’) 


代入 (2) 的 右 端 得 


人 


t=l1 


(3 ib pinz + em ) 


= 六 Cesnz， 
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oe, 
< 于 (om 一 zj) -=| f(z )cosnzdr -i fr)sinnrd | 
= 过 全 flr)e "dz, 


[a et id) | Kao 
于 是 得 了 的 Fourier 级 数 的 复数 形式 如 下 : 
f(r)~ Che 


得 一 一 < 


其 中 
a 2 | Hr)e "dz (R= 2 -= 0, l, 2. …)， 
如 果 了 是 以 24! 为 周期 的 函数 , 则 共 Fourier 级 数 的 复数 形式 
为 
f(x)~ ee + 
其 中 
Us i 
cu 去 | flr)e Tir Ce 一 2 一 1,0,12,.…)， 


现 设 了 是 周期 27 的 国 数 , 它 的 Fourier 级 数 为 
f(s)~ Boe 


及 一 - 2 


今 用 e。(a=0, 1 …) 造 一 复 变数 z 的 需 级 数 


Co 十 2 Cnzn (3) 


n=1 


当 z 二 e'” 时 ， 因为 2c, =Gn— ib,, 
| 全 人 本。 


2eng" = (an ~ibi}(cosnriisinne) 
~— {ancosnrt hrsinnz) + i(— bcosnrd a sin nz), 


斯 以 (3) 的 实 部 就 是 了 的 Fourier 级 数 
+ aneosns + basians), 
《3) 的 虚 部 


2 
DD {brcosnriarsinnx) 


称 为 (2) 的 共 轿 级 数 . 关于 具 力 级 数 的 收敛 问题 ， 也 有 一 套 理 论 ， 
这 里 就 不 作 介 绍 了 . 


习 题 
1， 回 等 下 列 问 题 : 
(1) 如何 把 定义 在 区 阔 (0，x》 上 的 满 吓 改 钱 定理 条 件 的 歇 数 了 了 延 拓 到 
(CT 关中 , 使 种 了 能 展开 为 余 足 级 数 或 正弦 级 数 ? 


C2) 如 何 把 害 义 在 区 问 (0, 于 ) 上 的 满足 收 化 定 更 条 信 的 丝 数 王 延 拓 到 
(一 x +) 中 ,使 得 了 能 展开 为 


1(7) = | (2n—1)z 【一 工 二 2<》 
n=1 


1(r) 一 Paicos(2n— Dr (rr<x). 
=-1 
(3) 全 出 周期 为 27 的 国 数 了 的 Fourier 级 数 . 


2. 把 函数 
fc) =sgnz 【一 msCZ<T) 


展 为 Fourier 级 数 ， 利 用 这 级 数 求 级 数 了 <- 二 一 的 和 . 
[| 
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3、 在 区 同 (- m, 2) 中 把 下 列 函 教 展 为 Fourier 级 数 : 
《1)》 1z1. 《2) cosGx， 
(3) singy。 {4) 了 TSsT， 
4， 把 f(z) 一 z 一 [zj] 在 [0, 1 上 展 为 Fouriet 级 数 . 
5 在 区 同 ( 一 1, 上 把 下 列 哆 数 展 为 Fourier 级 数 ; 
《1) z. (2) zt irl. 
6、 把 胃 数 

2 QaEl, 

flr) -1 1<z<2, 
3 一 z，2<x 扫 3 


展开 成 Fourier 级 数 . 


第 二 节 ”Fourier 级 数 的 Cesaro 求 和 与 Abel 求 和 

32.1 级 数 的 Cesaro 求 和 与 Abel 求 和 

Dini 的 站 化 判别 法 告诉 我 们 , 要 使 的 Fourier 级 数 在 zo 
收敛 于 fu) 本身 ， 除 了 要 求 了 在 ze 处 连续 外 ， 还 要 求 子 在 ze 处 
在 有 限 导 数 ,或 有 广义 的 左右 导数 . 自 然 产 生 这 样 的 问题 ， 光 有 于 
的 连续 性 ， 是 否 能 保证 它 的 Fourier 级 数 收 敛 于 自己 ?1876 年 ， 
du Bois-Reymond 举 出 了 了 一 个 连续 国 数 , 它 的 Fourier 级 数 在 芳 : 
于 点 是 发 散 的 , 从 而 省 定 地 回答 了 刚才 的 问题 ， 

另 一 方面 , 人 们 并 不 在 连续 函数 上 加 条 件 , 而 去 改进 级 数 收效 
的 定义 , 使 得 在 新 的 收 误 窟 又 下 , 连续 消 数 的 Fourier 级 数 能 收 纹 
村 日 忆 ， 


设 >> ,an 是 一 无 穷 本 级 数 ， Fo a 是 它 移 部 分 和 , 我 们 曾经 : 
FT b=1 


证 郊 : 好 采 limS 一 人 ， 姓 说 级 数 之 :4， 是 收 伍 的 ， 与 是 它 的 和 . 


这 个 定义 很 自然 ， 和 大 允 ] 的 直观 认识 站 一致 的 。 它 的 不 足 之 处 是 


一 些 很 简单 的 级 数 , 在 上 述 意 义 下 却 没 有 和 .例如 级 数 
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DD =1—1+1—1+" 
名 一 1 


新 给 出 的 收敛 的 定义 , 必须 使 得 在 原来 意义 下 收敛 的 级 数 , 在 
新 的 意义 下 仍然 收 伍 , 而 且 有 相同 的 和 ; 而 一 些 在 原来 的 意义 下 发 
散 的 级 数 , 在 新 的 意义 下 却 是 收 化 的 ， 换 名 话说 , 新 的 定义 必须 比 
原来 的 定义 能 使 更 多 的 级 数 有 和 和 ， 下 面 介绍 这 种 新 定义 中 最 重要 
的 两 种 一 一 Cesaro 求 和 和 Abei 求 和 . 


定义 1 设 六 wm 是 -无穷 级 数 , Se 是 它 的 部 分 和 数列 , 如果 
,的 算术 平均 


Sit eit Sn 
n 


di 一 
是 一 收 敏 数 列 , 即 limo 一 0, 就 称 级 数 > m 在 Cesire 意 义 下 
收 化 (或 均值 意义 下 收 伊 ), 0 就 称 为 级 数 Y Van 的 Cesare 和 , 记 


为 Sias= 二 o (C)， 这 时 称 级 数 > an 可 以 Cesaro 求 和 . 
n=1 


容易 看 出 , 如 果 级 数 au 在 原来 埠 义 下 收 级 于 S, 即 limS。 


三 5, 那么 5; 的 算术 平均 序列 
S++ 


入 


OR 


也 以 S 为 极限 , 即 祖 ;a 在 Cesiro 总 又 下 也 收 化 ,而 且 有 相同 的 


入 ， 另 -方面 ， 的 确 有 这 样 的 级 数 ， 它 在 Cesaro 意义 下 收敛， 
而 在 原来 的 意义 下 是 发 散 的 ， 例 如 级 数 
-219 » 


六 1( 一 1)" 一 1 一 十 1 一 1 十 :… 
n=1 
的 部 分 和 数列 39。 是 
S1=1, 4 一 0 8s=1, S54=0,.., 
它 在 原 米 的 意义 下 是 发 地 的 ;但 是 


芝士 上 1 
Can T oni . (n> 十 co), 


nn 1 
Vvn 王 二 -二 -一 


DN 
因而 有 


了 (一 0 = (0) 


定义 2 设 > ea 是“ 无穷 级 数 ， 如 果 由 它 所 产生 的 祝 级 数 


3 和 5 的 收 敏 半 答 为 1. 而 旨 


2 


lim SD ar"=8, 


TH -VU no pp 
就 称 级 数 沁 a 作 Abel 讲义 下 收 敏 , S 称 为 了 ov 的 Abel 和 , 记 


为 > = 号 《CA) 这 时 称 Si 可 以 Abel 求 和 ， 


孙 一 遇 只 二 2 
容易 拓 道 , 和 如果 级 数 这 a 在 原 米 的 意义 下 收 策 于 S， 那 么 
如 一 自 
直 第 八 交 8 32 的 Abel 定 圭 千 ， 


lim Sh = De 一 心 


1 一 0 


因此 ,在 原 米 意 义 下 收 伊 的 级 数 ， 在 Abel 党 义 下 也 收敛 ， 而 且 有 
相同 的 和 ， 介 确实 有 这 样 的 级 数 ， 它 在 原来 的 意义 下 发 散 ， 而 在 
»* 220 » 


Abel 意义 下 却 是 收敛 的 。， 还 以 刚才 的 级 数 
DD lll+ 
为 例 ， 由 它 所 产生 的 需 级 数 
TD" 
的 腕 钙 人 半径 为 1, 而且 暴 然 有 


AS 1 
] 与 (一 1yyn 一 ] 一 一 一 
#0 (—1) a 


2 
2 1 
所 而 
(DD"= (A). 
+=0 
那么 这 机 种 求 和 水 何者 更 强 些 ? 
定理 车 ya-S (C), 则 Ya 一 S (A) 
n=0 n=0 
在 证 明 这 定理 之 前 先 证 如 下 的 
引 悍 >， 6 可 以 Cesaro 求 和 的 必要 条 件 是 
Gn = OCN). 


证 明 设 >as=S(C), 用 S, 记 它 的 部 分 和 ,那么 


(1) 
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代入 (1), 即 得 守 0 (HR 十 00). 0 


定理 1 的 证 明 . 设 Da。 = (C), 我 们 要 证 明之 yasz" 的 收 
n=0 = 外 


钙 半 径 盘 1 ,而且 
lim 3 一 


2 31 一 0 n=0 


由 引 理 名 了 一 0， 故 当 ”充分 大 时 有 1ex*|< 2 于 是 
[ez" sjzl” (n>N). 


因而 级 数 Y1avz" 在 (一 1 1 中 绝对 收敛， 记 


fr) San (lz|<1), Be Da 
nl EF=0 


由 
1 = latat. ‘二 an)z”= 5s, 2 
=0 n=0 
dE (Sat Br tet Be Dt Do 
或 者 


fr)= (2) SD (Tao (lz|<1); 
如 一 站 
1 Sr、 1 n » 
为 一 方面， (1—x)’ bs I Re 或 者 


8= (3) 5 (n+ 1) Se (jz|<1). 
n=0 


» 222 。 


(2) 


(3) 


从 (2), (3) 可 得 


fs) -8= eT (ntD (on 3) (0 
因为 limo = 二 5S, 故 对 >0 存在 to, 当 2>>2o 时 
es 一 SI<ey2 
现在 把 (4) 写 成 
f(s) -8= 0 nt Den Ss" 


十 (1 一 和 2 Dnt1l) (ori—S)r" 


nerN 
二 了 -了 2 
当 0 之 x 之 1 时 , 我 们 有 


(RSQ) SD nt De 
下 一 六 


" n=D 


£ 
一 了 


{中 的 和 是 有 界 的 , 设 共 不 超过 邓 , 则 有 . 
17 | M2)’, 


履 当 1z 一 11<<\/52 7 时 ,使 得 


[KZ 一 S 委 | 十 1 二 王 十 去 一 8。 


这 就 是 要 证 明 的 . | 
这 个 定理 说 明 ， 凡 是 能 用 Cesiro 法 求 和 的 ， 也 必 能 用 Abel 
方法 求 和 .但 反之 却 不 然 ， 
(一 D*C 二 DT 一 1 一 2 十 3 一 4 十， 
n= 


9 223 9 


它 所 对 应 的 景 级 数 


~ n 了 六 1 
3 CD Cn 1) 2" EE 
所 以 已 (一 D"o+Dz 一 下 


(Do+D= 工 (A)， 但 这 个 级 数 不 能 用 Cesaro 法 求 


和 , 因为 它 不 满足 Cesaro 求 和 的 必要 条 件 


>0. 
由 此 可 见 Abel 求 和 法 比 Cesiro 求 和 法 更 强 些 .。 


习 题 


1， 辕 答 下 列 汪 是 
(23 5 让 级 数 收 合 的 新 定 羡 的 原则 是 什么 ? 


(2, 级 数 之 an 可 以 Cesiro 求 和 的 必要 条 件 是 什么 ? 举例 说 明 这 个 必 
n= 
要 条 个 不 是 充分 的 
13; Cesiro 区 和 法 和 Abel 汶 和 法 哪个 更 强 些 ? 
2， 下 河 两 个 弟 数 是 簿 可 以 Cesiro 求 和 
(1 -23 一 4 十 5 一，…。 
(2 1 一 0 一 1 十 40- 一 1 和， 


3， 设 羡 ,as 可 以 Ces&ro 求 和 ， 证 盟 六 o， 收 分 的 充 要 条 件 是 


0 十 242 ny 


lim 
tee 3 
4， 求 披 数 
] 忆 ’ i 
二 全 > 六 ，sinmz (一 下 安 34 福 if) 
到 天 1 1 二 1 
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的 Cesaro 和 和, 


5. 证 明 闻 ， (一 D"lns= 六 In 亚 (OC) 


到 一 2 


5， 设 了 qs, 1b, 是 两 个 收敛 级 数 , 它们 的 和 分 别 为 丸和 名 证 明 


= n=O 


so- SS ae 1 十 "十 9sbo) 一 AB (A) 


=D n=0 


$2.2 Fejar 定理 

现在 把 Cesaro 求 和 法 用 到 Fourier 级 数 上 去 .我 们 证 明 , 连 
续 函 数 的 Fourier 级 数 在 Cesaro 意义 下 收敛 于 f(z). 

现 设 


fx) 和 ~ 字 + Sa, cosnz+ bsinnt). 


be 


它 的 部 分 和 


sin(a 十 去 
一 一 一 一 一 
26in 寺 
2 


Sap ) 一 于 |. [fCzo +t) +f (ro — £)] 


它 的 算术 平均 


Craf2zo) = 工 全 ,gsteo) 


WE 


n—1 sin(bt 二) 
-二 | [f(zo+#) +f (x0—t)] 5) 


k=0 2sin 


» 225 + 


nt\? 


-ze [f(zo one 中 3 dt, 
I : 


这 里 我 们 用 了 三 角 恒 等 式 


bp sin (人 + 于 je= 一 
%= 0 


pL 
sin? 人 


sin-< 


2 


(C1) 


(1) 对 任何 可 积 与 绝对 可 积 的 都 成 立 ， 特别， 取 了 =1， 这 时 


salz0) 二 1 所 以 os(zo) 一 1 代入 (1) 得 


现在 证 明 


(2) 


定理 1(Fejér) 设 周 期 2r 和 的 可 积 与 绝对 可 积 尔 数 了 在 ze 处 
有 左右 极限 了 (ze 一 0)， fe 十 0), 则 其 Fourier 级 数 在 ze 处 的 Ce- 


s&ro 和 为 
二 [fCzo +0) 二 jx 一 0)]; 
”特别 , 如 果 zo 是 了 的 连续 点 , 则 其 Cesiro 和 就 是 f(xo)， 
证 明 若 记 3= 寺 [flzo+0) 十 F(zu 一 0)], 我 们 要 证 明 
人 
根据 (1) (2), 可 得 
Cnt20) —S 


8in 一 一 
2 
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sinat 
= Lf (zo + #) 十 不 ae 一 四 一 -| 2 dat, (3) 


由 于 存在 左右 极限 f(zo 一 0), f(zo 十 0), 故 对 任 给 的 *>0， 存 在 
6E00, rz) 当 0<t<6 时 ， 站 
[flrzo ti) —f rot0)|<e/?, 
lf (ro m2) —f (zo —0) ] <ej2. 
营 记 
yt)=fro tt +f ro—t) —25, 
则 fp(t)f<e (0<t< 3 把 (3) 拆 成 两 个 积分 ; 


Ona(zo ) 一 售 
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二 一 一 lolt) la 
2RN8 sin 了 


_4 
了 | IPC)idt= 十 


< na? 


2nx sin?— 
2 


其 中 4=(2msin* 信 ) [1(2)1at 是 一 个 常数 、 故 当 n>2 时 ， 


[ogo) —S!SIiDl | 1 二 吨 十 这 一 < 
这 就 是 粥 证 明 的 . 0 
从 这 定理 立刻 可 得 


推论 ” 设 周 期 2x 的 可 积 与 绝对 可 积 榴 数 f 在 zo 处 有 左右 极 
限 下 (zo 一 0), (zo 十 0), 如 果 斑 的 Fourier 级 数 在 xo 处 收敛 . 由 必 
收 敏 于 于 [fr 二 9) - fzo 一 0)] 

证 明 设 了 的 Fourier 级 数 在 za 处 收 伍 了 仿 , 则 其 Cesaro 和 
也 此 为 S、 由 定理 1 知 其 Cesiro 和 为 去 [f(ze +0) fCzo 一 0)1， 
故 得 

S =F 10) if 03， 


如 果 了 是 周期 2r 的 连续 函数 , 则 有 下 述 更 强 的 结果 ， 

定理 2 (Fejér) 如 果 了 是 周期 2r 的 连续 函数 , 则 其 Fourier 
级 数 在 Cesaro 意义 下 一 致 收敛 于 了 

证 明 ”根据 定理 1 中 的 推导 ,有 


f 


tt Ea (4) 


S11 一- 
2 


其 中 pf)= 了 (z+8) +f(z—)—2f(7). 
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由 于 了 是 整 个 数 轴 上 的 连续 国 数 , 故 在 任意 闭 区 间 Le, 全 中 一 
致 连续 . 对 于 任 给 的 e>0. 存在 65E(0, z), 当 0<E<G 时 ,不 每 式 ， 


fr -D-Hr)| < f(s) f(z) < 


对 [一 zx, zj] 中 所 有 zz 成立 ,因而 1p.(t)|<e 对 [一 x, wj 中 所 有 ?成 
立 。 和 定理 1 的 证 明 一 样 , 把 (4) 拆 成 两 个 积分 : 


on(T) f(z) 


ji sin 全 1 tx sin 革 
三 Rd | 二 t 
| dt | ?xp ~ t 
sj 一 - Sin ~ 一 
2 2 
一 了 -Ls 
易 知 
， 其 二 
S1n 一 一 
二 ef” 2 2 
LA i dt 
2 
估计 六 时 , 注意 到 了 是 [ 一 2x,2z] 中 的 进 续 隐 数 , 它 在 [一 2x,2x] 


中 绝对 值 的 上 界 设 为 如. 于 是 当 zxE[ 一 wx, zx1, tL0, zj 时 ， 
EE 


因而 
. t 2 
thlsat| IpAD) -< 
es sin?—- tsin?— 
2 
所 以 当 #> 一 二 时 ， 
esin 本 


oz)—f2)N EDN1+I < 
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对 [一 x, zj] 中 所 有 的 z 成 立 . 由 周明 性 上 式 对 (一 ce, 十 oo) 中 所 


有 zz 成 这 ， 0 
根据 $2. 1 定理 1 以 及 Fejér 定理 , 下 面 的 定理 就 不 需要 单 狼 
证 明了 ， 


定理 3 设 了 上 是 周期 2r 的 可 积 与 绝对 可 积 图 数 ， 若 
f(xo 十 0), 了 (zo 一 0) 存在 , 则 其 Fourier 级 数 在 ze 处 的 Abei 和 为 


二 [fx 十 0) 二 f(xo 一 9)], 即 


4 
lim ;多 + pl -bosinnzo) 7 


= 二 1 


= 壮 [f(ze 十 0) 十 f(zo 一 0)] 


作为 Fejér 定理 的 另 一 个 重要 的 应 用 ， 我 们 来 研究 用 三 角 多 
项 式 逼 近 半 期 2r 的 连续 半数 的 问题 ， 
定义 ] 称 


TAT)= 学 TS (akcoa8Z 十 有 sin5z) 
EK=l1 
为 次 三 角 多 项 式 . 

Fourier 级 数 的 部 分 和 就 是 一 个 三 角 多 项 式 ， 

第 八 疡 353.4 讲 过 ， 几 区 问 [6, 58] 上 的 连续 册 数 不 一 定 能 展开 
成 枚 级 数 , 但 能 用 多 项 式 序列 一 致 遍 近 ， 同 样 , 闭 区 阅 [ 一 x, zj] 上 
的 连续 函数 不 -- 定 能 展 片 成 Fourier 级 数 ， 于 么 能 不 能 用 三 角 多 

顶 式 来 一 臻 过 近 昵 ? 答案 星 肯 定 的 . 

定理 4 (Weierstrass) 和 如果 上 在 [一 r, fr] 上 连续 , 日 fC 一) 
二 fz), 出 上 必 能 用 沽 角 多 项 式 序 列 一 臻 逼近， 

证 明 根据 假定 ， 我 们 能 把 f 连续 地 以 2r 为 周期 开拓 到 整 
个 数 轴 上 , 使 它 成 为 (一 C2， 二 oo0) 中 以 2 为 周期 的 连续 函数 ， 由 
230. 


Fejtr 定理 知 ， 上 能 在 (一 co, 十 co) 中 用 序列 rs(z) 一 致 通 近 . 
为 了 的 Fourier 级 数 的 五 次 部 分 和 Si(z) 是 一 个 次 三 角 多 项 式 ， 
因而 


oa(z)= 二 (Sa(z) 十 Si(z) 十 … 十 So-i(z)) 


是 一 个 1 一 1 次 三 角 多 项 式 , 它 就 是 一 个 一 臻 逼近 下 的 三 角 多 项 式 
序列 ， 9 


习 题 

]， 邮 答 下 列 河 题 

(1) 闽 期 27 的 可 积 与 绝对 可 积 国 数 f, 如果 在 m 处 在 左 布 科 限 (Cre 一 
0 ,了 (zo 十), 它 的 Fourier 级 数 在 ro 处 是 否 一 定 可 以 Cesaro 求 和 ?Cesaro 
和 是 什么 ? 

(2) 设 周 期 2r 的 可 积 与 绝对 可 积 国 数 了 的 Fourier 级 数 在 zo 处 收敛 ， 
如 果 于 在 x。 处 过 续 , 那么 它 的 Fourier 级 数 在 mm 处 是 否 一 定 收 黎 于 ff(zo)1 

2. 斌 按 下 列 步 又 给 出 定理 3 的 一 个 直接 的 证 明 


(1)》 Flr, Yo) 二 (qnGosnzo 十 BnsinKzo)7?* 在 0 过 ?< 过 1 中 收 伍 ; 


二 1 


TE 1 7 1 一 7 
[一 ~ 
@) Pir 0) =) [fr th) +f (mo ar Tr 


(3) lim F(r, xo) = 到 [fla 十 0) 十 了 (tx 一 0D) 1 
r+1l-0 


3， 试 由 Weierstrass 的 关于 三 骨 多 项 式 的 通 近 定理 导出 关 十 代数 多 项 
4， 证 明 20, wx] 上 的 连续 绷 效 可 用 余弦 多 项 式 一 致 通 近 ， 


第 一 六 平方 平均 吉 近 
§3.1 从 另 一 个 角度 看 Fourier 系数 
和 前面 已 经 证 明 ， 周 期 2wx 的 连续 的 数 能 用 三 角 多 项 式 一 致 逼 
231。 


近 . 对 一 般 的 可 积 项 数 , 这 个 结论 不 请 成 立 。 
现在 从 另 一 个 角度 来 提问 题 . 设 


(站 P+ 2 ocoshr tfrsinkz) 


b=1 


是 一 nn 次 三 角 多 项 式 ， 国 定 n, 考虑 了 和 7 的 平方 平均 值 : 
plf, Ts) = 和 [f(x)— T(r) dx, 


我 们 要 找 出 使 2(f, 7,) 取 最 小 值 的 那个 三 角 多 项 式 ， 容 易 知道 
otf,T,) , 

= Fat rida 一 对 Ra)7o(z) 相 上 a) 
用 apx 记 了 的 Fourier 系数 , 则 有 有 - 


(fr)T rar 


-| (7) 了 二 DD) (mcos kr+ prsin ks) | 
a $=1 


L 


| 


[2 + > 《GaQA HB | (2) 


k=l 


-| (+ 了 (aseos 下 十 Brsinkx) Pa 
-> p=1 


TT 2 by 4 
| 氢 上 和 > (aleosrkr tp sin’kx) 所 
-> k=1 


L 


四 
= 和 + (et pD | (3) 
EE-] 


这 儿 我 们 利用 防 角 函数 系 的 止 交 性 . 
"232。 


把 (2), (3) 代 入 (1), 得 


2 和 
P07) = 下 | (5+ 贡生 + 沁 (ai+p9)| 
-| Ca Qs 一 bp5 | 
2 pe | 
1 人 1 {93 一 2aoc 
-3 


十 > Los 一 2akax) 十 (BE 一 26460D]j 
k=] 


和 1 
= | fC 二 
十 [mi 一 ai 和 00. 一 0 本 
点 < 
1 (a2 
一 一 4 十 {《 > -i b2) 
这 


1 六 和 
>a | f(r 2 + Dad +5)}. 


在 这 个 表达 式 中 , 下 是 由 了 确定 的 , co Bi 可 以 任意 变动 . 显然 ， 
到 as 6 -04 PH 了 了) 就 达到 它 的 最 小 值 . 这 就 是 说 , 如 果 取 
Ta(Z) 为 了 的 Eourier 级 数 的 部 分 入 ,CY 则 off SS,) 共 有 最 小 


工作 fs i 
pf 8) | Fo 3 -Dai tsD | (4) 


这 回答 了 刚才 提出 的 问题 . 


9 233» 


由 于 对 任何 可 积 与 平方 可 积 的 了 ,都 有 
- plf, Sn) >0. 
页 从 (47 可 得 不 等 式 


BD ot to S| fr)d, 


这 称 为 Bessel 不 等 式 . 
Bessel 不 竺 式 告诉 我 们 . 出 可 积 与 平方 可 积 沿 数 /的 Fourier 
系数 i, b, 构成 的 级 


CI ， 一 2 | 2 
到 十 之 (4 -be) 


是 收 僵 的 ， 它 的 和 不 超过 2 | 了 7(x)dz， 干 是 我 们 再 一 次 得 到 


lim wn 一 lim pn 二 0. 
铂 中 - 如 十 十 2 


习 题 
1， 阿 竺 下列 问 题 ， 
(1) 设 三 是 周期 2 的 可 积 与 平方 可 积 阔 数 ， 用 8, 记 所 有 %#* 阶 三 角 和 多 
项 式 的 全 体 , 什么 样 的 三 角 多 项 式 可 以 取得 下 面 的 最 小 值 : 
minj 二 Ca —T (a) dz). 
2; 下 面 两 外 三角 级 数 
ll, 全 Sinnz 
之 .7 Oe A lnn 
咏 否 可 能 分 别 是 茶 个 可 积 与 开 盯 可 积 哨 数 和 的 Fourier 级 数 ? 
2. 设 
Pal, Er) sn) 


莽 定 义 在 区 问 [a, 扫 上 的 一 个 可 积 与 平方 可 积 的 国 数 夭 , 如 果 


j pre) nw) are=0 Be J po Cn) ds =h, 0, 


。23 了 。 


”就 称 {ps(a)} 是 [mw 58] 上 的 一 个 正 交 系 . 

设 下 足 [a 冲 上 的 可 咎 与 六 方 可 积 丙 数 , 命 - 
“fo (n=0, 1,2, *). 
作 级 数 


他 erpr lx) =0080 2) + eg 2) Te onga(z) + 
n=0" . 


称 它 为 了 关于 正 交 系 和 (zx))} 的 Fourier 级 数 , ci 称 为 Fourier 系数 . 
按照 与 三 角 未 数 系 Fourigi 级 数 相 国 的 讨论 方法 , 证明 ”一 
CD plf, BY ™ minplf, r,) 


n 


这 里 8 一 六 "oups( 轨 是 了 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 ， 


= Yugo lt)- +，: Day Yo "Pn 是 任意 实数 }， 
i Tf lr) — rs 2) Ja. 
(2) > Cz) dr, 
2 k=0 
这 是 一 般 正 交 系 的 Besse] 不 等 谍 . 
§3,2 Parseval 等 式 
上 上 节 已 经 证 明 , 对 任何 可 积 与 平方 可 积 的 了 , 都 有 
ps = 下 | Ff* (2) tr— Ep oD) | (1) 
.这 里 5; 十 了 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 . 
从 (1) 容 易 看 出 , 随 着 1% 的 增 大 , p (Ff, 全) 单调 非 增 。 我 们 问 ， 
是 否 有 
lim plf, Sn)=0. (2) 
.如果 (2) 成 立 , 即 
limg| [f(s) -Sr) d=0, 


3235 。， 


就 说 S, 平方 平均 收 黎 于 了 . 

也 (1) 可 以 看 出 , (2) 等 价 于 

八 5a2+6D=2 f* (zdr, (3). 
ee 

这 称 为 Parseval 等 式 ， 下 面 我 们 米 证 明 (3) 成 立 .， 3 

定理 1 对 [一 +, x1 上 的 任何 可 积 与 平方 可 积 函 数 f，Parse- 
Val 等 式 成 立 . | 
”” ”证明 分 三 步 证 明 : 

《一 ) 设 了 是 [一 rz 上 的 连续 函数 , 且 了 (一 x) 一 fr)， 

由 Weierstrass 关于 于 角 多 质 式 的 通 近 定理 , 对 任意 e>0, 总 
能 找到 8。 次 的 三 角 多 项 式 T,,(7), 使 得 ” 

(fC(7)—T, (2) Ne 

对 [一 zx, zj 中 的 32 都 成 立 。 于 是 


pf Tr) —a fT Dd. 


根据 Fourier 级 数 部 分 和 ,的 极 盾 性 质 : 
PT 六 D( 太 了 了 <， 
又 因 plf, 58,) 随 着 1% 增 大 而 单调 非 增 , 所 以 当 am 有 时, 有 
plf, S».)<<p(f, Sn) <e. 
这 就 征明 了 lim pt 人 5.) 二 0, 因而 Parseval 等 式 成 立 . 
(二 ) 设 f 在 [一 wx, xz] 上 Riemann 可 积 . 
因为 了 在 [一 x, x] 上 Riemann 可 积 , 大 对 z 守 0， 存 在 [一 zt 
Xx ] 牌 一 个 分 法 : 
=r nl 二 
使 得 
> Ar; <a 


.236 。， 


mi 


其 中 or= 4 一 中 是 了 在 小 区 间 [z -ob za] 上 的 振幅 , 从 = 及 一 m 是 


f 在 [一 并 ,7 上 的 株 幅 . 
改变 了 在 区 间 端 点 一 7, x 上 的 值 , 使 得 
fi~—Az)=f(7x), 
这 种 改变 当然 不 会 影响 了 的 Fourier 系数 . 


用 下 组 将 人- Fr zib 了 (zi) 联 结 起 来 , 得 到 [一 了 
上 上 的- -条 诉 线 , 设 这 折线 的 方程 为 了 一 9 显然 gq 是 [一 Xx, TXT] 上 上 
的 连续 通 数 , 而 且 (一 4) 一 g(xz)， 概 据 (- 一 ) 中 证 明 的 结论 . 存在 


三 角 多 项 式 T(2), 使 得 


这 | [PCz) T(z)Jrde< 和 


当 zSCzi5z 财 , 地 然 有 


内 而 


mH)EM, mi P(t) EN 


fz)— gr) Mm (TT ). 


3) Uf) pa) a 


= 款 > [f(z) p92) Yd 


Do A A 
T 全 27 4 


利用 初等 不 等 式 (a 二 5)?<<2(a?+5?) 以 及 (4), (5) 即 得 
a | [fC2)—T() de 


了 


a {fp + [gz) T(z) a 


£ SB 
二 本 十 有 P, 


(4) 


(5) 


这 样 , 我 们 找到 了 三 角 多 项 式 T(z)， 使 得 
plf, T)<e, 
上 再 用 和 (一) 同样 的 推理 方法 
即 得 
Jim pl S») =0, 
因而 Parseval 等 式 成 立 . 
(三 ) 设 f 在 [一 x, zx] 上 广义 可 积 ， 
这 时 我 们 假定 六 也 可 积 . 不妨 设 z 是 了 的 瑕 点 , 于 是 对 e 守 0， 
存在 7 盖 0, 使 得 
人 
| (2)m 一 全， 
f(7), rE[— zx, 并 一 中 ]， 
0， xzE(z 一 7 7]， 
0， rE[—x, x —n], 
et a YE 一? x], < 
显然 有 f(z)=f1(z) 二 f(x)， 由 于 天 在 [一 zx] 上 Riemann 可 
积 , 故 由 (二 ) 知 , 存在 三 角 多 项 式 T(z), 使 得 


a Cf T(z)Jdr< 生 . 


作 函 数 
f(z)=} 


于 是 
a) Ef) Tr) Jd 
2r-。 


< [f(T Ta ta fs) 


2 2 Eee 
| OO 
重复 上 面 的 讨论 , 即 得 
lim AP( Sa)=0, 


s 238 。 


故 Parseval 竺 式 人 这 种 情形 也 上 成立. 0 
例 1 ”我 们 在 81. 3 例 3 得 到 函数 x? 在 [一 x，w] 中 的 Fourier 
展开 起 


3 ne — n 和 
z el TSN, 


nl1 


其 中 oo -全 za ws (--1)" 生 ,bs 一 0， 由 Parseval 等 式 得 


由 此 期 得 


党 对 展开 式 
FH-D" 5 (xr<r<n) 


用 Parseval 第 式 , 我 们 重新 得 到 


从 Parseval 等 式 可 以 得 到 下 面 两 个 重要 推论 ， 
推论 1 如 果 [ 一 zx, x J 上 的 连续 函数 了 和 三 角 函 数 系 
1, cosr, sin XZ, COS27X, sin 22, «+, COSNX, 9dnnT, +’ 


正 区 , 划 
| f(T)cosnrdr 二 0 (n=0,1,2,.), 
人 flr)sinnzdr =0 (n=1,2,*), 


那么 了 7=0. 
es。239。 


证 明 ”由 假设 知道 ，f 的 Fourier 系数 gs ，8， 都 等 于 0， 由 

Parseval 等 式 即 得 
| f(r)dr =0. 

再 由 了 的 连续 性 , 取得 了 = 0 0 

推论 2 (唯一 性 定理 ) 如果 两 个 连续 函数 的 Fourier 级 数 相 
同 , 这 两 个 连续 函数 必 恒 等 

证 明 设 连 续 函 数 六 fs 有 相同 的 Fourier 级 数 ， 则 
了 一声 一 疡 的 Fourier 系数 全 为 0, 由 了 Parseval 等 式 即 知 fs0， 即 
f=f;. 册 

Parseval 毕 式 还 二 推广 到 两 个 不 同 的 函数 . 

定理 2 设 f,g 是 两 个 可 积 与 平方 可 积 的 函数 ，a，， bs 和 en, 
"分别 是 和 9 的 Fourier 系数 ,我 们 有 


1 fr -am + Darn tdapn). (6) 
证 明 - 写 出 了 上 9 和 f 一 9 的 Parseval 等 式 ; 


二 | CCz) gz) de 


《Go ee -> [Ce Fos) + (bs +B,.)’’ 


| HC) -9() a 


Rs Dr, Ga) Cb, — Pn) ], 
甫 式 相 减 , 即 笃 (6). 有 
作为 定理 2 的 应 用 ,我 们 证 明 Fourier 级 数 的 过 项 积分 定理 . 
定理 3 设 
1(z) 一 党 Dancosnz tbasinnz), 
mx1 


2 240 。 


那么 对 包含 在 [一 交 ,了 中 的 任意 区 间 5[a, 581, 都 有 
| f(a =| 名 十 | (ancosnzt -tb sinns) dy, 


证 明 设 ? 是 任 一 可 积 与 平方 可 积 国 数 ， 其 Fourier 级 数 为 


gz) ~ > (arcosnz tp,sinnzt). 
四 一 【人 


Ca = 过 | g(r)cosnrdr (n=0,1,2,.…), 
xT, : 


Ba = 二 | g(r)sinnrds (n=1,2,.) 
| x1., . 
代入 推广 的 Parseval 等 式 (6), 得 


于 | ze(z)az= 二 | Gor)dz 


| g(r)(ancosnr |; bnsin WX) dE 《7 


上 式 对 任何 可 积 与 平方 可 科 国 数 9 成 立 ， 今 权 
zcLa,b], 
2) 10,，zE[—x, o) 和 (b, FT]， 


《7) 就 变 为 
| Ya)az= | gaz 十 > (qncosnz bnsinnt) dr. 
3 a n=1" 


这 恕 是 查证 明 的 . 日 
这 个 完 理 说 明 , 不 论 了 的 Fourier 级 数 是 否 收 敏 , 但 永远 可 以 
逐 珊 积分。 这 是 Fourier 级 数 特有 的 性 质 ， 


“可 题 
1. 利用 fz) 二 lx! 在 [一 x，x] 上 的 展开 式 和 Parsevai 等 式 ， 求 级 数 : 
* 241 + 


"1 
Pacer 


2。 写 出 函数 
tizi<e， 
TO 一 io a<lrl<r. 
的 Parseval 等 式 , 并 求 下 列 级 数 
一 sin27C casina 
2 
n= 中 


的 和 ， 
3. 对 展开 式 


一 yat Si Te 
| 站 TA) 
逐 项 和 分 ， 求 函 数 z2, zs 和 x 在 区 半 ( 一 ,内 的 Fourier 展开 式 . 
4, 设 了 在 [一 z, x] 中 迁 续 ， 皇 在 这 区 同上 上 省 可 积 与 平方 可 积 的 导 商 数 
于 ， 如 果 了 满足 
jn =f (fds=0, 
那么 有 不 等 式 
i (fF (r)) dr Ws {TdY, 
欧式 只 有 当下 (z) 一 4cosx 十 Bsinx 省 上 成立。 


5， 证 册 
(1) 设 
| Or 人 el 
jz) < 
| 于 c Le 
2 ” De 
则 
XX}--: Nin . ,1 < 区 
fo 了， 加 sinnrx, 171S 工 
了 一 了 
inn asin 一 1 
on 王 定 - 工 (到 -世上 
入 一 1 n=1 
» 242.* 


sin (7-1):’ 
(3) 卫 2 让， 
n=1 
第 四 节 Fourier 和 


前 面 讲 过 ， 好 果 国 数 在 区 间 [ 一 如 中 满足 一 定 的 条 件 ( 仿 
如 可 微 }, 耻 谍 能 在 [一 十 中 展 为 Fourier 级 数 : 


2 


fC2)-- > nD z basin®z) (1) 
其 中 
-e 
1 了 | fr Yen: WT Rx R01,2,.%), 
Ce ! 
br 3 J ) sin RT ar n=1,2,.) 
nt ! .5 2 i " ,nk , 


如 果 于 定义 在 整个 逆 铂 Ek， 革 在 (一 00, sc) 中 绝对 可 各 
村 任何 固定 的 x 值 , 总 能 选取 充分 大 的 4 使 得 1 ;zx|， pe 
仍 能 胃 (1) 来 表示 ， 介 是 对 于 不 同 的 x， 表达 式 可 能 不 一 样 。 为 了 
让 了 在 (- co, < 2) 中 能 得 到 一 个 统一 的 表达 式 ， 我 们 考察 (1) 当 
z -> 十 se 时 的 极限 情形 ， 

把 ae,, 3, 的 表 过 式 代入 (1), 得 
一 fz)=| CD: 3 


> 


| 由 于 | t(D1at 收 合 , 喜 当 1-> 二 co 竺 ， 上 式 第 - -项 趋 于 0， 命 


RT 


MW A =Un dn.1= 
上 式 第 二 项 可 写 为 
: 243 。 


S77) | 


n=] 


TN tat. 


=- 相 上 Au 


00 ,3 人 


i ft)coaultr-- dt 
br  - 必 


在 区 闻 《0, 十 co) 上 的 “Riemann 和 ”, 因而 可 把 了 形式 地 写 为 
1 -| | FD connks —0)ae le {2} 
这 称 为 Fourier 积分 公式 . 右 端 的 积分 虽 做 Fourier 积分 (2) 也 
可 写 为 
jerie | Me eh er (3) 
其 中 | 
az -| Ct)cosutdt. bu)= -| Hi)sinutat. 
(3) 得 Fonrier 级 数 分 相似 ，a (WD),5(w) 相当 于 Fourier 系数 ， 
上 前 ij 推导 Fourict 积分 公式 (2) 的 过 程 是 不 严格 的 ， 目 的 是 
使 读者 了 和解 建立 这 个 公式 的 背景 ， 下 面 将 给 出 公式 〈2) 成 立 的 条 
件 ， 为 此 先 证 
引 理 1 让 了 在 (一 2 十 oo) 上 绝对 可 积 , 则 对 固定 的 z, 铺 数 
Fn) i fltycosu(z—1)at 
在 反问 50, 2 上 上 上 连续, 这 里 2 是 任意 的 正 数 ， 3 
证 明 “ 半生 给 的 e 半 0, 存在 4 二 0, 使 得 
oe +[ la 
出 于 oi zr -在 0 一 上 上 一 尾 亿 续 ， 故 对 > 和 


存在 79>0, 当 [Awu!<77 时 ,对 一 切 [ 一 4 v1] 上 的 二 有 不 竺 式 
+ 24 子 。 


[cos (H+ Av) (z 一 上 一 cosg(Y 一 直上 os 
2| FDI 
于 是 , 当 |Au| < 时, 有 

IFOu-tAw)} 一 本 《ay | 


= | Fenceos (ut Au) (2—t) —cosu(z— 5]a| 


<o| | lat at 


2 二 | 天 二 | | eos Co +Aw) (xz—t)—cusu(r— 1) ladt 
Ee 
2 
3 这 就 证 明了 了 BF 的 连续 性 . 0 


由 此 可 网、 对 干 在 (一 20, 十 co) 上 绝对 可 积 的 ff 积分 
8 Be du| f(t)oosulr— dt(A>0) (4) 
是 存在 的 , 当 4 一 + co 时 得 到 的 积分 就 是 了 的 Fourier 积分 ， 记 为 
Kaz)~ 二 | ul foeosuts—t) dt. (5y》 


和 Fourier 级 数 的 情形 - 样 ， 对 于 一 般 的 在 (一 co， 二 cc) 上 绝对 
可 积 的 函数 也 它 的 Fourier 积分 不 一 定 收敛 , 即使 收 敏 , 也 不 一 定 
收 全 型 了 Cz). 为 了 研究 积分 (5) 收 化 的 条 件 , 注意 (分 相当 于 Fou- 
rier 级 数 中 的 部 分 和 ， 仿 照 Foutier 级 数 中 的 做 法， 光 把 (4) 写成 
Dirich!et 彩 ! 分 拘 带 式 ， 我 们 有 

引 理 2 流放 (- 2 2) 上 绝对 可 积 , 那么 


SCA 7) =| ft tf (9) 
0 
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证 明 ” 先 证 对 任意 正 数 4 和 如 有 等 式 
[a f(teosmu(z—t)at=| Fa eosu(e—t) du (7) 
0 -时 一 睛 0 
因为 
| f(t)cosu(z—i)dt 
是 的 连续 函数 , 所 以 (7) 左 边关 于 4 的 导数 等 于 
下 f(t)oosA(z— tadt; (8) 
我 们 证 明 (7) 右 边关 于 的 导数 可 以 在 积分 号 下 进行 , 因而 也 等 二 
(8)， 事 实 上 , 对 于 任 给 的 e>0, 存在 >0， 当 |z' 一 z27<cp 时 ,有 


j cosz 一 cosz |<e. 


取 5 一 五 三方， 则 当 |A41<6， iE[ 一 B，B] 有 是 wu 在 4 和 4+AA. 


间 时 , 有 
| (atz—2)—Alz—t) IIAAl zi <e(lz|+B) 一 也， 
因而 
| cosu(z—1)—eosA(r—t) | <e. 
于 是 , 当 |A4| 之 6 上 时, 使 有 
(起 [f fda cosule— Da 


-| CO2 引 eesxcz 一 5] 一 ft)eos az—i) dt 
一 五 0 一 如 
<| ol 二 | | eost(z 一 英 一 cogaCz 一 站 ldu)at 


<e| f(at. 


这 里 假定 A4> 0, 显然 A4<0 时 ,不等式 也 是 成 立 的 ， 既然 (7) 两 
边 的 导数 相等 , 而 且 4 二 0 时 , 双方 都 取 零 值 ， 所 以 等 式 (7) 成 立 . 
ea DG6。 


. = 五 
joi | aul flt)cosulr—i)dt 
Brer D0 -8B 


-oa 


coswu (rz—t )dyu. - 《9) 
Q 
因为 | “11(0)144< 二 oe, 存在 Bo, 当 B> Bo 时 ,有 


~--8B + g 
| Dd4+| D1 车. 
‘ -0 BB 
于 是 ， 当 ->B, p 秆 ， 


(fas foroosuts ta — | ul ft)o0su(s—t)at| 


: < lt, Ola |<e. 
这 样 一 来 , (9) 可 以 写成 | 
| Ff Deosutr Das) TDa cosaz 一 Da 
ll 1 I 
Bs) = | fA 


它 容 易 改 写 为 (6). 和 
从 (6) 可 以 得 到 Fourier 积分 的 局 部 化 定理 ， 
定理 1 设 f 在 (一 co, 十 0) 中 绝对 可 积 那么 的 Fouriet 
积分 在 某 点 是 否 收 鳅 以 及 收敛 于 什么 值 ， 仅 与 了 在 # 附 近 的 训 
数值 有 关 . 
证 明 对 任意 0 在 在 4 半 1, 使 得 
| fri tf —t) ldi <<e- 


n 


而 当 4>4o 时 ,有 
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Ps Fe pe A i re 


故 对 一 切 》 有 不 等 式 
根据 Riemann 引 [ 理 , 对 任意 正 数 二 4,, 有 

nm| [fet + at, 
因而 


] 汪 人 


Bim| [f(z+1) +f(z— dt 0. 


这 样 , 当 4 一 十 2 时 ,积分 (6) 是 ee 完全 里 
决 于 积分 


Trt +f(z— 1) -dl (10) 

当 4 一 0 时 的 极限 待 况 , 因而 仅 与 1 在 附近 的 值 有 关 ， 0 

关于 积分 (10)? 的 收敛 情况 ， 在 讨论 Eourier 级 数 的 收敛 问题 ， 

时 已 作 过 讨论 ， 因 而 可 以 得 到 和 Fourier 级 数 中 完全 相同 的 Dini 
判别 法 及 其 推论 。 这 里 只 叙述 Dini 判别 法 的 一 个 推论 ， 

定理 2 设 f 在 (一 co, 十 9) 中 绝对 可 积 , 且 在 x 处 有 广义 的 


左右 导数 闭 么 于 的 Fourier 积分 收 钙 于 地 [f(z 十 0) 十 jz 一 0)1 
a 

二 | dal fl)eosnr at =3[f (z+ 0) +f Cz 0)]; 
如 果 了 在 z 处 连续 , 则 有 

f(z)= | da | fC) OC (11) 
Tt sl 一 cc 

特别 , 头子 在 5 一 =2，i2) 中 绝 寻 可 积 ， 及 在 妈 处 有 有 限 的 导 

数 , 则 (117 成 立 ， 


在 Fourier 书 ! 分 公式 
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中 , 如 果 了 是 价 国 数 ， 


a We re 


1(5)=| Ca eosuzt Dbl) sin uraw 


: 


a (nu) = f(b) eosutdt, 


f(D sinutdt 


a 江 el la 


和 
a(u)= | Fltjevsutdt, du) =0, 


这 时 积分 公式 丁 写 为 


f(z)= 放 | eosuzdu| f(t) cosuidt, (12) 
这 称 为 Fourier 余弦 公式 . 
如 1 果 ff 是 奇 尔 数 ， 则 
2 [+” 时 
a(tW) —0, bw) = 了 | fl)sinutds, 
租 分 公式 又 可 与 为 
fz)=2| sinuzdu| f(t) sinutat (13) 
这 称 为 Eourier 正弦 公式 ， 
如 果 上 了 只 是 定义 在 [0, 十 50) 上 的 绝对 可 积 函 数 ， 对 它 作 偶 性 


” 延 拓 和 奇 性 延 扫 号 可 分 别 得 到 公式 (427 和 (13). 


命 
9 = 全 |， feosmids, (14) 
则 (12) 可 中 为 
f(z) = = | gC%) wn (15) 
在 这 两 个 公式 中 ， 了 和 9 以 完全 相 雪 的 形式 互 相形 示 .， 我 们 称 9 
为 了 的 Fourier 余弦 变换 , (15) 是 余弦 变换 的 反 变 换 公式 . 
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完全 一 样 , 称 
hu) =V2 fC snus (16y 
为 子 的 Fourier 正弦 变换 , 出 C13) 即 得 它 的 友 变 换 公 式 
f(r) 3] ee (17) 


例 1 专 函 数 f(z)-。- (bp>0，z>0) 的 Fourier 正弦 变换 
和 余弦 变换 . 
解 ” 由 公式 (14)、(16) 分 别 得 余 张 变换 和 正弦 变换 : 


rw =| e eeosutdt= Vr 


h(n) = | msinudt= V2 i . 
分 别 用 反 变换 公式 可 得 


op a Bp 
pA ' 
e ~ | pr ni os rudu, 


orf) V Lgersineud 
| 


这 样 , 我 们 就 得 到 两 个 并 不 容易 计算 的 积分 的 数值 : 


a Cz>0,8>0. 0 
例 2 解 积分 方程 
| 9GDsinzuta=Kz) 
改 
其 中 
flz)= 2 0<r 人 ez 
0, rr<<Z< 十 co。 
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解 ” 把 方程 写 为 


2 { a 全 )， 


因此 V/ 全 7(z) 昨 9( 妇 的 Fourier 正 疙 变换 , 利用 区 变 换 公式 , 即 得 


gu) 三 | VF)singude | 


i sin 
-一 | 3 sinwsinwuder 本 二 0 
月 得 比较 多 的 是 Fu rier 变换 的 揽 这 形式， 
定义 1 
下 
rtr)=| 了 (ee (18) 
称 为 了 (1) 的 Fourier 蛮 换 ， 这 时 是 实数 ,CZ) 是 一 个 实 恋 数 的 


下 许 从 Feurier 积分 公式 给 山 它 的 反 变 换 公 式 ， 
| 村- 
| flDeosu(r— td 
起 刀 的 俩 了 数 . 故 Fourier 积分 公式 可 以 写成 更 对 称 的 形式: 
f(r)=, | cau| ft)o0suls—)at. (19) 
又 内 | 了 (Dsiaulz 一 上 Ddt 是 4 的 奇 随 数 ,所 以 
-us oo 
| dw) fosinulz—t)dt=0, (20) 
出 《19), (20) 消 慌 如 得 


fx) = 元 | 279 eiviz-e gt 


2 


ec | f(Demar. 


» 25， 


A 


把 (18) 代 和 人， 即 得 反 过 变换 公式 
fz)= 去 | ze elurgu. 


Fourier 变换 是 数学 物理 中 一 种 重要 的 积分 变换 , 如 同 对 数 能 
把 乘法 运算 变 为 加 法 运算 那样 , Fourier 变换 能 把 分 析 运 算 变 为 代 
数 运 算 , 从 而 使 问题 得 以 简化 ， 举 例 来 说 ， 设 9, 是 已 知 的 消 数 ， 
求解 下 面 关 于 未 知 函 数 扩 的 积分 方程 : 


1(z) 一 oz)+| Ez DFA (mrteo). 
因为 9, 了 是 已 知 汞 数 , 故 其 Fourier 变换 
0(w)=| g(t)e mas, 
KOW={ ket 


也 是 已 知 荡 数 。 对 积分 方程 两 端的 次 数 作 FFourier 变换 ， 设 上 的 
.Fourier 变换 为 也 , 则 有 


Fs) =G(u) + DF a ede 


三 +{ far) ke—t)e ds 


| 


二 CGO 一 | fad “reiutte) gy 


| 


G7) fe wal kr)e de 
— COU) tt FOYE (wu). 
这 就 是 说 ， 未 知 汞 数 广 的 Fovurier 变换 二 请 是 一 个 简单 的 代数 方 


程 , 解 之 得 


(CD 
Fi) 一 1 到 (7 


再 从 通过 反 变换 公式 即 能 算出 了 
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习 是 
工 用 Fowrier 禹 他 表示 下 列 厅 于 : 


(1, lI#1 和 1, 
“Wf I 
nz, 过], 
a fa 一直 | ie 
ginx, |\rlr, 
(3) Fo 一 i 


(4) f(r)=e "lt a>0. 
2， 求 下 列 积分 方程 的 解 : 
CD) foDsinstdt=e-r (z>0).1 


02) 人 TCDeesztat= Ts， 


3. 证 明 


TT-.. 


+ in 工 一 世 
2| Sin ts27rtdl = ' 
二 0， 


4， 求 不 列 函 数 的 FEovurier 反 变 换 : 
《1) Fu) =ue tt (>0).,. 


(2) Fu) = 0 
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